CoNcOURS ECRICOME 2022, CORRECTION

ECT?2 21/22

EXERCICE 1

PARTIE A : Calcul matriciel et suites

1. (a) Ona:
1 1 0 1 1 1 1+240 1-1+0 1-1-0 3
PQ=11 -1 1 2 -1 -1 |=[1-2+41 14141 1+1-2 | =10
1 0 -1 1 1 -2 140-1 1-0-1 1-0+2 0

On a obtenu :
PQ = 31I.
(b) On a, d’apres la question précédente :
1

PQ =3I don %PQ =5 (31)

dot P (;@) = I.

donc :

1 1 1
1
la matrice P est inversibleet P~ =-Q==-|[ 2 -1 -1
g 11 -2

2. (a) Soit n un élément de N. On a :

:

Il
e
=N
e

1
1 b,
2

2a, + b, + ¢,
= —| an+20,+c,
an + by, + 2¢,

(2a, + by, + ¢n)
(an + 2b, + cp)
(an + by + 2¢5)

1 1
Gn + an + Z¢Cn

L i S N TN TN

1 1
an + §bn + Z¢n
1 1 1
Zan + an -+ §Cn

Ap+1
N br+1 (cf définition des suites (an),cn, (On)pen € (Cn),en)

Cn+1

— Xn+1-

On a bien obtenu :

pour tout n de N, X,, 11 = MX,,.

(b) Notons P, la propriété définie par : «X,, = M" Xy> et montrons par récurrence que P, est
vraie pour tout n de N.



Initialisation :
On a:
M°Xo =IX, =X,
c’est-a-dire que P, est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P,, est vraie et montrons que P,y est
vraie.

On a:

ML, MM™X,
= MX, (car P, est vraie)

= X,41 (d’apres la question précédente).

Donc P11 est vraie (sous réserve que P, le soit).

Conclusion :
Pour tout n de N, P, est vraie, c¢’est-a-dire que :

‘pour tout n de N, X,, = M" Xj.

3. (a) On a:
1 2 11 1 0 0 1 2 11
4M-n@M -4 = |47 12 1 —[0 10 4|12 1) -4
1 1 2 0 0 1 1 1 2
2 11 1 0 0 2 11 4 0 0
= 121 ]1-10 10 1 21 ]1-10 40
1 1 2 0 0 1 1 1 2 0 0 4
1 11 -2 1 1
= 1 11 1 -2 1
1 1 1 1 1 -2

—-241+1 1-241 141-2
= —24+1+1 1-241 141-2
—-24+1+1 1—-241 141-2

On a en effet obtenu que :

‘ (4M — T)(4M — 4T) est égale & la matrice nulle. ‘

(b) D’apres la question précédente, le polynome P = (4X — 1)(4X — 4) est annulateur de la
matrice M. Les valeurs propres de M sont donc parmi les racines de ce polynéme.
Or, pour tout réel x, on a les équivalences :

Plz)=0 <= ({z—-1)(4x—-4)=0
< 4r—-1=0 ou 4r—-4=0

1
= IZZ ou x=1.

1
Donc les racines de P sont 1 et 1; ce qui permet de conclure que :

1
les valeurs propres possibles de M sont 1 et 1.




4. (a) Remarquons que l’on a les équivalences suivantes :

Avec la question 1.(b), on en déduit :

D

On a obtenu :

M=pPDP'! — P 'M=pP'PDpP!
— P 'M=IDP!
~— P 'MP=DP'P
«— P 'MP=DI
«— P 'MP=D.
= P 'mMP
(1 11 2 1 1 1 1 0
:5271717121 1 -1 1
1 1 =2 11 2 1 0 -1
. 1 1 1 2 1 1 1 1 0
:527171 1 2 1 1 -1 1
1 1 =2 1 1 2 1 0 -1
] 1 1 1 4 1 0
= 5 2 -1 -1 4 -1 1
1 1 =2 4 0 -1
) 12 0 0
= —|1 0 30
1239 0 3
1 0 0
1
00 1
1 0 0
1
D=0 1 0 qui est bien une matrice diagonale.
1
0 0 =
4

Remarque :

on a Sp(M) = Sp(D), donc les éléments diagonaux de la matrice D obtenus

sont bien cohérents avec le résultat obtenu dans la question précédente.

(b) On a:

’pour tout n de N, M™ = PD"P~ !,

(¢) Soit n un élément de N. On a :

M"™ = PD"P~! (dapres la question précédente)
1 1 0 10 0 L1011
= 1 -1 1 0 (%)n 0 -1 2 -1 -1 (car D est diagonale)

1 0 -1 0 0 (i)n 1 1 =2

1 1 0 10 0 11 1

N T o (H" o 2 -1 -1

4

Nt o )\ 0 @\t 1 2
([1 10 1 1 1
S| S | IO )
B )" @ -20)



. 1+2(3)" 1= (3)" 1= (3)"
= 3| 12 +@)" 1+GE)+E) 1+(3)-20)
1= (3)" 1= (3)" L+2(3)"
@t 1= 1-G)°
n n n
- 3| @ el -
1-(3)" 1= 1+2(3)
On a bien obtenu, pour tout n de N :
(@t =@ =)
n n n n
|-t et =)
1-(3)° 1-()° 1+2(3)
(d) Soit n un élément de N. D’apres la question 2.(b), on a :
X, = M"X,
L@t =) 1= ag
= 3 1—(%)" 1—|—2(%)n 1—(%)” bo (d’apres la question précédente)
- =) () ) N
(T @ @ /0
= 5w ez e ||
1-(1)" 1-(1)" 1+2(3)
1+2(3)"
= 3 1— )
)

e e~ =
—_ — BRI
3
N 3
~—

3
~—

b
- (;u(
-

b)) () w0 ))

" 11 _
Comme 1) S on peut conclure que, pour tout n de N, on a :

1 2 1 1
an 3< +4n>7bn Cn 3< 4n)

lim 4" = 4o0.
n—-+o0o

(e) Comme 1 <4, o0na:

Avec la question précédente, on en déduit :

n—-+oo n—-+oo 4n 3’ n—-+oo n—+oo - 47 n—+oo n—+oo

1 1 1 1 1 1
lim a, = lim (1+2): lim b, = lim (1 )zget lim b, = lim cn:§.




5. On pe

ut compléter le script Scilab de la facon suivante :

n=0
a=1
whil

end
disp

; b=0

e a> 0.334 & b<0.333
n = nt+l

a = 1/3x(1+2/4°n)

b = 1/3*%(1-1/4"n)

(n)

Remarque : la question précédente assure l'existence d’un entier n tel que a, < 0,334 et

1 1
ba 2 0,333 (car 5 < 0,334 et 5 > 0,333).

PARTIE B : Application a un jeu de hasard

1. Ona:

et :

| P(4) =1, P(By) =0 et P(Cy) = 0]

1

2
4’

P(A)) =

Remarque : les valeurs de P(Ay), P(By) et P(Cp) sont immédiates. Détaillons 1'obtention

de P(
case 1

By). L’événement By est I’événement <& lissue du premier coup, le pion est sur la
>, événement qui se réalise si, et seulement si, le pion avance de 1 case puisqu’au début

du jeu le pion est sur la case 0. On en déduit, par équiprobabilité du tirage du chiffre dans

Pensemble {0, 1,2,3}, que 'on a : P(By)

2. (a) Soit n un élément de N*.

Remarque : onaaussi: Pa, (Bny1

1
Pp, (Cyy1) = 7.6t Pc, (Cny1) =

e La probabilité P4, (A,4+1) est la probabilité, sachant que I’événement A,, est réalisé,
c’est-a-dire sachant qu’a l'issue du ni®™¢ coup le pion est sur la case 0, que le pion soit
de nouveau sur la case 0 au (n 4 1)¥™¢ coup. Or, sachant qu’a lissue du n'®™¢ coup le
pion est sur la case 0, la probabilité qu’il soit de nouveau sur la case 0 au coup suivant
est celle que le pion avance de 0 case ou de 3 cases. On en déduit, par équiprobabilité
du tirage du chiffre dans Pensemble {0, 1,2, 3}, que l'on a :

2 1
PAn(An+1) - Z - 5
e On justifie de fagon similaire que l'on a :
1 1
Pp, (Any1) = 1 et P, (Any1) = 1

1 1 1 1
Py (Bus1) = = Po, (Bus1) = = Pa (Coy1) = =,
1 P (Bos) = 5, Po, ( +1) 1 A, (Cnt1) 1

):75
1
3"

(b) Soit n un élément de N*.
La famille (A, Bn,C,) est un systéme complet d’événements. Avec la formule des proba-

bi

lités totales, on en déduit :

P(Ant1) = P(Ay) X Pa,(Ant1) + P(By) X Pp, (Ant1) + P(Cr) x P, (Ang1)

1 1 1
= P(A,) x 3 + P(B,) x 1 + P(Cp) x 1 (d’aprés la question précédente)

1 1 1
= 5P(An) + ZP(B”) + ZP(C”)'



La formule des probabilités totales, utilisée avec le méme systéme complet, permet aussi

d’obtenir :
P(Bni1) = P(An) X Pa,(Bni1) + P(Bn) X P, (Bni1) + P(Cn) X Po, (Bni1)
= P(4,) x i + P(B,) x % + P(Cp) x i (d’apres la question précédente)
= P4+ S P(B) + 1 P(Cw)
et encore :
P(Cny1) = P(A,) X Pa, (Cpy1) + P(By) X P, (Cpy1) + P(Cr) x P, (Crat)

1 1 1
= P(A,) x 1 + P(B,) x 1 + P(C,) x 3 (d’apres la question précédente)

1 1 1
= 1 P(An) + 7 P(Ba) + 5P(Cn).

Enfin, remarquons que 'on a (¢f question 1.) :

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
o 1 1 1 1 1 1 1
donc les trois égalités précédentes sont encore valables dans le cas n = 0.
On peut donc finalement conclure que l'on a, pour tout n de N :

1 1 1 1 1 1
P(An41) = §P(An) + ZP(Bn) + EP(C")’ P(B,41) = ZP(A,L) + §P(Bn) + ZP(C") et
1 1 1

Remarque : en toute rigueur, il convient de traiter le cas n = 0 a part pour s’assurer que
les événements A,,, B, et C,, sont bien tous de probabilités non nulles.

(c) Les suites (an), cn, (On)pen €t (cn), ey sont définies par :

1 1 1

ap41 = §an + an + ch
1 1 1

ap=1,bp =0, co =0 et, pour tout n de N, b1 = 70n + §bn + 16
1 1 1

Cn+1 = Zan + an + icn

Remarquons que les suites (P(A5)),cn»> (P(Bn)),en et (P(Chn)), oy Vérifient les mémes pro-
priétés : d’apres la question 1.(a) pour les termes initiaux et d’apres la question précédente
pour les relations de récurrence.

On en déduit (x) que, pour tout n de N :

| P(A,) = ay, P(Bn) = by et P(Cy) = .|

Remarque : le lecteur sceptique pourra <officialiser> (%) a l’aide d’une récurrence (en in-
troduisant la propriété P, : <a, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P(Cy)>).

3. Le résultat de la question 4.(e) peut étre interprété de la fagon suivante :

plus le nombre de coups augmente, plus il est équiprobable que la puce occupe la case 0, la case 1 ou la case 2.




EXERCICE 2

1. (a) e D’abord, comme f n’est définie qu’a droite de —1, on a :

lim f(z)= lim f(z)= lim zIn(1+ 2).
=l z——1 x——1
z>—-1 z>—-1
Or, lim 1+ 2z =0 par valeurs positives et lim In(z) = —oo donc, par compo-
r— —1 z—0
x> -1 z>0
sition :
lim In(l142)=—cc.
z— —1
z>-1
De plus, lim 2 = —1, donc, par produit :
r— —1
x>—1

lim f(z) = +oo.

z——1

e D’apres le point précédent :

la courbe €y admet ’axe des ordonnées comme asymptote verticale.

(b) Ona: lim xz+1=4ocoet lim In(z) = +oo donc, par composition :
Tr—r+00 z—+400

lim In(1+ ) = +oo.

T—+0o0

De plus, lim x = 400, donc, par produit :
Tr—r+00

lim f(z)= lim zln(l+z)= +oc.

r—+o0 r—+00

T
(c) D’apres la question précédente, ona: lim f(z) = 4o0o. Déterminons maintenant lim &
T—>-+00 r—+o0o I

Pour tout z de | — 1, +00[\{0}, on a :

f(z) \ zIn(1 + ) ~n(1 4 2).

€T €T

Avec ce que l'on a vu dans la question précédente, on en déduit que :

lim f)

r—+o00 I

:+oo

Donc :

’%f admet une branche parabolique de direction asymptotique 1’axe des ordonnées (au voisinage de +00). ‘

2. (a) Pour tout x de | — 1, +00[, on a :

f(x)=1xIn(l+z)+z x lilen(l—kx)—i—

1+




(b) D’apres la question précédente, on a, pour tout = de | — 1, +o0[ :

fi(z) =In(l +z) +

1+
D’ou, pour tout x de | — 1, +00] :

1 Ix(I+z)—2zx1 1+z l+z—2 24z

" _ — = .
@) =17 1+2)? 1+2)?  (1+2)?2 (1+a)2
On a bien obtenu, pour tout  de | — 1, +o0[ :
I ozt 2
F@ =05
(c) D’apres la question précédente, on a, pour tout x de | — 1,400 :
I ozt 2

Or, pour tout « de ] — 1, +o0o[, z > —1 donc = + 2 > 1. D’ou, pour tout z de | — 1, +o0] :

Donc :

’1a fonction f’ est strictement croissante sur I'intervalle | — 1, +o0]. ‘

Remarque : c’est la démarche usuelle : pour obtenir les variations de f’, on a étudié le signe
de sa dérivée, c’est-a-dire le signe de f”.

3. (a) e Ona (¢f question 2.(a)) :

0

f/(O) =1In(1+40) + m

=In(1) =0.

e Avec la question précédente, on en déduit le tableau de signes et de variations suivant :
z |=1 0 +o00

f'(x) 0

f'(x) - 0+

(b) D’apres la question précédente (et les questions 1.(a) et 1.(b) pour les limites) on a le tableau
de signes et de variations suivant :

x |—1 0
f'(x) - 0 4
+00 +00

o N

£(0) = 0.In(1 4 0) = 0.

“+o00

Détail :



4. L’allure de € dans un repere du plan est la suivante :

Remarque :

e des variations de f obtenues (et du fait que la
d’abscisse 0 est horizontale).
e de la valeur de f(0).

e de la limite de f en —1.

dans cette question, il convient de tenir compte :

tangente a la courbe % en son point

e du fait que € admet une branche parabolique de direction asymptotique 1'axe des or-

données.

(on peut méme aussi tenir compte du fait que f est convexe (c¢f question 2.(c)) dans laquelle

on a obtenu, pour tout x de | — 1, +oo|, f”(z) > 0)
. (a) On a:

1f (x) dz
0

/1xln(1 +z)dx
0
12.1n(2)

2
In(2)
2

1

1

_5/0

1 .2
J

1

2

T
1+x

LA

o
2

.232

1
+x
dx

1 ()

1+x

2

x
Détail de (%) : par intégration par parties (les fonctions z — 5 et © — In(1 + x) sont

dérivables et de dérivées continues sur [0, 1]).

On a bien obtenu :

B In(2)
2

1

2

i

r+1

1‘2

dz.




(b) Pour tout = de [0,1], on a :

14+ 1 _ x(;zc+1)_x+1+ 1
r+1 r+1 x+1 x+1
22 tr—(r+1)+1
B z+1
B 224+r—c—1+1
N r+1
22
T
On a bien obtenu que 'on a :
pour tout z de [0, 1] v :x71+i.
U241 z+1
(¢c) On a:
bog2 ! 1
/Ox—l-ldx = /O:C—l—I—md:C (d’apres la question précédente)

1 1 1
1
= / rdx — / 1dx + / dz (par linéarité de I'intégrale)
0 0 o v+1

2

- BL — [z]} + [In(z + 1))}
_ %—0—(170)+ln(2)—1n(1)
_ % —14(2)
1
= —5 + IH(Q)

On a obtenu :

(d) D’apres la question 5.(a), on a :

Avec la question précédente, on en déduit :

I In(2) 1 (ln(2) 1) In(2) In(2)

2 2

2

On a obtenu :

I=-.

e~ =

6. On peut compléter le script Scilab de la facon suivante :

function y=f(x)
y=x"n*log(1+x)

endfunction

for n = 1:50
x=linspace(0,1,100)
fplot2d(x,f)

end

Remarque : avec ce programme on obtient les courbes représentatives des fonctions f1, fa, f3,
..., f50 et pas seulement les courbes représentatives des fonctions f1, f5, fi0, f20 et fso0-

10



7. (a) Pour tout n de N* :

‘ I, est I'aire du domaine délimité par ’axe des ordonnées, ’axe des abscisses, la courbe

représentative de f, et la droite d’équation xz = 1.

(b) Avec le graphique fourni on peut conjecturer que l'on a :

lim I, =0.

n—-+oo

8. (a) Soit m un élément de N*. Pour tout = de [0,1], on a :

0<z<1 dou 1<14+z<2
d’ot  In(1) <In(1+z) <1In(2) (par croissance de la fonction In sur [1,2])
d’'on 0<In(l+z)<In(2)
dot 0<z"In(l42z) <z"In(2) (car z" >0).

On a bien :

‘pour tout n de N* et tout = de [0,1], 0 < 2" In(1 + z) < z"In(2). ‘

(b) Soit n un élément de N*. Avec le résultat de la question précédente, on obtient :

1 1 1
/ 0dx < / 2" In(l 4+ x)dx < / 2" In(2) da.
0 0 0

D’ou : .
0<1I,< / 2" In(2) dx.
0
Or :
1 1 n+171 1n+1 n+1 In(2
/ 2" In(2) dx = ln(2)/ 2™ dx = In(2) 1’ = In(2) _ 0 = n(2) )
0 0 n+1], n+l1 n+1 n+1
Donc :
In(2
pour tout n de N*, 0 < [, < n(2) .
n+1
(c) On a:
lm 0=0= lim 22
n—s+00 n—+oo 1 + 1

donc, d’apres la question précédente et le théoreme d’encadrement, on a :

lim I, =0.

n—-+o0o

11



EXERCICE 3

1. e On a:
lim f(z)= lim 0=0,
z—0 z—0
z <0 z <0
lim f(z)= lim -5 =0
z—0 r—0 207
x>0 x>0
et : 0
f(0) = 2z 0
Donec :
‘la fonction f est en effet continue en 0.
e On a: 5 y
T a
lim f(z)= lim —=-—=-,
T — 2a r—2q 20° 20 a
T < 2a T < 2a
lim f(z)= lim 0=0
T — 2a r — 2a
x> 2a T > 2a
donc :
lim  f(z)# lim f(x)
T — 2a T — 2a
xr < 2a T > 2a

et par conséquent :

‘la fonction f n’est pas continue en 2a. ‘

2. e Pour tout x de | — o0, 0] et tout = de |2a, +oo[, on a: f(z) =0 > 0 et, pour tout z de [0, 2a],
>0

=
T

ona: f(x)=

—5 2 0.
2a
~—

>0

Donc, pour tout z de R, f(z) > 0.

e La fonction f est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 2a (car nulle sur | — oo, 0],
polynomiale sur ]0, 2a[ et nulle sur |2a, +00]).

0 “+o0o
e Sous réserve de convergence des intégrales / Odz et / Odz, on a :
2

— 00 a

+oo 0 2a T “+oo
f(:c)dx:/ Odo:Jr/ Taner/ 0dz.
—o0 —o0 0 0

0 +oco
Or, les intégrales / Odz et / 0 dz convergent et valent 0. On en déduit que l'intégrale
—00 2a

+ oo
(z) dz converge et que 'on a :

— 00

+o0 2a 2a 2172a 2 2
T 1 1 |z 1 4a 4a

d E— _— d = — d = —_— = — _ = — = ]_.
fw)da /0 942 " 2a2/0 T 90 {2}0 242 ( 2 0) 4a2

Donc :

’ f est bien une densité de probabilité. ‘

Remarque sur le deuxiéme point : avec la question précédente, on peut méme affirmer que
I'ensemble des points de continuité de f est R\ {2a}.

12



3. (a) Soit  un réel. Déterminons F'(x

e Casx < 0. On a alors :

e Cas 2a < z. On a alors :

(b) On a:

Px>g)(X < a)

F(z)

)= [ s

@:/Lﬂﬂ&:/ip&:o

e Cas 0 <z <2q. On a alors :

@:fﬂMﬁ/Om—

1 [P 1 (21" 1 [a?
dt— tdt= — |—| = — [ — —
/ 0+2a2/ 2a? {2}0 2a? (2 y
t xT
/ OdtJr/ dt+/0dt
2a

1
0+2 /xdx—i—O
1 2 2a
Qa[ ]
1
2a2
1.

0 si =<0
22
F(x) 102 si 0<z<2a
a
1 si 2a<z
P([X>%]O[X§a)
P(X <a) (par définition d’une probabilité conditionnelle)
<a
P(3<X<d
P(X <
F(a)—F (%)
F(a)
2 - &) .
da — da (d’apres la question précédente (0 < 3 <2aet 0<a<2a))
4a?
a2
a T
4a? 4a?
112
4a?
1_ 1
4 16
1
4
3
16
T
4
3
— x4
16
3
1

13



On a obtenu :

3
P[X>%](X S CL) = Z

0 “+o0
4. Comme f est nulle sur | — 0o, 0[ et sur ]2a, +oof, les intégrales / xf(x)dx et / xf(z)dx
00 2

a

+oo
convergent et valent 0. On en déduit que l'intégrale / zf(x)dx converge et que l'on a :
“+o0o 2a 2a _.2 2a 312a 3 3
T 1 1 |z 1 8a 8a 4a
dz = dz = = dr = — 2de=—|=| =—[—/—-0)=—==".
/,Oozf(x)x Azf(x)gc /0 202 " 2a2A‘T v 2a2{3}0 2a2<3 ) 6a2 3

Par conséquent :

L . da
X admet une espérance, qui est bien égale a 3

0 “+o0o

22 f(x) dz et / 22 f(x)dz

5. Comme f est nulle sur | — 0o, 0] et sur |2a, +o00], les intégrales /
2a

—0o0

+o00o
convergent et valent 0. On en déduit que l'intégrale / 22 f(x) da converge et que l'on a :
—00

+oo 2a 2a .3 2a 412a 4 4
9 9 T 1 3 1 |z 1 (16a 16a 9
[00 v fle)d /0 v f(x)de /0 2q2 7 2a2/0 T 5 {4 }0 2a? ( 4 0 8a? “

Donc X2 admet une espérance, donnée par : E (X 2) = 2a%. Avec la formule de Huygens, on
en déduit que X admet une variance, donnée par :

V(X) = E(X?) — (B(X))* = 24% - <4a>2

3

6. (a) Soit = un réel. Déterminons G(z) = P(Y < z) = P (X? < z).

e Cas z < 0. Dans ce cas, 'événement [X? < z] est impossible (car x est strictement
négatif et X2 est & valeurs strictement positives), donc :

G(z) = P(X?*<z)=0.

e Cas x = 0. L’événement [X? < ] est alors égal a 1’événement [X? < 0] qui se réalise
si, et seulement si, X prend la valeur 0. Comme X est a densité, on en déduit :

G(0)=P(X*<0)=P(X=0)=0.
e Cas 0 < z. On a dans ce cas :
G)=P(X*<z)=P(—Vz< X <Vz)=F (V) - F (—Vz).

Comme —/z < 0, la question 3.(a) permet d’affirmer que 'on a F (—/z) = 0. Pour
déterminer F (y/x), il y a un peu plus de travail, car il convient de distinguer deux
sous-cas, selon que 'on a (0 <)/z < 2a ou 2a < \/z.

Comme /z < 2a équivaut & = < 442, on obtient dans le sous-cas x < 4a? :

Gla) = F (va) = V2 _

4a? 4a?

et comme 2a < y/z équivaut a 4a? < x, on obtient dans le sous-cas 4a? < z :

G(z)=F (Vz) =1.
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Finalement :

0 si =<0
x .
pour tout = de R, G(z) = 2 O 0<az<4a® .

1 si 4a’ <z

Remarque : voici une démarche un peu différente.
Comme f est nulle sur | — 00,0[ et sur ]|2a,+oo[, on peut supposer que X est & valeurs
dans ]0,2a[. Par conséquent Y est a valeurs dans ]0,4a?|.

—Xx?2
Soit maintenant x un réel. Déterminons G(z) = P (Y < x).

e Cas z < 0. Dans ce cas, 'événement [V < x| est impossible car z est négatif et Y prend
des valeurs strictement positives, donc :

Gx)=P(Y <z)=0.

e Cas 40> < x. Dans ce cas, 'événement [V < x| est certain (car Y est a valeurs
dans ]0,4a?[ et 4a® < z), donc :

Gl)=PY <z)=1
e Cas 0 < z < 4a®. On a dans ce cas :
Gx)=P(Y <z)=P(X*<2)=P (-2 <X <z) =F(V/a) - F(—/7).

Comme —+/z < 0, la question 3.(a) permet d’affirmer que l'on a F(—+/x) = 0. De
plus, comme 0 < z < 4a, on a: 0 < \/x < 2a  (par stricte croissance de la fonction

=v4a?

N O

z — /z sur R") donc :

402 4a?’
(on laisse le soin au lecteur de vérifier qu’on retrouve bien la méme fonction G que plus
haut).

(b) D’apres la question précédente, on a, pour tout x de R :

0 si <0 0 si <0
T . -0 .
G(z) = 12 si 0<x<4a? = 4227_0 si 0<ax<4d?
1 s 4da? <z 1 s 4da? <z

On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur [0,4@2} donc :

Y suit la loi uniforme sur [07 4a2].

(¢) La commande rand () *4*a~2 :

. . , . , . . 2 N . . . . 2
simule le choix aléatoire d’un réel uniformément entre 0 et 4a”, c’est-a-dire, simule la loi uniforme sur [0, 4a ]

Remarque : détaillons cela.
Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi unifome sur [0,1]. Soit W la variable aléatoire
définie par W = 4a? x Z. 1l convient d’établir que W suit la loi uniforme sur [O, 4a2].

La fonction de répartition de Z est la fonction Fz définie, pour tout z de R, par :
0 si 2<0 0
z—0 .
1-0 -
1 si 1<z

si 2<0

&
o
AN
™
AN
—_
I

Fy(2) = z si 0<2<1

1 si 1<z



Soit maintenant x un réel. Déterminons Fy (z) ot Fy désigne la fonction de répartition

de W. On a:

P(W <ux)
= P(4a2Z§:r)
z
= P(7<45)
0 si 4%<0
- 4% si 034%51
. z
1 si 1<@
0 si <0
= T2 si 0<zx<4a?
1 si 4a’<z

On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur [O, 4a2} donc W suit la loi uniforme sur [0, 4a2].

(d) Un script convenant est le suivant :

Y=rand () *4*a~2
X=sqrt(Y)
disp(X)

7. (a) Pour tout k de [1,n], X; admet une espérance, donnée par :

E(Xy) = B(X) = = (cf

question 4.). On en déduit que T,, admet une espérance donnée par :

E(Ty)

Donc :

3 n
k=1

3 n
EE <; Xk> (par linéarité de lespérance)

’T  est bien un estimateur sans biais de a. ‘

(b) D’apres la question précédente, le risque quadratique de T, est, sous réserve d’existence, sa

variance. Or, pour tout &k de [1, n], X} admet une variance, donnée par: V (Xj) = V(X)

(¢f question 5.).
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On en déduit que T;, admet une variance donnée par :

V(T,) = v(iixk>
k=1

32 = 2
_ <4n) v (kz_le> («V(aT +b) = ®V(T)>)

n

9

= Z V (X%) (par indépendance de X1, Xa, ...

2
16n —

9 242
B

= 12 \" " 9

(12

87/”‘.

Finalement :

le risque quadratique de T}, est donnée par : r(T5,)

On peut compléter le script Scilab de la facon suivante :

n = length(X) // longueur de X
Tn = 3/(4*n)*sum(X)
disp(T._n)
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