CoNCOURS ESCP 2022, CORRECTION

ECT?2 21/22

EXERCICE 1

1. (a) e Ona:

1 2 1 1 2 1 1+464+1 2—-4+2 14+6+1 8 0 8
A= 3 -2 3 3 -2 3 |=|3-6+3 6+4+6 3—-6+3 |=[ 0 16 0
1 2 1 1 2 1 1464+1 2—-44+2 1+6+1 8 0 8
On a obtenu :
8 0 8
A2=10 16 0
8§ 0 8
e On a (cf point précédent) :
A2 = A4
8§ 0 8 1 2 1
= 0 16 0 3 -2 3
8 0 8 1 2 1
8+0+8 16—-0+16 8+0+8
= 04+484+40 0—-3240 0+48+40
8+0+8 16—0+16 8+0+38
16 32 16
= 48 —32 48
16 32 16
1 2 1
= 16| 3 -2 3
1 2 1
On a donc :
‘AS = 16A (par conséquent, en posant o = 16, on a : A® = aA). ‘
1 0 1
Remarque : on peut aussi constater que l'ona: A2=8| 0 2 0 | et se servir de cette
1 0 1
égalité dans le calcul de A3 (cela adoucit un peu les calculs).
(b) Supposons que A soit inversible. Alors A~! est bien définie. Comme A% = 16A (cf question
précédente), on en déduit : A3A~! = 16AA~! ce qui se rééerit A2AA~Y = 16AA~! soit
encore :
A% = 1615
8 0 8 6 0 0
ce qui est exclu car on a obtenu dans la question précédente: A2 = | 0 16 0 | # 0 16 O
8§ 0 8 0 0 16
=1615

Donc :

la matrice A n’est pas inversible.




2. (a) On a:

A® = A3A?
= 16AA? (dapres la question 1.(a))
= 164°
= 16.(16A) (d’apres la question 1.(a))
16> A.

On a bien obtenu :
A5 = 162A.

(b) Notons @, la propriété définie par : <A?~! = P71 A5 et montrons par récurrence que Qp
est vraie pour tout p de N*.

Initialisation :
On a:
al7lA=14=4
et :
A2><1—1 — Al — A
donc A2X1=1 = o171 4, c’est-a-dire que Q1 est vraie.
Hérédité :
Soit p un élément de N*. Supposons que la propriété @, est vraie et montrons que Qp11
est vraie.

Comme @, est vraie, on a :
AP —oP7lA dott APTIA? = aP71AA?

dott  AZP1H2 = op—1 43
don  APPTL = aP7laA  (d’apres la question 1.(a))
don AP =qarA.

Or A2(p+D)=1 — A2p+2-1 — A2p+1 donc :

A2e+D)-1 _ Py
Donc @Qp1 est vraie.

Conclusion :
Pour tout p de N*, @, est vraie, c’est-a-dire que :

‘pour tout p de N*, A?P~1 = oP~ 1 4. ‘

(c) Soit p un élément de N*. D’apres la question précédente, on a : A?P~1 = oP~1A d’ou :
A?P=1 4 = aP~1AA, ce qui se réécrit :

[ 4% = op-142,

3. (a) On a obtenu dans la question 1.(a) I’égalité A% = 164, d’ot :
A% —16A = O p,(m).-
Le polynéme P = X3 — 16X est donc annulateur de la matrice A. Les valeurs propres de A

sont donc parmi les racines de ce polynome.
Or, pour tout réel x, on a les équivalences :

Pz)=0 <= 2°—16z=0

z (z°—16) =0

x(x2—42):0
z(z—4)(x+4)=0

=0 ou z—4=0 ou z+4=0

rreey

=0 ou =4 ou x=—4.



(b)

Donc les racines de P sont —4, 0 et 4; ce qui permet de conclure que :

les trois valeurs propres possibles de A sont —4, 0 et 4.

X

e Pour toute matrice X = y de M3 (R), on a les équivalences :

1 T T
AX = 14X = —2 3 y | =—4| vy
z z
r+2y+z —4x
= 3 — 2y + 3z = —4y
T+2y+z —4z
r +2y 4z = —4dx
= 3r 2y 43z = -4y
r 2y H4z = -4z
¢ +2y 4z = 0
= 3z 42y 43z = 0
r +2y +5z = 0
r 2y +5z = 0 Li<+ Ls
S 3z 42y 43z = 0
5z +2y 4z = 0 L3+ Ly
r +2y 45z = 0 pivot
— -4y —12z = 0 Lo+ Ly—3I14
—Sy —24z = 0 L3+ L3—5L,
r +2y +5z = 0
= y +3z 0 Ly FLy
y 3z = 0 L3+ L,
r 42y 45z = 0
= y 43z = 0 pivot
0 = 0 L3+ L3 — Lo
r4+2y+52 = 0
= { y+3: = 0
— {JL‘+2( 3z)+52 = 0
y = —3z
{ r—z = 0
—
y = —3z
= -
= -3z
Finalement :
:v -3z
le systéeme AX = —4X (d’inconnue X = | y | € M3 1(R)), est bien équivalent & { Z ; .
z
e D’apres le point précédent, 'ensemble des solutions de I’équation AX = —4X (d’inconnue
x
X = Y € ngl(R)) est :
z
z
—3z , z€R
z




1
Comme la matrice | —3 | est une matrice non nulle de cet ensemble, on peut conclure

1
que :

le réel —4 est un vecteur propre pour A et qu’un vecteur propre associé a cette valeurJ

1
propre est la matrice -3
1
x
(¢) e Pour toute matrice X = | y | de M3 1(R), on a les équivalences :
z
1 2 1 z 0
AX = 0M3,1(R) — 3 —2 3 Y = 0
z 0
T+ 2y+z 0
= 3r—2y+3z | =1 0
T+2y+z 0
r +2y +z = 0
= -2y +3z = 0
z 42y +z = 0
z +2y +z = 0 pivot
< —8y = 0 Lo+ Ly—3L4
0 = 0 L3 < Lg — Ll
— { z+2y+z = 0
= 0
— tz 0
y = 0
= —z
y = 0
x
Donc, I'ensemble des solutions de I'équation AX = 0y, ,(r) (d'inconnue X = [ y | € Mj31(R))
z
est
=z
0 , z€R
z

Comme cet ensemble contient d’autres matrices que la matrice nulle de M3 1 (R) et que
I'équation AX = Opq, ,(r) équivaut a 'équation AX = 0X, on peut conclure que :

0 est une valeur propre pour A.

1 —z
e Comme la matrice 0 est une matrice non nulle de I’ensemble 0 , z€R
—1 z
(c’est la matrice que l'on obtient <en choisissant z = —1»), on peut directement con-
clure :
1
qu’un vecteur propre pour A associé a la valeur propre 0 est la matrice 0
-1




1 0
Remarque : on peut aussi conclure en signalant que ’on a : 0 #1 0 | et:
-1 0
1 1 2 1 1 1+40-1 0 1
A 0 =3 -2 3 0 = 3-0-3 |={(01]=0 0
-1 1 2 1 -1 1+0-1 0 -1
(d) e Ona:
1 1 2 1 1 1+2+4+1 4
Al 1 =13 -2 3 1 ]1=13-24+43 |=1] 4
1 1 2 1 1 1+2+1 4
1 0
e On a 1 | #1| 0 | et, dapres le point précédent :
1 0
1 1
Al 1 | =4 1
1 1
donc :

le réel 4 est un vecteur propre pour A (et un vecteur propre associé a cette valeur

1
propre est la matrice | 1 |).
1
(e) On a :
1 2 1 1 1 1 -4 0 4
AP = 3 -2 3 -3 0 1 — 12 0 4
1 2 1 1 -1 1 —4 0 4
et :

1 1 1 —4 0 0 —4 0 4
PD=| -3 0 1 0 0 0 |= 12 0 4
1 -1 1 0 0 4 —4 0 4

Remarque : on peut remarquer que P et D ont été construites de la facon usuelle : les 3
valeurs propres pour les éléments diagonaux de D et des vecteurs propres correspondant
a ces valeurs propres pour les colonnes de P; ce constat nous aurait d’ailleurs permis de

justifier I'égalité AP = PD de fagon non calculatoire.

(f) o Ona:
1 1 1 1 -2 1 8§ 0 0
PQ=| -3 0 1 4 0 -4 =080
1 -1 1 3 2 3 0 0 8

e D’apres le point précédent, on a :

1 1
don P (1Q> —I.

8
Donc :
1 1 -2 1
la matrice P est inversibleet P"'=-Q==-| 4 0 -4
8 813 2 3




(g) o D’apres les deux questions précédentes, on a : AP = PD avec D qui est une matrice
diagonale et P qui est une matrice inversible. Donc :

la matrice A est diagonalisable.

e Notons P, la propriété définie par : <A™ = PD"P~!s et montrons par récurrence que
P, est vraie pour tout n de N*.

Initialisation :
On a :
pD'P~t = pDP!

= APP™! (car, d’apres la question 3.(c), PD = AP)

= Al

= A

= Al
donc P; est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N*. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, 1
est vraie.
On a:

pp"tip~t = ppprpt

= APD"P~! (d’aprés la question 3.(c))
= AA"™ (car P, est vraie)
— An+1.

Donc P, est vraie (lorsque P, l'est).

Conclusion :
Pour tout n de N*, P, est vraie, c’est-a-dire que :

‘pour tout n de N*, A" = PD"P~ 1.

e Soit n un élément de N*. On a :

A" = PD"P~! (dapres le point précédent)
11 1 (" 0 0\, (1 -2 1
= -3 0 1 0 0™ 0 3 4 0 -4 (car D est diagonale)
1 -1 1 0 0 4~ 3 2 3
1 1 1 1 (=™ 0 0 1 -2 1
= 3 -3 0 1 0 0 0 4 0 —4
1 -1 1 0 0 4~ 3 2 3
1 1 1 1 (=)™ =2(=4)™ (—4)"
= 3 -3 0 1 0 0 0
1 -1 1 3.4m 24" 3.4m
1 (—4)" + 34" =2(—4)"+2.4™  (—4)" 434"
=\3 =3(—4)" 4+ 34"  6(—4)" +24" =3(—4)" 434"

(—4)" 434" —2(—4)" +2.4"  (—4)" 434"

On a obtenu (pour tout n de N*) :

L[ O34T —2(—4)n 4 24n (—4)" 4347
A= SBT3 6(-4)" +247 3(-4) 4347
(—4)" 434" —2(—4)" 424" (—4)" 434"

Remarques :



— On a donc, pour tout n de N* :

(—4)"43.4" —2(—4)"+2.4" (—4)"+3.4"
8 8 8
A" — —3(—4)"+3.4"  6(—4)"+42.4"  —3(—4)"+3.4"
8 8 8
(—4)"+3.4" —2(—4)"42.4" (—4)"+3.4"
g 8 8

— Le lecteur pourra vérifier que 1’on retrouve les résultats des questions 2.(b) et 2.(c)
en distinguant les cas n pair et n impair, c’est-a-dire les cas n de la forme 2p et n
de la forme 2p — 1.



EXERCICE 2

1. La fonction f est continue sur |—o0, 0] car constante, continue sur ]0, a[ car polynomiale, continue
sur |a, 2a[ car polynomiale et continue sur |2a, +oo[ car constante.
Pour conclure a la continuité de f sur R, il reste a établir la continuité de f en 0, en a et en 2a.
On a:
lim f(t)= lim 0=0,

t—0 t—0
t<0 t<0
t
lim  f(t)= lim — =0
t—0 t—0 ¢
t>0 t>0
et :
f(o):?:()
donc f est continue en 0. On a aussi :
t 1
lim ()= lim — ==
t—a t—a @ @ a

t<a t<a

%2~—t 2a-
lim f(t)= lim — t=22"9_29

t—a t—sa @ a? a> a
t>a t>a
et :
a
a) = — = —
fla) ===~

donc f est continue en a. Enfin :

2a—t_2a—2a

lim f()= lim =0,
t— 2a t—92q @ a?
t<2a t < 2a

lim f(t)= lim 0=0

t— 2a t— 2a

t > 2a t > 2a
et : ; 5
a— 2a

fa) === =0

donc f est continue en 2a.
Finalement :

‘ f est bien continue sur R.

2. Dans le cas particulier a = 1, on a, pour tout ¢ de R :



La fonction f est donc constante sur | — oo, 0[ et sur |2, 4o00[ et affine sur [0,1] et sur |1, 2], ce
qui permet de construire facilement sa représenation graphique qui est la suivante :

Remarque : on retrouve la continuité de f sur R (continuité qui peut également étre utilisée
pour construire la courbe représentative).

@ @z 1 [ 1 [2271" 1 [a? 1
/Of(:c):c /oa” aQ/OH a2Mo a2(2 ) !

3.(a) eOmna:

On a obtenu :

e Ona:

/ " ) da

On a obtenu :

/Oaf(m)dx = %

2090 — gz

2d:zc

T~

a

2a — xdz (par linéarité de I'intégrale)

—
g

2a 2a
/ 2adx — / T dx) (par linéarité de I'intégrale)
a a

@N' = QN)‘ = Qw‘ =

@w‘,_
/—\/\/;\/‘\/‘\
Q
=

2a 2a
2a/ 1dx — / x dx) (par linéarité de I'intégrale)
a a

2a
1‘201* &2
2 a

2 2

a—lz 2a(2a—a)—<4;—a?>>
2

a% 2a2—2a2—|—a2>

1 a?

a? 2

1

5

2a
/a flz)dz = %




(b) e Pour tout x de ] —o0, 0[ et tout x de |2a,+oo[, on a: f(z) =0 > 0. Pour tout « de [0, al,

>0
x
ona: f(x) = —5 > 0. Enfin, pour tout x de a,2al, on a : x < 2a, donc —x > —2a,
~~
>0
>0
2
donc 2a — x > 0 et par conséquent (pour tout x de ]a,2a)) : f(z) = # > 0.
S
>0
On a done, pour tout = de R, f(z) > 0.
e D’apres la question 1., la fonction f est continue sur R.
0 +o00
e Comme f est nulle sur |—o0, 0[ et sur |2a, +o00[, les intégrales f(x)dx et f(z)dx
—o00 2a

+oo
convergent et valent 0. On en déduit que l'intégrale f(z) dx converge, et on a (cf
o0

question précédente) :
+oo

—+o0 0 a 2a
N f(x)dxz/_oof(x)dx—i—/o f(z) da+ ’ f(z) da+ g f(:c)da:zO—l—%—i—%—i—O:l.

Finalement :

‘ f peut bien étre considérée comme densité d’une certaine variable aléatoire X. ‘

+oo

4. (a) La variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale / xf(z)da
+o0 -
converge, auquel cas : E(X) = / xf(z) dz.

— 00

0 +oo

xf(m)dxet/ xf(z)dx

Or, comme f est nulle sur |—o0, 0] et sur |2a, +00], les intégrales /
2a

—o0
“+o0
convergent et valent 0. On en déduit que I'intégrale / xf(x)dx converge, et on a :

— 00

2a

/+Oomf(x) dz = /Oooxf(x) d$+/0axf(x) da:—i—/azaxf(a:) dz—|—/2+oo:1:f(x) dz = /axf(z) dx—|—/ xf(z)dz.

—00 - a 0 a
a 2a
Calculons/ xf(z)dx et/ zf(z)dz. On a :
0 a
@ @ g2 1 [ 1 [2371" 1 [ad a
dz = 2 odr = — 2de=— || ==(Z_0) =2,
/O:cf(x)x [de=o [ a?Mo a2<3 ) ‘
On a aussi :

a
1 2a
= — 2ax — 22 dx

/2axf(x)dx = /Zade

10



On en déduit que l'on a :

e a 2a
/+ :cf(x)dz:/xf(x)der/ xf(x)dx:nggc—l:g‘a:a_
0 a

oo 3 3 3
Finalement :
‘X admet une espérance, qui est bien égale a aj
+oo
La variable aléatoire X2 admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale / 2 f (z)dax
o0 o
converge, auquel cas : E (X?) = / 22 f(x) da.
— 00

0 +o00
Or, comme f est nulle sur |—o0, 0] et sur |2a, +00], les intégrales / 22 f(x)dx et / 2?2 f(x) da
—00 2

a
“+o0

convergent et valent 0. On en déduit que l'intégrale / 22 f(z) dx converge, et on a :

— 00

/joﬁf(m) dz = /iox?f(m) dz + /oang(m) dz + /2ax2f(x) dz + /+oox2f(x) dx = /aﬁf(x) dz + /2ax2f(x) dz.

a 2a 0 a

2a

Calculons/fo(x)dx et/ 22 f(z)dz. On a:
0 a
a a3 a 47 4 2
2 _ [ g g L[] L &
/Oxf(x)dx—/oa2dx—a2/0xdm—a2{4]0—a24—4.

On a aussi :
2a 2a .2 o
/xzf(x)dx [ / Gl

a
1 2a

= = 2ax% — 22 dx
a

a

1 2a 2a
= = <2a/ 2% dx —/ 28 dx>
a a a

1 .173 2a 1‘4 2a
= —_— 2 —_— — —_—

5 (= [5] - [5].
_ Ly, (87 @’ (16a o
a2 3 3 4 4
B O O R T
T a2 3 4



- 1 (14a* 15a*
- a2( 3 4 >
_ 1 (56a* 45a*
- a2( 12 12 >
1 11a*

To@? 12

_ 11a?

12

On en déduit que l'on a :

— 00

Finalement :

+oo a 2a
/ xf(m)dx:/l“f(x)dm—k/ J:f(x)dxz%Q—F
0 a

12

11a®>  3a?
12

11a®>  14a
12 12 6

X? admet une espérance, qui est bien égale

. 7a?
a —.
6

(c) Le fait que X? admette une espérance assure que X admet une variance. Celle-ci est donnée,
d’apres le formule de Huygens, par (¢f questions précédentes) :

5. (a)

Finalement :

e Pour tout &k de [1,n], X) admet une espérance, donnée par :

V(X) = E(X?) - (B(X))’

5  Ta?—6a> a?

X admet une variance, donnée par : V(X)

a

=5

E(Xg) = E(X) =a (cf

question 4.(a)). On en déduit que X,, admet une espérance donnée par :

£(X) =

(o)

1 n
= ﬁ;a

= %(nxa)

= a.

On a obtenu que :

e Pour tout k de [1,n], X; admet une variance, donnée par :

1 n
—F (Z Xk> (par linéarité de I'espérance)
n k=1

1 n
— E E (Xk) (par linéarité de 1’espérance)
n

k=1

X,, admet une espérance, donnée par :

E (X,,,) =a.

12

V(X)) =V(X)=



question 4.(b)). On en déduit que X,, admet une variance donnée par :
V(X,) =V (1 iXk>
n
k=1
1 2 n
() 1% (Z Xk> («V(aT +b) = a*V(T)>)
n k=1

1 n
= = E 14 (Xk) (par indépendance de X1, Xa, ..., X,)
n
k=1

1 o= a?

On a obtenu que :

2

— —  a
X,, admet une variance, donnée par : V (X,,) = "
n

(b) e Comme I'espérance de X, est égale & a (¢f question précédente) :

‘X7n est un estimateur sans biais de a. ‘

e Comme X, est un estimateur sans biais de a, son risque quadratique est égal a sa
variance. Donc (¢f question précédente) :

a2

le risque quadratique de X,, est donné par : r (X7n) = on
n

6. (a) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev (qui s’applique car e est strictement positif et X,
admet une variance) indique que l’on a :

Vv (Xn)

P(% - B2 < 4

Or, d’apreés la question 5.(a), E (X,,) = a et :

Donc I'inégalité précédente se réécrit :

a

P a2 0) < oo

Constatons maintenant que, comme 0 < a < 1, on a? < 1 (par croissance de la fonction
carrée sur [0, +o0[) donc :

a® < 1

6ne? — 6ne?’

Avec I'inégalité obtenue précédemment, on peut conclure que 1'on a en effet :




(b) D’apres la question précédente, on a :

P(%—a2e)< oy don —P(TKn-a[26) >y
d’ott 1—P(’X7n—a‘25)21—%
d’olt P(|X7—a|<s)21—6;2.

Comme [|X7nfa| Se] D [|X7nfa| <5}, on a:
P(X—a|<e) > P (%~ <2).
Avec 'inégalité précédente, on en déduit :

1
6ne2’

P([Xn—af<e) 21~

Enfin, comme 1’événement HXn — a‘ < 5] est 'événement «l’écart entre la valeur prise
—_—

=[|(Xn—a)-0|<¢]
par X,, — a et 0 est inférieure ou égale a e>, on a les égalités d’événements suivantes :

[[Xn—a|<e]=[-e<Xn-a<e]=[e2 X, +a>—¢|=[X,+e>a>X, —¢]

dot :
P(X,—a|<e)=P(X,—e<a<X,+e)

ce qui, avec I'inégalité obtenue plus haut, permet de conclure :

— — 1
P(Xn—5§a§X7L+6)21—6n82.
1
(c) Dans le cas € = et n = 1000, on a :
V600
1 1 1 1 9
T AR Sk T R i
n 1 1
6000 () 500

et le résultat de la question précédente se réécrit donc :

— 1 1 9
- — ) > =
P (a € {Xmoo myXlooo-F m]) Z 10

Par conséquent :

S 1 — 1 9
Pintervalle {Xlooo — ———— . X000 + 7} est un intervalle de confiance pour a au niveau de confiance —.

/600" /600 10

14



EXERCICE 3

1. On note R I'événement <la boule tirée est rouges, V 1’événement «la boule tirée est vertes,
U l’événement <la boule tirée porte le numéro 1> et D I’événement <la boule tirée porte le
numéro 2.

(a)

On cherche P(RNU). Or, d’apres le premier point de 1’énoncé, 20% des boules de I'urne
sont rouges et portent le numéro 1, donc :

20 1

On cherche P(D). Or, d’apres 1’énoncé, 20% des boules de I'urne sont rouges et portent le
numéro 1 et toutes les autres boules que celles-ci portent le numéro 2. Donc on a :

Remarque : ce qui rend la situation particuliere est qu’il n’y a pas de boules vertes portant
le numéro 1 dans 'urne (on a donc RNU = U et par conséquent : D =U = RNU).

On cherche P(R). Il est clair que la famille (U, D) est un systeme complet d’événements.
Avec la formule des probabilités totales, on en déduit :

P(R) P(RNU)+ P(RND)
= 0,2+ P(D) x Pp(R) (d’apres la formule des probabilités composées)

10
= 0,2—1—0,8><1—OO (%)
= 0,2+0,8x0,1
= 0,2+0,08
= 0,28.
Détail de (x) : d’apres I'énoncé, 10% des boules portant le numéro 2 sont rouges, donc

sachant qu’une boule porte le numéro 2, la probabibilité qu’elle soit rouge est égale & —,

10 100
"est-a-di r : Pp(R) = —.
c’est-a-dire que l'on a : Pp(R) 100
Donc on a bien :
P(R) = 0,28.
Il est clair que l'ensemble des valeurs prises par G est donné par G(Q2) = {—1,1,2}.
De plus :
1 5 ,
P(G=1) = PRNU)= B o (cf question 1.(a))
28 7 18
P(G=-1) = P =1-P =1-0,28=1-—=1——=—.
& ) V) (R) 0,28 100 25 25
Enfin, comme la famille ([G = —1], [G = 1], [G = 2]) est un systéme complet d’événements,

on a:
) 18 25-5-18 2
P(G=2)=1-PG=1)-PG=-1)=1- ———=——"— = —.
(@ ) (@ ) @ ) 25 25 25 25

Finalement, sous forme de tableau, la loi de G est donnée par :

k -1 | 1] 2

18 | 5 | 2

PG = S [
@=k1 3 |3 |2
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Remarque : voici une autre fagon de calculer P(G = 2). On a :

P(G=2) = P(RND)
— P(D) x Pp(R)

(AR

1
xi
10

&l G|

(b) e Lavariable aléatoire G est finie donc admet une espérance. D’apres la question précédente,
celle-ci est donnée par :

18 5 2 _18+5+44 -9
BG)=-1x —41x 2 49x 2 —_019%7% _ —9
(@) Xos TN g TN 5 2 2%

On a obtenu :

_ 9
257

e La variable aléatoire G est finie donc admet une variance. Pour 1’obtenir, commengons
par calculer (Gz). On a:

E(G)

18 5 2 184548 31
E(GH=(-1x —+1>x — +22x — = — =
(G%) = (1) x g + 1P x Zx +2° X o5 2% 2%

D’apres la formule de Huygens, on en déduit que la variance de G est donnée par :

2
V(G)=E (G2) _ (E(G))2 31 <—9> 775 81 694

T 25 \25) 625 625 625

On a obtenu :

694
V(G)—@.
28 7 18 8 4
3. (a) Comme P(R) = 100 = 25 ° (V) =1-P(R) = 3 P(D) = 0,8 = o= 5et
P(U):l—P(D):%:

7 18
e | R, suit la loi binomiale de parameétre (n >, V, suit la loi binomiale de parametre <n, )

95 25

1 4
U, suit la loi binomiale de parametre (n, 5) et D, suit la loi binomiale de parametre (n, 5) .

e Avec le point précédent, on obtient que R,, V,,, U, et D, admettent des espérances,
données par :

™ 18n

4dn
» "W =%

E(U,) = 2 et B(D,) = —.

E(Rn) = 5 5

(b) e La variable aléatoire R,, + V,, est la somme du nombre de boules rouges obtenues et
du nombre de boules vertes obtenues au cours des n tirages, donc est égale au nombre

total de tirages. D’ou :

e L’événement [R, = 0] N[V, = 0] est impossible car on ne peut pas tirer aucune boule
rouge et aucune boule verte (si on tire aucune boule rouge c’est qu’on tire n boules
vertes). D’ou :



Or, d’aprés la question précédente :

P(R, =0)x P(V,, = 0) = (

donc :

ce qui permet de conclure que :

)

B (5 OE (-5

P([R,=0]N

#£0 #£0

[V, = 0]) # P(Ry = 0) x P(V,, = 0)

‘les variables aléatoires R,, et V,, ne sont pas indépendantes. ‘

e Ona:

cov(Ry, Vi)

Détail de (x) :

cov(Ry,n —

R,) (car, d’aprés le premier point, R, + Vi, = n)

= cov(Ry,n) —cov(Ry, R,) (%)
= 0-V(R,)

f7n§
25 25
—126n
625

(T (d’aprés 1 ti scédente : R <—>B( )
- - — reés la question précédente : R, n, 5¢
% g TP HHON PRECCERE

()
7
25

par linéarité de la covariance par rapport a la deuxieme place.
Détail de (xx) : d’apres la formule de Huygens :

cov(Ry,n) = E(R, xn) — E(Ry,) X E(n) =nE(R,) — E(R,) xn=0.

Remarques :

e La non nullité de la covariance permettrait d’obtenir la non indépendance de R,, et V,,
mais ce n’est manifestement pas la méthode attendue.

e Voici une autre démarche pour obtenir cov(R,,V,). On a :

COV(Rn y ‘/n)

On a obtenu :

)

1
2
1
2
1
2
1 ™m
z@‘%
1
2
1 126n
- 2<_W_
1 (—252n
2< 25
—126n
625

(V(Rn 4+ V) = V(R,) = V(W)

(V(n) —V(R,) —V(V,)) (car R, + V, =n)

(0=V(Ry) =V (V) (V(n)=E (n*) — (E(n)* =n”— (n)* =0)
O

™18 18n 7
25 25 25 25

7 18n 18 . )
—— ] ——1(1- % (d’apres la question précédente)

126n
25

—126n

cov(R,, V,) = 6oF
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(c) On peut, dans cette question, reprendre la démarche utilisée dans la question précédente :

e La variable aléatoire U, + D,, est la somme du nombre de boules portant le numéro 1

obtenues et du nombre de boules portant le numéro 2 obtenues au cours des n tirages,
donc est égale au nombre total de tirages. D’ou :

L’événement [U,, = 0] N [D,, = 0] est impossible car on ne peut pas tirer aucune boule
portant le numéro 1 et aucune boule portant le numéro 2. D’ou :

P([U, = 0N [D, = 0]) = 0.

Or, d’apres la question précédente :

e ri-o- () () () () €2 o

donc :
P([Unzo]m[Dn:O])#P(UnZO)XP(DnZO)

ce qui permet de conclure que :

‘les variables aléatoires U, et D,, ne sont pas indépendantes. ‘

Ona:
cov(Up,Dy,) = cov(Up,n—U,) (car,dapres le premier point, U, + D, = n)
= cov(Uy,n) — cov(Uy, Up)
0—V(U,)
-n
- —ni
55
B n
25
On a obtenu :
—4n
n7Dn = 5F -
cov(U, ) 5%

4. (a) On peut regrouper les n boules tirées par le joueur en trois catégories :

Les boules vertes. Chacune de ces boules lui fait perdre 1 euro et comme il tire V,, telles
boules, le gain du joueur relatif a ces boules est égal & : —1.V,, = —V,,.

Les boules qui sont rouges et qui portent le numéro 1. Chacune de ces boules lui
rapporte 1 euro et comme il tire U, telles boules (rappelons qu’il n’y a pas de boules
vertes portant le numéro 1 dans 'urne, donc «<boules rouges qui portent le numéro 1> et
<boules qui portent le numéro 1> sont la méme chose), le gain du joueur relatif a ces
boules est égal a : 1.U,, = U,.

Les boules qui sont rouges et qui portent le numéro 2. Chacune de ces boules lui
rapporte 2 euros et comme il tire n —V,, — U, telles boules (il tire n boules et ces boules

sont les <autress que les précédentes), le gain du joueur relatif & ces boules est égal a :
2(n =V, —Uy,).

On en déduit :

G, = -Vo+U,+ 2(’/7, —Vn = Un)
= -V,+U,+2n-2V, —2U,
-3V, —U, +2n

Il

=3V, — U, +2(U,, + D,) (car, d’apres la question 3.(c), U, + Dn = n)
= -3V,-U,+2U,+2D,
—3Vn + U, +2D,,.

18



On a bien obtenu :

Gp, =U, + 2D, — 3V,.

On a obtenu dans la question précédente :

Gp,=U, + 2D, — 3V,.

4n

Comme U, D,, et V,, admettent une espérance (cf question 3.(a) : E(U,) = %, E(D,) = 3
18
et E(V,) = 2—:), G, admet une espérance, donnée, par linéarité de ’espérance, par :

4n  _18n _5n 40n  54n

E(Gy) = E (Uy + 2D, — 3V,)) = E (Up)+2E (D,)—3E (V,,) = g+2.?—3% ==

On a obtenu :

—9n

E(Gn) = T5

Remarque : ce résultat est cohérent avec celui de la question 3.(a), car, en notant, pour

tout i de [1,n], T; la variable aléatoire égale au gain de la i-éme partie, on a :
Gpn=Ti+To+...+T,
et donc, par linéarité de l'espérance, G,, admet une espérance, donnée par :

EG, = EM+Ta+...+T,)
E(Tl) + E(T2> + ...+ E(Tn)
= EG)+E(G)+...+ E(G)

n termes
- -9 -9 -9
- (3)+ (%) + (%)
n termes
=9
= %

19
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EXERCICE 4

1. Notons P, la propriété définie par : «<a, et b, sont bien définis et strictement positifs> et
montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.

Initialisation :
Comme ag =1 > 0et bg =2 > 0, Py est vraie.
Hérédité :

Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, i est
vraie.

Comme P, est vraie, a, et b, sont bien définis et strictement positifs. Par conséquent, a,, + b,

. o . . an +b . P .
est bien défini et est strictement positif. Donc a,41 = % est bien défini et strictement

positif.

Comme a,,41 et b, sont bien définis et strictement positifs, a,1b, est bien défini et strictement
positif. On en déduit que b, 41 = /an4+1b, est bien défini et strictement positif ().

Donc P, est vraie.

Conclusion :

Pour tout n de N, P, est vraie. En particulier :

‘les suites (an),cy €t (bn),cy sont bien définies et sont des suites de nombres réels strictement positifs.

Détail de (*) : a,y1b, > 0 donc, par stricte croissance de la fonction @ — /z sur [0, +oo],

\/ (ln+1bn > \\/’@

=0

2. On peut compléter le script de la facon suivante :

n=input(’entrer une valeur pour n’)
a=1
b=2
for k=1: n
a=(atb)/2
b=sqrt (axb)
end
disp(a, ’a=’)
disp(b, ’b=")

Remarque : Uinstruction b=sqrt (a*b) convient car on remplacé a par <le nouveau a> a l'issue
de l'instruction précédente.

3. e On a:

ao+bo 1+2 3
a1:a0+1: 2 :TZQ'

e On a (¢f point précédent pour la valeur de ay) :

3
bl = b0+1 = \/a0+1b0 =\ albo = 5 X 2= \/§

On a bien obtenu :
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4. (a)

Soit n un élément de N. On a :

bn+1 —On+1 = an+1b — On41
2
= VOn+1 \/ ( an-‘rl)
= a7z+1 ( — @n-i-l)

(Vo — ) (VB + )
n+1 \/:_i_\/m

2 2
(Vo) — (vn+1)
\/> + v/ An+1

— Gp41
Van
Vo + a1 \/7 + vV an+1
vV On+1 (
\/> + Van+1 "
n b,
= van+1 (bn _ On ;r > (cf définition de la suite (an), o)
n T /An+41
\/m an - (an + bn)
\/E + Van+1 2
VO0n+1 by — an
\/E + Van+1 2 i

On a donc bien, pour tout n de N :

(Voo + Yanss #0)

>0 >0

= +/0n41

- anJrl)

Vant1
2 (Vbn + /Gns1

Notons P, la propriété définie par : <a, < b,> et montrons par récurrence que P, est vraie
pour tout n de N.

bn+1 — Qp41 =

)( ’an)'

Initialisation :
Ona:ag=1et by =2 et comme 1 <2, Py est vraie.
Hérédité :

Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, 41 est
vraie.
D’apres la question précédente, on a :

kY4 An+41
( VOn + v Oan+1

Or, d’apres la question 1. a,y1 et b, sont strictement postifs, donc /a,11 et v/b, sont
strictement positifs, d’ou :

bn-‘rl — Qp4+1 =

)( — ay).

—

V On41

. . TN . 1 ] -
Enfin, comme P,, est vraie, on a : a, < b,, d’ou: b, —a, > 0. Ainsi :

VI
2 (Vbn + /Gnt1)

Donc : by41 — Gn41 > 0, autrement écrit :

—ap) >0

Ap+1 < bn+l
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c’est-a-dire que P, 11 est vraie (quand P, Dest).
Conclusion :
Pour tout n de N, P,, est vraie, c¢’est-a-dire que :

’pour tout n de N, a,, < b,,.

(¢) Soit » un élément de N. On a :

a a _an+bn_a G tby—2an  —an+by by —ay
m T T Ty n 2 T2 T 2
Or, d’apres la question précédente, b, — a,, > 0. Donc :
bn —a
nt1 — A = n2 “ >0

On peut donc conclure que :

la suite (ay ),y est strictement croissante.

(d) e Pour tout n de N, on a :

b%+1 o (\/ an+1bn)2 . anJrlbn -

= == = Op.

An41 An+1 Gn41

On a bien obtenu (pour tout n de N) :

b2 .,

b, = L
Ap+1

e Soit n un élément de N. On a :
2
_ bn+1 , \ . .,
bnt1 — by = bpy1— (d’apres le point précédent)
An 41

by,
= by <1 _ j)
An+41

Ap+1 — bn+1
= by ontl T Ondl
An+41

Or, d’apres la question 1. : ap41 > 0 et byp1 > 0 et d’apres la question 4.(b) :
Ap+1 — bn+1 < 0.

On en déduit :

a —b
bnﬂ_bn:bnﬂw < 0.

Ap41
On peut donc conclure que :

’ la suite (by), ey est strictement décroissante.

5. (a) e Soit n un élément de N. On a :

0< bn, d’ou Vantl </ bn + Van+1
vV On+1
— <1
\/E+ Van+1
vV an+1 < 1
2 (m+ vV anJrl) 2
vV On+1
2 (\/E‘i‘ vV an+1

1
d’out  bpt1 — g1 < 3 (b, —an) (d’apres la question 4.(a)).

d’out

(5> 0)

1
= (bn - an) (bn — an, > 0 d’apres 4.(b))

)(bn—an)< 5
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On a bien obtenu (pour tout n de N) I'inégalité :

1
bn+1 — Qp+1 < 5 (bn - an) .

s i 1 ,
Notons P, la propriété définie par : <b, — a, < on” et montrons par récurrence que

P, est vraie pour tout n de N.

Initialisation :
Ona:
bp—ap=2-1=1
et :
1
¥ T
D’ou :

by —ag < 20 (on a méme égalité)

c’est-a-dire que Py est vraie.

Hérédité :

Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, 1
est vraie.

Comme P, est vraie, on a :

1
bTL_anS27'
0] d’d't-l(b )<11 ‘est-a-dire :
n en dédui t 5 (bn an, _22n,ces—a— ire :
1
§(bn_an>§2n+1.

1
Or, d’apres le point précédent : b1 — api1 < 5 (b, — ay), dour :

1
bpi1 — Gpg1 < il

Donc P, est vraie.
Conclusion :
Pour tout n de N, P, est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N, b,, — a,, < on”

Avec la question 4.(b), on peut donc conclure que :

1

pourtoutndeN,ona:O<bn—an§2—n.

Soit n un élément de N. Comme la suite (a,), oy est strictement croissante (cf ques-
tion 4.(c)), on a :
Ap > Ap—1 > Qp—_9 > ... > a1 > Q.

Or, d’apres la question 4.(a) : b, > a,. Donc :
bp > ap > ap_1 > Qp_o > ...> a1 > ag.

En particulier :
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e Soit n un élément de N. Comme la suite (b,),y est strictement décroissante (cf
question 4.(d)), on a :

b, <bp_1 <bp_a <...<bp <by.
Or, d’apres la question 4.(a) : a, < b,. Donc :

p < by <bp_1 <bp_o<...<by <bg.

Remarque : en toute rigueur, ces raisonnements devraient étre formalisés par des récurrences.

En particulier :

(c) e D’apresla question 4.(c), lasuite (a,),,cy est croissante et d’apres la question précédente,
elle est majorée (notamment par by = 2), donc :

‘ la suite (ay), oy converge. ‘

e D’aprés la question 4.(d), la suite (by,),, oy est croissante et d’apres la question précédente,
elle est minorée (notamment par ag = 1), donc :

‘1& suite (by), ey converge. ‘

e Notons / la limite de la suite (a,),cy et £ la limite de la suite (by)
(@n)pen €t (bn),cn convergent d’apres les deux points précédents).

nen (les suites

On a vu dans la question 5.(a) que, pour tout n de N, on a :

1
0<b, —a, < —

on’
Or:
. . y . 1 on
lim 0=0 , lm b,—a,=¢—¢ et lim — =0 (2>1donc lim 2" =+c0)
n—-+oo n——+oo n—-+oo 21 n—+o0o

donc, en passant a la limite (lorsque n tend vers 4+00) dans I'encadrement précédent,
on obtient :
0<¢—0<0
donc: ¢/ — £ =0 ie:
0 =1

On peut donc conclure que :

‘les suites (an),cy €t (bn), ey ONt méme limite.

(d) Comme la suite (a,), y est croissante et de limite £, tous les termes de cette suite sont
inférieurs ou égaux a £. On a donc, pour tout n de N :

a, </.

De fagon similaire, la suite (b,,),,cy étant décroissante et de limite £, tous les termes de cette
suite sont supérieurs ou égaux a £. On a donc, pour tout n de N :

by, > L.

Donc, pour tout n de N :
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Remarque : justifions de fagon un peu plus rigoureuse que, pour tout n de N, on a :
a, </.

Soit n un élément de N. Comme la suite (a, ),y est croissante, on obtient a I'aide d’une
récurrence facile (laissée au lecteur) que, pour tout entier m de [n, +oof, on a :

Ay < Q-
En passant a la limite lorsque m tend vers +oco dans cette inégalité, on obtient :

an < /L.
6. D’apres la question précédente, on a : a1 < ¢ < by ce qui se rééerit (¢f question 3)) :

3
S <<V

2
Ceci élimine -¢f valeurs approchées fournies- comme possibilités de limite : — qui est stricte-

T
. . Nk 3 : e R
ment inférieur & 1 (donc qui n’appartient pas a [2, \/§] ), — qui est strictement inférieur & 1
T

et 3 qui est strictement plus grand que v/3.
La seule possibilité est que :

3V3

la limite commune des suites (an),cy et (bn),,cn €5t ——
7r

7. (a) On peut compléter le script Scilab de la fagon suivante :

n=0

a=1

b=2

while b-a>10"-3
a=(a+b)/2
b=sqrt (a*b)
n=n+1

end

disp (n)

(b) La valeur de lentier affiché apres exécution du script Scilab considéré est :

1
le plus petit rang n pour lequel on a 'inégalité : o <1073,

Remarque : pour tout n de N, on a les équivalences :

1 -3 -3 9n

o <10 —= 1<107°2
<o

10-3 =

— 10°<2"

<= In(1000) < In(2™) (par strice croissance de la fonction In sur ]0, +oo[)

<= In(1000) < nln(2)

—

In(1000)
————~<n
In(2) —
In(1000
et comme M ~ 9,97 la valeur de 'entier affichée est 10.

In (2)
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8. (a) D’aprés la question 5.(d) on a : a5 < £ < bs et aussi bs — a5 < 1073 puisque 5 est la valeur
affichée par le stript Scilab de la question 7.(a).
Sur un axe gradué, on est donc dans la situation suivante :

X
~ X
X

avec la distance d qui est inférieure ou égal & 1073,

Par conséquent, la distance entre as et £ est inférieure ou égal & 103 tout comme la distance
entre b5 et £.
Donc :

as et by sont des valeurs approchées de ¢ & moins de 103 présj

Remarque : rien n’assure en revanche que la distance entre b5 — a5 et £ et la distance entre
ag — as et £ soient <petites>. Ces distances sont en fait «trés> proches de £ car les valeurs
de b5 et a5 d’une part et celles de ag et as d’autre part sont trés proches (et donc bs — as
et ag — a5 sont trés proches de 0).

1
(b) | Lorsque n est un entier tel que on <1073, la question 5.(a) assure que l'on a : b, —a, < 1073

1
mais il est tout & fait possible que l'on ait b,, — a,, < 1072 <avant> que l’on ait on <1073,

Plus précisément, il est tout & fait possible que le plus petit entier n tel que b, — a,, < 1073
1
soit strictement inférieur au plus petit entier n tel que on <1073 (c’est en Poccurence le

cas -¢f remarque de la question 7.(b)-).
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