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Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et external
lecturer a ESSEC Business School.

Comme cela se pratique assez souvent, le texte aurait pu choisir d’identifier les vecteurs
colonnes de M, 1 (R) aux listes de R? correspondantes, mais il ne 1’a désespérément pas
fait ! Il faudra donc souvent tourner la téte de 7/2 et ne pas trop craindre le torticolis. ..

Partie 1

1. C’est a la future question ¢ que le texte identifiera le réel a a la matrice d’ordre un |
Nous pensons qu’il n’est point saugrenu de le faire sur-le-champ.

CORRIGE

Nous en voulons pour preuve que, dans ces conditions, les applications x en
sont tout bétement celles qui sont pilotées par le couple (a,b) et nous sauron
souvenir !

a. Les généreux théorémes généraux de la dérivation assurent la dérivabilitésur,
I’application y et I’on trouve alors aisément

b. Comme R, est un inte onclusion de la impose la
constance a la fonction y ¢

c’est-a-dire

(- 2)m -0

A quelques mini ents pres, cela devraitfiou d’envisager la suite.
I Précisons au nous trouvons regr ne pas aller un tout petit peu
plus loin. A bi ous venons d’établir sl e application pilotée par

le couple (a,b constante réelle, 3

k=
telle que
t

b
Vi >0 x( + 5) et
Le point important est qu’il y a une réciproque a'cela. Il est en effet facile de vérifier que
toutes les applications ayant le look

t— —g+ (k—i—g)eat

ou k est n’importe quelle constante réelle, sont pilotées par le couple (a,b). En
conséquence, les applications pilotées par le couple (a,b), sont, ni plus, ni moins, que
celles de type

t— —g+ (k+§)e‘“

L’argument est crucial ! D’aucuns I’ayant oublié un certain matin du mois de mai 1982 en gardent encore un souvenir trés
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ou k est n’importe quelle constante réelle.

c. Comme a n’est décidément pas nul le systetme en question n’a évidemment qu’un
unique équilibre en I’occurrence

Pour le reste, organisons-nous en deux temps.
— Supposons que z* soit attractif. La pertinente remarque faite a 1’issue
précédente révele que 1’application

b
it —— e
a

CORRIGE

attachée au judicieux choix de la constante

L’importante formule des cofacteurs — inverse d’une matrice d’ordre deux — nous

apprenant que

1(-2 -1
-1+
IR

el

il s’ensuit aisément que
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et autant dire alors in fine que
2" =(1,1)=0b

b. La matrice A est symétrique réelle d’ordre non nul et grace au théoréme spectral elle
est orthodiagonalisable. La messe est donc définitivement dite.

Regrettons simplement que le texte n’appelle point un chat un chat. Est-ce un gros mot
d’évoquer la notion de « matrice orthogonale » ?

c. Il s’agit de procéder a I’orthodiagonalisation de la matrice A et nous espérons que
I’impétrant est rompu a ce genre d’activité. Il remarquera a cet effet que

CORRIGE

A=Jy—3I

ol J5 est Iarchi classique matrice (2, 2) dont les entrées sont toutes égales a un et 4@
il est cultivé, il n’ignore slirement pas que les éléments propres de cette derniereg,so

puis

—

|

11 s’ensuit alors affinement qu
-3, -1}
puis
_11] ;o E_1(A) = Vect
ser les bases de nos d‘ esp pres ce qui se fera
1

Q'

= Vect —
V2
0
1 1
921 —1 1

11 ne reste plus qu’
par exemple via

E

et I’affaire sera inée si nous

a1
V2|1
A=-3 ; p=-1

d. Le chapeau du tout début du texte a défini la dérivation vectorielle de la fameuse
facon dite « composante a composante ». [l devrait alors naturellement en résulter que W'
est dérivable sur R et que

VE>0  W(t)=Q"- X'(t)

Nous laissons a notre valeureux ami le soin de se charger de I’intendance. Passons
maintenant a la suite.
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7. Soit t > 0. Le pilotage de notre systeme se traduit par
X't)=A-X(t)+B

ce que notre orthodiagonalisation transforme en

X'(t)=Q-D-Q"-X(t)+ B
Multiplions alors & gauche par QT = Q~', donnons la parole au physio et
qu’effectivement
W't)=D -W(t)+Q"-B
4¢. Soit a nouveau ¢ > 0. Comme Q

1 {1 -1 1 0 —
T — . = =
Q'B_\/i[l 1} [1] [\/5} o P
la précédente égalité matricielle s icote en les deux systeme es

= —wWsq

(-1,
te des deux comperes \ et x calaire question 1 sont
vons attractivement ayoi
t) V2
t

il s’en déduit(*) tres tranquill

CORRIGE

X(t) —— Q- wﬁ]

t——+oo

ce qui, apres un rapide calcul mental, devient

X0 — ]

(*) Comme cochon !
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chronique d’une attractivité annoncée...

3.a. Il suffit d’appliquer le protocole de matricialisation. Nous trouvons alors

010 0
00 1 0 0|Ip_1

A,=0 0 0 o=
00 0 1 Lo| o
100 0

Les p colonnes de cette matrice sont, a un petit désordre pres, les colonnes canoniq
de I"espace vectoriel M,, 1 (C). Autant dire alors qu’elles forment une famille libre ce g
nous amene tout naturellement a

CORRIGE

Tg A, =p

b. 11 ne fait aucun doute que

matrice A, ¢
une certaine co
est alors prié d

te, elle doit impérati
e chose. Ajoutons 4

La récente question ¢ produit une base 3 de CP pour laquelle
Matg(u,) = diag(z1, ..., 2p)
égalité qui nous amene diagonalement a

Matg(ub) = diag(#f, ..., 28) = diag(1,...,1) = I,

(*) Never forget !
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la pénultiéme égalité profitant de ce que la puissance p® d’une racine p". ..

Il en résulte dans la foulée que
up =1d

et le polynome X? — 1 est bien annulateur de notre affaire.

Soit pour finir M un polyndéme annulateur non nul de w,,. Comme nous n’avons pas é
I’important theme « annulateur et spectre », il devrait sur-le-champ s’ensuivre

Specu, C root M

Les différents complexes 21, .. ., z, sont a présent des racines du polyndéme n
ce qui oblige inéluctablement
degM > p

La réponse a la question posée est donc irrévocablement non !

CORRIGE

" Les initiés auront reconnu en X? — 1 le polyndéme minimal de 12éndo hisme w,,.
Parmi ses annulateurs non nuls, c’es

e. Nous repartons de 1’égalité

que nous avons écti

i. Le physio se réveille alors en se réclamant de 1’égalité

M=pA’+aAd—1Is
ce qui nous permet, dans la foulée, de proposer

P=pX*+aX -1
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1. L’ensemble des racines cubiques de 1’unité est bien connu. Il s’agit de
Us = {laj)jz} = {17]73}

ou le complexe j est au choix

. 1 \/g
;_ ,2im/3 S ;
J=e€ ou 2—|—z 2

La récente question 3.e et la précédente stipulent alors de concert que

CORRIGE

SpecM = {F+a—1, 32 +aj—1, Bj+aj>~1}

Quelques calculs anodins, laissés a la charge du lecteur dévoué, conduisent al
résultats suivants :

valeur propre f+a—1

partie réelle

V3

2

1 ;5 a>0

assurent déja que lles de nos valeurs
fortiori, oblige

0 ¢ Spec
i. Selon le e la matrice M ible et le systeme en question a
effectivement équili h %' de la colonne

1l est évidemment hors de question de chercher 4 calculer la matrice M ~! pour la simple
et bonne raison qu’elle doit avoir une téete plus que patibulaire !

ne sont pas nulles ce qui, a

11 est préférable de remarquer que la somme des éléments de chaque ligne de M est

toujours égale a a + (§ — 1.1l s’ensuit alors trés classiquement que
1 1
M-|1|=(a+p-1)|1
1 1
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c’est-a-dire
M-C=(a+p-1)-C

et comme M est toujours inversible, voila bien aprés multiplication a gauche que

C=(a+pB-1)M"'.-C
11 a déja été dit que o« + B — 1 n’est pas nul et nous pouvons alors revendiquer ”
1
Xt=—————.C

CORRIGE

“aTA 1 .
C’est maintenant en tournant la téte de 7/2 qu’apparait in fine I’égalité
1
f=————-c
at+pf-1 Q
4i. L application x est a coup st dérivable sur R et1’on a SUrpris

_ 1)6(a+ﬁ—
itif, I’on a également
X* 4 elath

es mentales égalités

~C e Mbﬁl)c

+
+ X'(¢)
oute récente x est pilotée par le couple

devons avoir

— 0
t—+o00

. _
ce qui, parce que le vecteur ¢ a au moins(*) une entrée non nulle, se doit d’obliger

elatB-1t
t——+o0

Les aficionados exponentiels sont a nouveau mis a contribution. No doubt that

a+pf-1<0

(*) Il en a carrément trois !
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Voici donc une condition nécessaire intéressante, & savoir

*

z*  attractif = a+p<1

" Il'y aici un petit souci. Il n’y malheureusement pas unicité d’une telle condition puisque
par exemple
" attractif = a+p[#3

ou pire, pour plaisanter un peu

z*  attractif = 7 estirrationnel

CORRIGE

sont également nécessaires !

Larticle défini de la phrase : « On suppose désormais que /a condition précéde
est donc quelque part déplacé. Il y avait donc intérét a tomber d’emblée sur
condition !

c. En ouvrant bien les mirettes, on trouve ai
N=(a+g8

ou J3 est ici la matrice carrée d’o tes les entrées son

i. Everybody knows tha

et il s’ensuit affinem

a+p3+2), 2(a+p-

rmais » assurant que
a+pgB<1

e persuader que le ﬁ

<

i1. Le récent e

le lecteur n’aura

I 1l est important de noter que le réel —26 es la plus grande valeur propre de la
matrice N.

d.i. Bien entendu I’application y est tout aussi dérivable sur R que sa copine x et I’on
a tranquillement

VEZ0  Y'(t)=X'(t)=M-X(t)+C=M-(X(t) - X*)
la dernicre égalité profitant de ce que depuis une fort belle lurette, nous avons en équilibre

M.-X*"=-C
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Autant dire alors que

and Bob’s your uncle !

ii. Nous avons déja observé que I’application Y est dérivable sur R et comme
Y| =Y?+ Y5 + Yy

il en est généreusement de méme de I’application ||Y'||2. En outre et mentale ous
avons

CORRIGE

Ve 0 ([VIP)(t) = 2Vi(t)YY (£) + 2Ya(t) Y3 (1) + 2Y5(t)

ce qui, tres scalairement, devient la plus jolie

la farouche vo is « 2 » en facteur e par ce qui va suivre.

du produit scalaire autorise 1
t, M- Y(t)>=<M- (t) >
et la ma ue se met alors en r t tout d’abord que

Iy @)l

la toute derniére égalité reposant sur I’inénarrable « dressing undressing principle ».

C’est alors 1a ricky écriture
2<Y(@t), M- Yt)>=<Y(®#),M-Yt)>+<M Y1), Y(t)>
ou, ce qui revient dorénavant au méme
2<Y(t), M- Y(t)>=Y@) - M-Y)+Y(#)" - M -Y(t)
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qui nous amene apres ouverture des mirettes a
2<Y(t), M-Y(#)>=Y(®)-N-Y(t)
Le résultat des courses est alors
O (t) = 2t (29 vy vy +Y®)' - N- Y(t))
égalité qu’une bénigne réorganisation métamorphose effectivement en

Q) =e?tY(t) - (201 + N) - Y (1)

i3. La matrice N est ouvertement symétrique réelle et nous avons déja signalé qu
réel —20 est sa plus grande valeur propre. L’ importante majoration(*) de Rayleigh-R1
assure alors que, pour toute colonne X réelle de hauteur 3,1’on a

XT.N-X < —20|X|?

ou, ce qui revient quasiment au méme Q
X"+ (N +205) - X <0
i d iti

CORRIGE

Soit alors a nouveau ¢t > 0. Il résulte de no
exponentielle que

coop et de la 1égen

et comme R est un intervalle.

7v. La fonction ¢ est esur Ry eta
également minorée p
et voila donc que ¢ us I’infini. Comme

I (@))|? = e -
et parce que 6 est if I’on conclut aisément que
Y (t)|? 0
1y @)l m’

d’ou il ressort t

lle y est
mite monotone

chronique d’une attractivité annoncée..

I Il est alors I’heure de peaufiner la conditio
a I’avenir I’équivalence logique

re de la question 4.b.iii. Nous avons

x*  attractif — a+f3-1<0

I Nous avons le sentiment qu’il y ait eu un peu de flottement a propos des hypotheses
faites au tout début au sujet des réels « et 3. Il semble que nous n’ayons utilisé que les
conditions

a+pB#1 et a+520

(*) On rappelle qu’il y a en réalité un encadrement de Rayleigh-Ritz mais sa minoration ne semble pas ici passionner les foules...
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Partie 2

5. L’hypothese v > —1 a entre-autre avantage de bien définir les fonctions x; et x5 sur

I’intervalle R ainsi que d’y certifier leur dérivabilité.
a. Soit t > 0. Nous avons
—t
, o B ve
zy(t) = z5(t) = At ve )y

alors que

CORRIGE

Fy(z1(t), 22(t)) = Fa(a1(t), 22(t)) = (1 — 21(t)) 21 (t) = 0T ve )

la toute derniere version procédant d’une minuscule réduction au mém
Nous pouvons donc aller de 1’avant.

b. Soit ¢ appartenant a I’ouvert |0, 1[. Il existe un réel v strictement0siti rs tel
que

et il s’agit ni plus, ni moins

Les récentes fi sont alors ouvertement

croissantes

est depuis peu et il est désormais a valeurs dans

e I’on a I’inclusion )
[e, +00)

la conclusion est claire mais on peut légitimement se poser la question de la possible faute

de frappe...
c. Procédons par la délicieuse route de I’analyse-synthese.

— Supposons que (3, %) soit un tel couple. Comme il s agit d’un couple de réels
non nuls, nous revendiquons tout d’abord le systeme

1—a7+play —27)=0

1— a3+ pla] —23) =0
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L’addition membre & membre de ces deux égalités conduit gentiment a
x]+ a5 =2
alors que leur soustraction amene en douceur a
2p+1)(z5 —27) =0
Comme le réel 1+ 2p n’a jamais eu I’intention saugrenue de s’annuler il semble que nous

en sommes in fine a
i +ah=2 et a] =u}

CORRIGE

d’ou il ressort de memoria que fatalement

] =a5=1

Cette pertinente conclusion d’analyse montre que
notre projet, et nous pouvons alors entamer I

,qu01 qu’il arrive, unicité il

— Ce n’est qu’une formalité — no
vérifier que le couple (1,1) est prof
qu’un seul couple digne d’intérét

convenable et il y a dg

(21, x2) dont les deux entré t égales a

I’application nulle.
La réponse a la qu

" Le verbe « conv cerné n’est ni une

suite, ni une série

6. Iy a dans cet
empressons de

t claires que nous nous

DEFINITION :

Soit n un entie . e réelle d’ordre n et q la forme
q

quadratique s " e 1 que“A est définie positive si

VX e M, 1 (R)\ {0 A-X>0 (ppP)

L’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives est internationalement noté
¢ ++
Syt ou SP

et il a une importance considérable a de nombreux endroits de la mathématique.

La condition (DP) s’écrit également

Vo e R™\ {0} q(z) >0

https://vertuprepas.com/
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et l'application q prend a son tour le nom de forme quadratique définie positive.

CARACTERISATION SPECTRALE :
Soit n un entier naturel non nul et A une matrice symétrique réelle d’ordre n. On a
I’équivalence logique

AeSt* <= SpecACR}

ce que le frenchy traduit en disant qu’une matrice symétrique réelle est définie positi
si, et seulement si, ses valeurs propres sont strictement positives.

a. Soit 7 un nombre réel. Il est tres facile de constater que

CORRIGE

Spec@Q, ={1—r,1+7}

dérange personne et p s le valons bien
et y en place de u; e igne que nous
g-(z,y) = wa

t I'image réciproque du fermé {1}
lors a Felix Hausdorff, ’ensemble C,.

Poursuivons notre affaire.
nous utiliserons ici(*)
avons quadratique

quadratique g,..
de de R?.

remieres propriétés sont d’actualité pour
t pour la troisieme qui va immédiatement suivre
que nous annongons 7 Vérifian

Ir] <1

— Ce troisieme et dernier point point est un peu plus délicat a négocier. Soit (z,y)
appartenant a C,.. Nous avons

224+ 9% =14 2ray

(*) 1l nous arrivera plus tard de faire également le méme choix !
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d’ou il ressort absolument que
o +y? <1+ 20ayl - |r] <1+ (@ + ) - |r]
la dernieére inégalité provenant, positivement, de la trés classique majoration
2lzy| < 2% +y?

remarquablement connue de tous les potaches du college ! Nous en sommes ainsi a

CORRIGE

(1=l =*+y*) <1
Oui mais voila, il est bien précisé ici que
1—|r[>0

a telle enseigne que

Cela montre imparablement que C,.
dont le malicieux lecteur débus
partie bornée de R?.

En résumé, lorsque ¢, e
non vide de R? ce qui

b. Nous mettons

e quadratique g5 es etelle I’est donc

a fortiori sur C".

Cela déclenche s
sur I’ensemble
c’est tout !

mportant théoreme d*opti de Karl Weierstrass et,
pplication ¢, possg aximuin et un minimum et puis

b}

les choses en atteinte ?

I Pourquoi dia
c. Nous avons déja évoqué la continuit
beaucoup plus de classe que cela et en
’application ¢, sur le grand ouvert R? et nou
Yu € R? Vg, (u) = 2(ug — rug, us — ruy)

Soit maintenant v appartenant a C, et supposons par 1’absurde que

Vg, (u) =0

Vu la position géographique de r on en déduit mentalement que u est nul ce qui n’est pas
trés sérieux puisqu’il se trouve dans C,....
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Bref,
Yu € C, Vg, (u) #0

et tout le monde est ravi.
d. Il suffit de demander !

CONDITION NECESSAIRE DU PREMIER ORDRE :

L’application q, est quadratiquement de classe C' sur I'ouvert R? et la cont
d’appartenance a C, est non critique. Dans ces conditions, si I’application qs a
en un point u de R? un extremum local sous la contrainte C,., il faut impérativ e
On dit alors que u est un point critique. de la fonction qs sous la ccontraiite C
e. Nous commencons par rech ints critiques de gzsou nte C, et
parce que c’est plus zouli nou fois x et

— Supposons que (z tel point. D’apres la ré e cours, nous
devons avoir

CORRIGE

1. Le point u appartienne a C,.

ii. Il existe un réel \ tel que

Vgs(u) = AVg,(u)

tre de Cramer sans quoi il n’aurait que la
sieme équation. Nous apprenons alors que

solution (0, 0) en totale opposit
son déterminant est nul, ¢’est-a-

(1—=X)?=(\r—s)?

ou encore

1-A=Xr—s ou 1—-A=s—\r
Au vu et au su de I’idéale position du réel r, cela ne laisse que deux possibilités pour le
sieur A, en I’occurrence
1+s 1-s
A= et A=
g R
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— Lorsque A = A1, le report dans la premiere du systeme et la providencielle

S#ET

conduisent tout d’abord a
y=-x

égalité qui, injectée dans la troisieéme, révele gentiment
22%(147) =1

c’est-a-dire

CORRIGE

r=a Oou Ir=-—a

ou, histoire d’alléger un peu les écritures, nous avons décidé du baptéme

— Lorsque A = \g, c’est

égalité qui, injectée d.

Autant dire alors

ou, histoire de

La conclusi e les points critiques de g5 sous
la contrainte C,- doivent nécessairement i nsemble

{(a’7 _a')> (_av a)7 ( (_b7 _b)}

Nous laissons a notre courageux lecteur le soin de se charger de la synthése et il vérifiera
queles quatre acolytes — non anonymes | — que nous venons de croiser sont effectivement
convenables.

Voila donc que I’application ¢, possede définitivement quatre points critiques sous la
contrainte C, et il s’agit du quatuor mis en évidence quelques lignes plus haut.

(*) Car il s’agit bien d’une analyse !
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Maintenant que les seuils critiques ont été atteints nous revenons a nos ovins, en
I’occurrence le maximum et le minimum de I’application ¢, . Selon la condition nécessaire
énoncé plus haut ils doivent impérativement étre atteints en 1’un des points du quatuor et
c’est la que nous faisons valoir que

1+s 1-s

qs(aa _a) = qs(_a) a) = 147 et QS(ba b) = qs(_b) _b) = 1—r
les calculs se faisant a la mano, tout en ajoutant que
1+s 1-s

<
1+7r 1—r

puisque apres réduction au méme dénominateur apparait I’égalité

1—-s 1+s r—Ss

T—r 147 ~1-192

Il n’en faut décidément pas plus pou ndiquer les égalités

tout en précisant qu
maximum aux poi

Un petit coup de positivité plus loin, nous voila rendus a
qs(u) < My.s ¢r(u)
— Siu = 0, 'inégalité précédente reste manifestement d’actualité et la proposition
p= M

devra immanquablement satisfaire tout le monde.
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" Nous venons d’établir que
Y, € R? gs(u) < My 5 gr(u)
ce qui est infiniment plus abouti que la simple existence d’un réel p vérifiant
VueR®  gy(u) < par(u)

Cette simple existence aurait pu aisément s’obtenir a moindre frais...
7.a. Quelques développements remarquablement collégiens nous persuadent quasi men
talement de 1’égalité
ﬁ _ =(1— 2 1 2
@ | (v1 = v2,01 +02) | = (L=r)or + (1 +7)v3
et I’équivalence logique s’en déduit aussitot sans que, une fois n’est pas coutumie; a
planification ne s’impose.

CORRIGE

" Nous laissons au dévoué lecteur le soi
lui méme qui a chaque couple (vy,
I’application p_,, définie par

e
a-dire

/4

V(Ul, ’02)

est loin d’étre anodi
phisme de R? dont

it d’un genuine endomor-

puisque tout trig

Nous ne pouvions évidemment pas passer s “aussi sérieures et jolies choses. ..

b. Compte tenu de la fameuse question 7.a et de la plus pythagoricienne des formules
de trigonométrie, 1’on se doute que la route choisie va consister a créer un certain nombre
de couples (v, v9) — grosso modo une centaine ! — pour lesquels

Vi—r-vy et V1+r-vy
soient respectivement le cosinus et le sinus d’un méme réel. Il devra alors impérativement

s’ensuivre que
A=+ (1 +rws =1
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ce qui déposera le couple
(ur,uz) = p(vi,v2)

dans I’ensemble C,., I’application p ayant eu nos faveurs a 1’époque.

Allons donc voir avec impatience si c’est bien ce que fait le fameux code...

Nous ne nous attardons pas sur la premiére instruction qui se passe de tout comme
et nous prenons alors les autres instructions les unes apres les autres :

— apres avoir consulté la manuel des scilabeurs juniors nous affirmons
commande (2) place dans la matrice ligne theta les cent points formant 1 iyisi
uniforme — ou réguliere — du segment [0, 27]. Si 1’on ne tombe pas
panneau du « poteaux versus intervalles », 1’on en déduit que ces cent points

CORRIGE

2T N
ﬁk:k~® otk €[0,99]

et c’est d’ailleurs pour cette raison que nous aurions préféré n

st les réels

disposons de délici
(cos Uy, sindy)
méme réel.

vu supra, de cosinus gt de sinu

—ret 1+ sontdepuision trictement positifs(**) nous pouvons
(01, Vi) parle ions

V1I—7r-vg

V1471, =sindy

application p qui sont définies par

V2 1
osy — — - ——— sin? S
LY et (51)
puis
V2 1 V2 1
= — . ——cos? —  ———sind S
U2k 5 T E+ 5 Tor k (S2)

(*) A cela prés que nous aurions préféré n=101... Nobody’s perfect !
(* *) Nous n’avons évidemment pas oublié que r vaut ici 1/2 mais ¢’est pour des raisons purement stratégiques que nous préférons

prendre notre temps. ..
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)

Nous décidons seulement maintenant d’aller plus loin en faisant valoir que r vaut ici 1/2
et que quelques tranquilles simplifications métamorphosent ainsi ces données en

1 . 1 .
Uy = cosV, — —=sind et wg = cosV, + — sind

V3 V3

— en ouvrant parfaitement les mirettes, I’intruction (5) remplit une matrice a deux
lignes et 100 colonnes dont les entrées de la k™™ colonne sont miraculeusement les deux
réels

1 1
costy — —=sind, ; cost + — sindy

V3 V3

c’est-a-dire précisément u;j, et ugy et des lors

CORRIGE

(u1k, u2k) € Cr

puisque tout s’est déroulé comme nous 1’avions organisé quelques lignes plu

— Pinstruction (6) se charge pour finir
maniere de Seurat, Signac, Pissaro et autres
cent points

la partie artistique de I’ re
,la commande plot va

(u1k, k € [0,99]

de I’ellipse(*) C,. et donner ainsi urant dans le texte

)

ac

" La chose que I’on peut cette curieuse at cilab de

ne pas placer les axes

’

on g5 est, par définition, 1’e e de tous les

couples (uq,usg)

qS(UL uz) =20

Comme ¢ estu
de I’ensemble

atique et que 2o est s
, us) pour lequels

f,il s’agit également

Nous avons
be borned y
supra,d’y r

Cela nous amene quasimentalement aux nouvelles égalités

2 2 2 2
uig = /20 \/;cosﬂk—\/;sinﬁk s Uk = /20 \/;cosﬂk—k\/;sinﬁk

11 se trouve que C,. fait partie de la bande des fameuses coniques étudiées entre autres par Blaise Pascal et qui compte les

ellipses, les paraboles et les hyperboles.
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La complétion de la ligne (7) se fait alors en reconnaissant les siens. Here you are !
Csz = [sqri(z) * (sqrt(2/3) x ct — sqrt(2/5) « st) ;

sqre(z) = (sqre(2/3) = ct + sqrt(2/5) * st)] ;

instruction que nous avons di écrire sur deux lignes parce qu’elle était décidéme;
longue et nous prions du coup le lecteur de bien vouloir nous pardonner ce désagr

d. Nous ne disposons pas du hawk-eye pour étre vraiment siir que les deux ellipses se
rencontrent mais nous allons étre obligés de supposer que c’est la plus pure
nous allons étre également contraints de lire(*) sur le dessin que I’ellipse C,. est
située dans la partie extérieure de sa cousine C, représentée sur la figur

CORRIGE

extérieur

it€ apparaitre trois régions du

ement dite, formée p R? vérifiant

itérieure — hach — correspondant aux points u de R?

< ZO
g X . ) . s s . .
etil s’agit évidemment d’une eri au sens large, c’est-a-dire ellipse comprise.
— la fameuse partie extérieu sens large again — décrite par les points u du

plan pour lesquels

qs(u) 2 20

Au vu et au su de ce que nos lectures graphiques nous ont apprises il semble inévitable
que

Yu € C, gs(u) = 2o

(*) Bien que cela soit totalement prohibé par 1’académie, nous n’avons ici pas le choix. Nous devons nous appuyer sur un croquis

pour obtenir des informations fiables !
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ce qui veut déja dire que zp minore la fonction g sur I’ensemble C,- et comme nous avons
bien deviné que les deux ellipses en question s’effleurent, notre minorant est atteint en au
moins un point de C, a telle enseigne que

z0 = n}inqs ie. zp=mys
-

puisque nous n’avons pas égaré les notations adoptées lors de la sixieéme question. En
outre et si I’on en croit I’alinea 6.e il semble que

_1+s
T 14

et puisque nous sommes censés avoir supposé que !
1 . 1
r=_- et s=-
2 4

My s

CORRIGE

le résultat des courses est finalement

sur 1" éternel
— les fameux

Reste pour finir a causer de
alinea 6.e qui permet d’
points d’affleureme

puisque, dans cet ans le cas général

Nous allons & S s des aiguilles d’une montre
et travailler ainsi dans un nouveau repere ormwles de changement se déduisent
aisément de la rotationnelle remarque que ons faite a I’issue de la question 7.a, a

savoir

V2
(u1,u2) = P,,/4(U1,Uz) = 7(1}1 —v2,v1 + V2)
ou si I’on préfere I’envers du décor
2
(vi,v2) = p_ (U, u2) = 7(U1 +ug, u1 — uz)

Dans ce nouveau décor, les choses vont se passer de la facon suivante
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figure elliptique

CORRIGE

une des raisons essentielles étant que les fameux points d’affleurement ont ajsém
nouvelle adresse

c’est-a-dire

e, celle de I’ellipse Cs, est a son

ou o a été défini quelques lignes ous laissons désormais au lecteur le soin de
vérifier que ce sont deux applications ables en zéro et dont les dérivées en zéro sont
nulles. Les deux courbes ont donc a leur pdle nord (0, o) la méme tangente horizontale.

Les événements du sud n’auront droit, quant a eux, qu’aux deux mots magiques que sont
les comperes mutatis et mutandis.

8. Comme z; et x5 sont dérivables sur R, il en est évidemment de méme de y; et yo
puis ensuite de f parce que

f=yi+v5 - 2sp192
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Everything is therefore under control !

7 Nous sommes permis au passage de raisonner fonctionnellement ce qui permet de
gommer les pollueurs « (¢) » et dans la foulée, de nous faire des vacances !

7 Comme p est strictement positif il en est de méme de p + 1 et sa place au dénominateur
n’est donc pas usurpée. Nous ne le redirons plus !

a. On trouve aisément

I =2y1 (g1 — sy2) + 2u5(y2 — sy1)

et nous allons nous occuper séparément des deux comperes du right hand side.

CORRIGE

— Solution de (S) oblige, nous avons par hypothése

y1 =2y = z1(p(xg — 1) — (21 = 1)) = 21 (p(y2 — 11) — 11)

la derniere égalité ne réclamant que les mirettes dans 1’axe des verres ! Il su Q
= Y1 — SY2

bien capter que tour a tour

ply2 —y1) —y1 = py2 — (p

/ 2
— On démontre m Q
~2p+Dza(yo — sg)°
et nous pouvons ai ite.
b. Nous continu s « (t) ». 1l vient d’e‘

Ty =>c et Ty >

et vu le signe de tres nous ne tardo e déduire de la précédente que
A +p)((v2 - v1)?)
ce qui, une foi a fait le mé

, devi
< =2¢(14p)((1 1 ) — 4sy1y2)

Une fois le réel 1 + s2 mis tout a fait 1également

acteur, le physio assene

Jr < =2e(1 4+ p)(1+ %) gr (1, 92)

la notation ¢, (y1, y2) étant empruntée aux probabilistes qui n’ont jamais voulu utiliser le
« o » pour exprimer une composition. La destination est proche. Pour I’atteindre, il reste
a accepter gentiment les deux égalités

2s (1—s)?

1
1 =—— et 1—r=1-— =
tr 1-s ¢ " 1+ 52 1+ s2
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desquelles on déduit de memoria que

1—5

1+p)(1+s%)= T

et I’on a donc effecivement

s
f/ < —2c- 11—, : (Ir(y17y2)

c. Nous laissons au lecteur le soin de s’assurer des inégalités :
0<s<r<l1 Q

CORRIGE

qui réveillent la récente question 6.¢e a tel point que

1—r
ar(y1,92) 2 T—4s(01,92)

La multiplication par un négati ne nous en
déduisons effectivement

Comme nous ne cha
de ce qui s’est p

pirer fortement

A cet effet,

vt >

et a ne pas avoir perdu de vue que c est strictement positif.

P Le texte a imposé ¢ < 1, ce qui est visiblement totalement inutile... A bon entendeur !

9. Soit z une telle solution de (.5). Il existe donc deux réels strictement positifs ¢1 et co
tels que

VE>0  x(t) = et xa(t) > e
Le réel

¢ =min(ey, c2)
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vérifie par construction

c>0 ;5 Vit=20 xz(t)=c et aa(t)=c

et nous nous retrouvons ainsi dans le nouveau cadre — simplifié par nos soins ! — de la
précédente dont nous conservons bien entendu toutes les notations. Le résultat des courses
est alors

4s(y(t)) ——0

t——+o0

C’est cette fois la minoration de Rayleigh-Ritz qui va terminer 1’affaire. Elle révele e
effet que
vez0  mlly)]® < as(y(1)

ol m est la plus petite valeur propre de la matrice (). Cette derniere étant définie
il s’ensuit que m est strictement positive et nous avons par séquent con(*),

et comme x et y sont liés t
€r Ty

voila que fatalem

w20 0< [yl <

* Qs (y(t))

1
m

Il en résulte aisément par squeeze que

t *
:L.( ) t—+o00 v

En conclusion, de (S) dont les e
strictement posi érifier

orées par des réels

Partie 3

Les deux dernieres lignes du chapeau de ie artie signalent en particulier que
A est diagonalisable et que
Spec

10. Comme le spectre de A est inclus dans I’ouvert | — 1, 1[, il en résulte affinement que
Spec(l, — A) C]0,2[

et la matrice I, — A devient alors inversible puisque 0 n’appartient pas a son spectre. Dans
ces conditions 1’équation
(I,—A)-X*"=B

(*) Déductif typiquement toulousain !
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a effectivement une unique solution en la personne de

X*=(I,-A)""' B

11. Nous commengons par quelques petites mises au point.

i. La suite (Y'(n)) est parfaitement définie, ¢’est indéniable, mais nous allons pfé€is
par induction que, pour tout entier n € N*, le vecteur aléatoire Y (n) est fongtion
aléas numériques Uy, ..., U,.

e Au vu et au su de 1’égalité
Y(1)=(A+Uil,) - X(0)+B
I’initialisation est in the pocket.
ue :

e Supposons que, pour un certain n € N*, il existe une fonction(

CORRIGE

Puisqu’alors

avoir si ces derniers o
et sur-le-champ d’ai

raisons d’espérer. Nous devrons

erechef nous affranchir de entes craintes par récurrence et nous
ment de calcul.
[1,p]. D apre
ur Cayley, il s

nons de narrer et la formule du produit

Y;,( +(5”U1)X](0)+bz

Comme la variable U; possede une espérance il résulte du théoréme de linéarité que c’est
aussi le cas de Y;(1) « méme que(**) », selon la formule de linéarité I’on devrait avoir

( *) Nous laissons au lecteur le soin de préciser son départ et son arrivée...

(* *) Comme on dit dans les cours de récré !
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puisqu’il a été précisé que U, est centrée. Autant dire alors en compactant cela que
E(Y(1)) =A-X(0)+B=X(1)

la derniére égalité reposant sur la définition inductive de la suite (X (n)) .
L’initialisation est initialisée...

e Supposons que pour un entier n > 1 le vecteur Y (n) posséde une espérance et
annongons un élément ¢ de [1, p]. La méme argumentation que celle développée pendant
le délit d’initié dévoile cette fois que

CORRIGE

P
Yi(n+1) =Y (Aij + 65Uns1) Yj(n) + b;
j=1

Selon I’hypothese de récurrence et notre premiere mise au point nous sommes e
d’affirmer que
— les variables Y} (n) sont des fonctions d
— selon le lemme des coalitions la vari
— les variables Y} (n) possedent

— selon le genious théoréem
les produits Uy, 41Y;(n) posse
variable U, et qu’une ce
1a pour nous conforter.

Vj e

puisque la variable
a la variable Y;(n

et tout cela se ¢

11 est également dit depuis une fort belle 1
X' '=A-X
et une simple soustraction membre a membre amene définitivement a
E(Y(n+1) - X =4 (E(Y(m) - X*)
I La suite vectorielle (Y'(n)) est depuis peu arithmético-géométrique et il se trouve que

le vecteur X* est précisément son point fixe. Tout cela n’est donc pas vraiment tres
étonnant...

https://vertuprepas.com/

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2015-2016 |1 215


https://vertuprepas.com/

b. Bien qu’il s’agisse de suites vectorielles, [’arithmético-géométre se doit d’accepter
inductivement que

1 E(Y(n) - X = (E(r() - X7)
Soit alors n > 1. Les pros de la diagonalisation savent bien que

An—l — Q . Dn—l A Q—l

CORRIGE

ainsi que
n—1 . n—1 n—1
D"t =diag(AT7h, . AT
La situation révée des réels A; réveille en nous de bons souvenires de la cla: e e
scientifique a telle enseigne que

Vie[l,p] At ——0

n—-+00

Nous en déduisons tout d’abord q

puis dans la foulée
o, histoir xte, nol nissons, composante

Il en résu que

Y(n)

n

ce qui, a téte a pivoté de /2, devien me promis

o0
ce a I’égalité de diagonalisatio;
DQ!

il est trés facile de déduire le fonctionnement de la suite (Z(n)) de celui de sa proche
cousine (¥ (n)) et le résultat des courses est le suivant :

12.

Z(1)=(D+Ul,)Q 'X(0)+Q'B
Vnz=1 Z(n+1)=(D+Up1ly)Z(n)+Q'B

Gardons cela au chaud quelques instants et mettons-nous en route.
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a. Soit k € [1,p]. 1l y a encore un peu vigilance a avoir puisqu’il n’est pas totalement
clair que les zx(n) possédent réellement une variance. Nous allons, comme supra, nous
en assurer par induction sur n tout en menant dans la foulée les aspects calculatoires de
I’affaire.

o Notons ay, et 3 les k" entrées repectives des colonnes Q1 X (0) et Q7' B. 1l
résulte de la définition inductive de la suite (Z(n)) que

26(1) = (A + U1) + B

les finesses métamécaniques(*) des effets des multiplications par les matrices diagona
étant supposées maitrisées par I’impétrant. Comme il est dit que U; posseéde une varianc
il en résulte immédiatement que z (1) — fonction affine de U; — en a une éga
mais nous ne la calculerons pas pour la simple et bonne raison qu’elle ne le méri

CORRIGE

e Supposons que, pour un entier n € N*, la variable zj(n) dispose d’ungpya
Commengons par signaler que la méme définition inductive et les mé N
métamécaniques permettent, cette fois, de revendiquer I’égalité

zr(n+1) = %

ons-nous alors de 1

+1)%k(n) Q
)

2
Ak + Un+1) 2Z(n

ou le réel 5y a déja été présenté

z

et également de so

Nous faisons a le rques suivantes :

— ence qui s faisons valoir trois
- centrée, la variable +1 possede une espérance et
E ()\k +U, n+
ut cela ;
ile e z(n) posséde une variance.

b}
il

un certain thé ité étant assuré

— une derniére chose et non
justifiée, des variables U, 1 et Y(n). Le le
les variables

igdres passe par ’indépendance, déja
des coalitions est alors catégorique,

U, et Z(n)=Q 'Y(n)

le sont également tout comme dans la foulée U,, 11 et z;(n). En coalisant derechef, nous
parvenons enfin a I’'indépendance des variables

e +Upgr et zk(n)

(*) 11 s”agit de cette habileté, ce know how, permettant de mener les calculs matriciels avec le plus de 1égereté possible...
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L’important théoréme « espérance du produit de variables indépendantes » pointe son nez
pour la deuxieéme fois et voici donc que ¢ posséde une espérance et que

E(C) = )\kE(Zk(TL))

— nous passons maintenant i la copine ¢2 et aux allégations suivantes :

— le remarquable potache ado révele que

(A + Uni1)? = A2+ 20 Upr + U2,

CORRIGE

et nous n’avons pas oublié que U, est centrée et qu’elle posseéde un mom

deux(¥) égal a v,,.1 . Nous pouvons ainsi linéairement asséner que ()\k +
une espérance et que

E(\ + Ung1)” = A2+ 0pi

— I’hypothése de récurrence assure une variance a la

alisatrice entraine cette, ariables

+1)2 et z,%

pour la troisieme héoréme « espérance du

ede un moment d’ord; et

2
(A% + Uns1)” - E( (AgF vnt1)E(22(n))
ovenant de la premie¢; marques effectuées supra. Il reste a avoir
our un célebre tandemret v ¢ possede une variance donnée par

\% —E%(¢)
divers résultatsigne ons d’obtenir, nous revendiquons 1’égalité

2
V(() = B2 () — AZE? (21(n))
Le recours au tour de passe-passe
)\i = ()\i + anrl) — Un+1

nous permet de transformer la chose en

V() = (A} + vn41) [E(z,%(n)) —E? (zk(n))] + Un+1E2 (25(n))

(*) Pour une variable centrée, le moment d’ordre deux ou la variance...
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égalité qui, via une nouvelle promenade en tandem, devient

V() = ()\% + vpg1) V(2 (n)) + Vp 1B (z1(n))
11 suffit pour finir de ne pas avoir égaré I’origine de la variable (, a savoir
zr(n+1) =+ Bk

ainsi que le fameux théoréme « variance et affinité ». La variable zj(n + 1) posséde bel
et bien une variance et ’on a comme promis

CORRIGE

V(zk(n + 1)) = ()\i + vn+1)V(zk(n)) + vp B2 (zk(n))

b. Soit a nouveau k € 1, p]. Nous allons nous appuyer sur deux choses :

— primo, il est dit grosso modo que

2
Ak F Unt1

nt inférieur a un. Il es

Q

sera

et nous n’avons pas oublié que A\? e
proposer un réel ¢, vérifiant

ur inférieure ou
entier naturel N

et compte tenu de
égale a ¢y, ce qui,
tel que
(uno)

— deuzio, y(n) est conver-
gente. Comme 1 en dedulra tres facilement
que la suite (E gente comme, en conséquence directe,
la suite (E (zk . e alors carrément que la suite

converge aussi et qui dit convergence dit, a fortiori, bornitude ! Bref, il existe un réel
strictement positif M, tel que

2
Vn € N (E(zr(n)))” < My, (dos)
Comme nous sommes — variances obligent — au carrefour de la positivité, la récente

question a et les non moins récentes (uno) et (dos) permettent, mentalement, de passer a
I’assaut final !
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13. Commengons par signaler que la convergence de la série

e

et une importante condition nécessaire entrainent obligatoirement

v, —— 0
n—-+oo
a telle enseigne que nous sommes bien dans le cocon de la 12.b ce qui est déja une

excellente chose.

CORRIGE

Soit alors j € N . Apres avoir observé que j + N > NN, la conclusion du cocon
V(Zk(j + N + 1)) < CkV(Zk(j + N)) + Mpvjing

que les nouvelles notations adoptées métamorphosent en

au prix d’un décisif rappatrie ’ e ntrée en matiere
pour la suite.
a. Soit a nouveau j 5

ce qui nous amene

de le souligner cett iplication a eu le bonheur de mettre en
’addition membre a

m
m—j
Uy, = w;cy
j=0

et comme il y a ici un fort sérial perfume, nous allons carrément nous précipiter sur la

série

S

n=0
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Soit donc n € Net S,, sa somme partielle d’ordre n. Nous avons tour a tour

n n m n n
S, = E Uy, = E E wicy ! = E w; E !
m=0 m=0 j=0 7i=0 m=j

la toute derniere avancée procédant d’une banale réversion de sommations. Pout y voir
un peu plus clair le pointilliste écrira volontiers notre somme partielle sous la forme

Su= w1kt s )
j=0

and due to the ambiant positivity, il ne devrait pas étre insurmontable d’en déduire
n
Sp < ij(1+ck+~~~+02)
j=0 ‘

CORRIGE

ce qui peut finalement s’écrire

Sp<(T+cp+--

Notons alors C), et W,, les somm rdre n respectives de ies

>

er de clamer la convergence

ce qui permet de tra

1l est maintenant t
— I’idéale p
de la série

et nous notons

— ilesté ) converge et il se trouve que

par définition

La convergence de la série de terme général (w,,) s’en déduit immédiatement et nous
notons W sa somme. Nous apprenons ainsi que

c, ——C et W, —W

n—-+oo n—-+oo

ces convergences s’effectuant en croissant puisque toutes les séries du secteur sont a
termes positifs. Voila donc en définitive que

Sn < CW
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