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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, lo qualité de la rédaction, la clarté et lo précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités @ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

lls ne doivent faire usage d'aucun decument. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une régle gradude est autorisce,

Si au cours de I'dpreuve, un candidat repére ce qui lul semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
cople et poursulvra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amendé & prendre,

Dans tout le probléme :

& On note n ot k deux entiers vérifiant 2 £ k £ noet E un Reespace vectoriel de dimension nn muni d'un produit
sealaire { , ) qui en fait un espace euclidien,

& On note O et Dggg) respectivement, le veetour nul ot 'endomorphisme nul de E ot B = (e, e2,...,¢,) une
base orthonormale de E. L'endomorphisme identité de E est noté idg,

& Pour tout sous-cspace vectoriel F' de E, on note F* V'orthogonal de F et pp le projecteur orthogonal
d'image F, ¢'est-i-dire 'unique endomorphisme de E vérifiant : ¥z € F, pp(z) = o ot Yo € FY, pp(z) = 0g.

+ On note My, ., (R) V'ensemble des matrices & n lignes et m colonnes (m = 1) & caefficients réels,
La transposée d'une matrice A € M, ,,(R) est notée *A.

s Pour tout (py, p2,..., ;) € R, on note Ding(p, p2,..., o) 1n matrice dingonale de Mg (R) dont les
ceeflicients diagonaux sont, dans cet ordre, gy, pa, ..., pr.

s On note I, la matrice identité de M, (R).

On rappelle que la somme de k sous-espaces vectoriels Fy, Fa, .. F) de E est le sous-espace vectoriel de E,

k k k
noté Z F; | défini par Z Fi'= {Z g (B, B9, ZR) EFL R Fax o0 % Fk} '
dml fa=1

jul
R
On rappelle aussl que les sous-espaces vectoriels Fiy, Fa, ..., Fj, sont en semme directe 8] chague vecteur de Z Fy
i=1
n'admet qu'une seule décomposition de la forme précédente, Dang ce eas, el seulement dans ce cas, la somme
[
des sous-espaces vectorlels Fy, Fa, ..., Fj, est notée $F‘.
j=i
L'olyet de ce probléme est la mise en évidence de quelques propriétés algébriques dont les conséquences
probabilistes fondent les tests statistiques qui permettent de mesurer Vinfluence effective d'une on plusieurs
variables ezplicatives sur une variable endogéne.

La partie IT cst indépendante de la partie I, flouirealpasgS A



Partie 1. Partitions de 'identité,

Soit k endomaorphismes wy, ug, ..., ug de B On dit que uy, ug, ., ug constituent une partition de Uidentité
de I 8wy +ug =0 up = idg,

01 0
1. Ezemple 1. Dans cette question, n = 3 et E = R*. Soit A= ({J ] ﬂ) et f l'endomorphisme de R* de
0 0 -1

matrice A dans la base canonique de R®.

a) Préciser le spectre de la matrice A ef montrer que A n'est pas dingonalisable,
b) Montrer que le polynéme Q@ € R[X] tel que Q(X) = X 4+ X? est un polynéme annulateur de A.
¢) Existe-t-il un polyndme de degré 2 annulateur de A7
d) Trouver denx polyndmes @ et @y de R[X] pour lesquels les deux endomorphismes @y (f) et Qa(f) sont

des projecteurs et constituent une partition de U'identité de RY.

2. Exzemnple 2, On considére dans cette question un endomorphisme [ de E diagonalisable et possédant &
valeurs propres distinetes A, Ag, ..., A,
Pour tout i € [1, k], on note :
& L;(X) le polyndme de R[X] défini par L;(X) = H (H) :
jefLe] *t
jdi

= Iy (f) le sous-espace propre de [ associé 4 la valeur propre A;
= o; l'endomorphisme de E défini par v = Li(f).

k [
a) Justifier 1'4galité : F = Ga Es, (f). En déduire que H(X — A;) est un polynéme annulateur de f.
iml a1
h) Etul)lh‘ pour tout ¢ & |I1,k]], I'inclusion : hu(w) i E,\‘(f),
k
¢) Pour tout j € [1, k], caleuler la somme ; Z Li(A;). En déduire que les endomorphismes vy, va, ..., v
im]

constituent une partition de Uidentité de £,
d) Etablir pour tout i € [1, k], I'égalité : Im(v;) = E,,(f). Identifier I'endomorphisme v,
3. Soit k endomorphismes uy, ta, ..., g de £ qui constituent une partition de l'identité de E.

Pour tout i € [1, k], on note r; le rang de ;.
k [

a) Etablir les relations : F = Zlm{ui) ot n = Er,.
i=i i=1
b) Montrer que les sous-espaces vectoriels ITm(uy ), Im(us), .., Im(ug) sont en somme directe si et seulement

A.
sionn:n= E Ti.

fm]l

¢} Dans cette question, on cherche i montrer 'équivalence des propriétés (1), (2) ot (3) snivantes

k
(1) nm Er,-.

im]
(2) Les endomorphismes wuy, ug, . .., uy sont des projecteurs.
(8) Pour tout (i,7) € [1,k]? avee i # j, on a:uj o uy = Ogp).
(#) En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier Uimplication (2) = (1).
(it) A 'aide de la question 3.b) et en écrivant, pour z € E, les vecteurs uy (x), ua(x), . .., ug(z) comme
des sommes de k vecteurs, établir 'implication (1) = (3).

(#1) Conclure en établissant une troisiéme implication.
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Partie I1. Représentation matricielle d'un projectenr orthogonal,

4.a) Soit p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans 1a base B.
Montrer que p est un projecteur orthogonal i et seulement si on a : P? = P et 'P = P
b) Soit f un endomorphisme de E et M la matrice de f dans la base B,
Etablir 'existence d'un réel a et d'un projecteur orthogonal p tels que f = ap, si et seulement si
on a: tr(M)M? = tr(M?) M et 'M = M, ot tr(M) et tr(M?) sont les traces respectives de M et M,
5.a) Ecrire en Seilab une fonction "function t=tr(A)" qui calcule la trace d'une matrice carrée A.
b) La fonction "issym” sulvante permet de tester si une matrice carrée A de taille n donnée est symétrique,

(1) function beissym(n,A)
(2) b=%T; // affectation de la valeur booléenne True a la variable b,

(3) for i=1:n-1

(1) for j=i+lin

(5) beb & A(4,j)==A(j,1)
(6) ond ;

(7) and ;

(8) endfunetion

Préciser 1a signification de la ligne (5) du eode et donner un exemple d'utilisation de la fonction " issyn”
en indiquant les valeurs d'entrée ainsi que la valenr de sortie obtenue.
¢) La fonetion "erthoproj” suivante, dont une ligne de code est incompléte, permet de tester si, pour une

matrice carréde M de taille n donnée, il existe un réel & et un projectenr orthogonal p pour lesquels M est
la matrice de 'endomorphisme o p dans une base orthonormale, Cette fonction utilise les deux fonetions
pricédentes (qtmﬂtinnﬂ h.a) et 6.h)) et g'appuie sur la condition néeessaire et suffisante de la question 4.h).

(1) function b=orthoproj(n,M)

(2) A=tr(M)*M~2;

(3) Betr(M~2)%M;

(4) b=igaym(n,M) ;

(5) if b then

(6) for i=i:n

(7) for j=i:n
{B} Bmsssaas
(9 ond ;

(10) end ;

(11)  end;

(12) endfunction

Compléter la ligne (8) du code et donner les valeurs de sortie obtenues par application de cette fonetion
f . 11
aux deux matrices ( 1 [l) ot (1 1).

Les définitions et notations suivantes concernent les questions 6 & 9.

Pour tout vectenr & € E, on note X la matrice colonne de ses eoordonnées dans la base B,

Soit F = (51, 82, ..., 5%) une famille de k vecteurs de E et F' lo sous-espace vectoriel de E engendré par F.

On note S la matriee de A, ((R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Sy, 5a,..., Sk,

On rappelle que pr est le projecteur orthogonal d'image F.

fi.a) Montrer que les denx matrices S et 155 ont le méme rang,
b) Soit y € E. Montrer que y & F si et senlement si il existe une matrice Z € M, (R) telle que ¥ = 5 Z,
¢) Soit y € E. Montrer que y € F- si et seulement si la matrice colonne 'SY est nulle.
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d) Solt z € E et y = pp(z). Etablir 'existence d'une matrice Z € M 1(R) telleque ¥ = S Z et 'SX = 1552,
¢) En déduire 'expression de la matrice de pp dans la base B en fonction de S lorsque ln famille F est libre.

7. Soit M une matrice symétrique de My (R). On appelle inverse de Penrose-Moore de M toute matrice N
de My (R) qui vérifie les quatre propriétés snivantes

MNM=M ; NMN=N; 'UWN):MNI E(NM)—'.NM.
a) Etablir 'existence d’'une matrice Q € Mp(R) et de réels py, po, ..., g qui vérifient la relation suivante

M = Q Diag(py, pa, ..., ) Q.

b) On note h 'application de R dans R telle que : V1 € R, h(t) = {

définie par : M) = Q Ding(h{p1), h(pa), ..., hip)) Q.
Montrer que M) est une inverse de Penrose-Moore de M,
¢) Soit N une inverse de Penrose-Moore de M,
(1) Justifier les égalités : N = M INN et M3N = M,
(ii) Soit I/ une matrice de M, (R). On suppose que M*U est nulle. Montrer que M U est nulle.
(i) Onpose : U =N = M (=), Justifier que M) est I'unlque inverse de Penrose-Moore de M.

1/t sit#0

0 sltm0” On note M) la matrice

8. On note (£65)() I'unique inverse de Penrose-Moore de la matrice 'S8 et on pose : P = § ('55)(7) 15,
a) Montrer que les matrices P et 5 ont le méme rang.
b) Justifier que P est la matrice de pp dans la base B et que son expression généralise la formule trouvée
dans la question 6.¢) lorsque la famille F est libre.
9. Eremple. On suppose que : k= 2, 51 = (o, 02,...,0n), 82 = (1, f2,..., Bu), 81 # Op et 'SS non inversible.
a) Etablir l'existence d'un réel 6 tel que pour tout i € [1,n],on a: g = f o,
b) Déterminer une matrice carrée @ pour laquelle la matrice Q'S SQ est diagonale.
¢) En déduire I'inverse de Penrose-Moore de la matrice 158,
d) Soit x = x1e1 + 2ae3 + - - - + #pey un veeteur de E, Caleuler pp(x).

Partie ITI. Application probabiliste.

Dans eette partie, E = R™ et on suppose que toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires
considérés sont définis sur le méme espace probabilisé (2, A, P).
Pour tout entier d = 1, on dit qu'une variable aléatoire C suit la loi du khi-deus de paramétre d, notée x*(d),

-

o d
si la variable aléatoire 5 suit 1a loi 'y( 3) :
On appelle variable gaussienne toute variable aléatoire X qui suit une loi normale ou qui est certaine, et on
note sa loi G(u, ), o0 p est Vespérance de X et o I'écart-type de X.
Auntrement dit, pour tout couple (i, #) € R x Ry, une varlable aléatoire X suit la lob G(,u,p"'}, s0it
lorsque @ = 0 et X suit la loi normale N (i, 6?), soit lorsque o = 0 et P([X = p]) = 1.
10. Soit (g, @) € R x R} et soit Xy, X3,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de

n
P g — 4 r
méme loi normale A(g, o%). Montrer que la variable aléatoire z (%) suit 1a loi ¥?(n).
{1l

5i Gy, Gy, ..., Gy sont des varinbles aléatoires réelles telles que pour tout a = (ay, as,...,a,) € R", la variable

aléatoire Z a; Gy est une variable gaussienne centrée, alors on dit que le vecteur aléatoire (G, Gy, ..., Gp) est
imrl
un vecteur gaussien ot on note G la matrice colonne de composantes Gy, Gy, ..., G,
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11. Soit (G4, G, ..., Gy) un vecteur gaussien, M une matrice de M, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy,) un vecteur aléatoire
tel que la matrice colonne H de composantes Hy, He, ..., H, vérifie : H = M .
a) Montrer que (Hy, Hs, ..., H,) est un vecteur gaussien.
b) Justifier que pour tout (4, ) € [1,7]% la variable aléatoire G; G; admet une espérance, notée E(G; G;).
On note alors A(G) la matriee de M, (R) définie par : A(G) = (E(G, Gj))li;{,jin ot on admet dang la suite

que la loi d'un vecteur gaussien (G, Gy, ..., Gy) est earactérisée par la matrice A(G),
Autrement dit, i (G, Gs,...,Gy) et (R, Ry, ..., By) sont deux vectenrs gaussiens vérifiant A(G) = A(R),

n n
alors ils ont la méme lol, ¢'est-d-dirve : V (23, 22,...,3,) € R", P(ﬂ [Gi = :::‘]) = P( ﬂ [Ri = ;;f]),

il il
12, On suppose que G, Ga, ..., Gy, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi
normale N([}, 1)
a) Montrer que (Gy,Ga, ..., Gy) st un vecteur gaussien. Déterminer A(G).
b) Soit @ une matrice orthogonale de M, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy) un vecteur aléatoire tel que la matrice
colonne H de composantes Hy, Hy, ..., H, v&ifie : H = Q6.
Montrer que les variables aléatoives Hy, Hq, ..., H, sont mutnellement indépendantes et de méme loi
normale A(0, 1).
13. Soit (&, Gy, ..., Gy) un vecteur gaussien dont les eomposantes Gy, Gy, ..., G, sont mutuellement

indépendantes et de variance égale a 1.
Soit Py, Pa, ..., P des matrices symétriques de M, (R) de rangs respoctifs 7,79, ..., 7he

k k
On suppose que E Pi= I, ot Zn = 7,

iml iml
u) Justifier que Py, Py, ..., P sont des matrices de projectenrs orthogonaux de R" dans la base canonigue
de R™ dont les images sont deux & denx orthogonales.
b) En déduire 'existence d'une matrice orthogonale Q de M, (R) pour laquelle chacune des
matrices QP'Q, QP'Q, ..., QF'Q est diagonale.
¢) On suppose que 7y # (0. Montrer que la varinble aléatoire LG PG st a Lol x“(rl),
d) Montrer que les variables aléatoires 'GP G, '*G PO, . .., "G PG sont mutuellement indépendantes.

14, Soit g ¢t m deux entiers supéricurs ou égaux & 2 et (X ;) 1gige une famille de g=m variables aléatoires

siam

mutuellement indépendantes et de méme loi normale AV(0, 1).

1 i Lt} 1 i
On pose : X = —— X, jotpourtout j€ [l,m], Z5 == Xij.
P quzz 4 P 177 g i

iml jul
a) Déterminer les lois respectives des variables aléatoires T et i i (Xis =) ot Geabliz Dinddpendance
de ces deux variables aléatoires. , Wil
b) Déterminer les lois respectives des variables aléatoires i i( Xis-Z) et q i (2, - R)? ot établir
imi jmi =1

I'indépendanee de ces denx variables aléatoires,
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