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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calouls,

lls ne doivent faire usage d'aucun document, L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une régle gradude est autorisée,

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initfatives qu'il sera amené a prendre,

Dans tout le probléme :
& toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définles sur le méme espace probabilisé (ﬂ, A, P);

& on note # un paraméire réel,
Partic I. Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling

Pour tout n € N*, soit h, la fonetion définie par : Vz € [0,1], hn(z) = ((1 — z)e™)".

|
Pour tout n € N*, on pose : [, = hi(z) da,
0

’ W F i
1.a) A I'aide du changement de variable v = n(1 — z), montrer que ; Vn e N*, I, » U_l f e " du,
n il

i
b) Montrer que pour tout z € [0,1[,ona:z+1In(l — ) £ — “‘T :

¢) En se référant & une densité de la lol normale centrée réduite, en déduire que : Yne N*, 0= [, = ;;1 '
V n

2, On note ki la restriction A intervalle | 0, 1[ de la fonction A,,.
i 2
T T

On pose pour tout x €]0,1[: hf(x) = exp (— - H(:r:)) et giz) =(1-2z)In(l —x)+x - =

a) Montrer que H est prolongeable par continuité en 0, On note encore M la fonetion ainsi prolongée.

b) Montrer que la fonction g est convexe et strictement positive sur |0, 1],

¢) En déduire que la fonetion H réalise une bijection strictement erolssante de [0, 1] sur (1, +00].
3. Soit (uy,)yen- une suite convergente de limite nulle telle que : ]il_}l Uny/M = 400 ot Yn € N*, 0 < u, < 1.

fi—k-1 00

a) Donner un exemple d'une telle suite (tn)nen-.
b) Soit (v, )nen- la suite définie par : Vo e N*, v, = H(uy,). Montrer que la suite (v, )pen- o8t convergente
et préciser sa limite,
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tin "-n 2
¢) Etablir pour tout n € N*, l'encadrement : I, = f ho(z)dr 2 —— f LJ{ E-—) cly.
) p () \/ﬁ‘: A Pl=§ )
d) Déduire des questions 1.¢) et 3.¢), un équivalent de [, lorsque n tend vers 400,
4. Sait -rn)nEN' une suite de variables aléatoires définies sur [Q,A, F), mutuellement indépendantes et de
méme loi exponentielle de paramétre 1. Pour tout n € N*, on pose : 8, =Ty +Ta 4 - -+ T,
a) Rappeler la loi sulvie par la variable aléatoire 5, et montrer que HTIL-I _P([S“ = ﬂ-]) = Ll. :
n—ktos

2
T . .
b) Pour tout n € N*, on pose : Uy, = \/:%1 » Montrer que la suite (Up )aen- converge en probabilité vers la

constante (.

i y 1
¢) En déduire que "lm_um P([Sh41 = n]) = 5
5. Montrer que n! . ﬁm“n e "V2rn (formule de Stirling).
Partie II. Quelques propri¢iés de la loi de Cauchy

; : & : T T
G. On rappelle que la fonetion Arctan est la fonetion réciproque de la restrietion & Uintervalle ouvert ] ~3'g [

o pour

de la fonetion tan, gqu'elle est de classe €™ aur R admettant pour dérivée la fonetion @ — Ti s
T

; T T o
tout x € R et qu'elle réalise une bijection de R sur ] e 2 [
a) Montrer que la fonction Arctan est impaire,
) Justifier 'existence d'un développement limité i 'ovdre 3 de la fonetion Aretan en 0 et le déterminer,

¢) Etablir pour tout x € Ry, 'encadrement : 0 < Aretan(z) =
d) Montrer que pour tout x € R, on a : Arctan(x) + Ar:;i;un(-.l-_r) = .-g-

1
P TTG=
Dans toute la suite du probléme, on note X une variable aléatoire a valeurs réelles, de densité fx telle que :
S S
1+ (z—6)
On dit que X suit une loi de Cauchy de paraméire 8 et on note : X — Gy,

7.n) Montrer que Ia fonction z ——p = est une densité de probabilité sur R.

VzeR, fx(z)=—

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
¢) Pour @ = 0, tracer la courbe représentative de fy dans le plan rapporté A un repére orthogonal.

B.a) On note Fy la fonetion de répartition de X, Pour tout # € R, ealeuler Fiy (x),
T ; ; ’
b) Montrer que 'équation Fy () = 3 d'inconnue x, admet une unique solution que 'on déterminera,

Cette solution est la médiane théorique de X.
Partie II1. La loi de la moyenne empirique

4, Pour fout n € N* ot pour tout = € R, soit i, , la fonetion définie sur R par :

1
A+2)(1+(x-nt))

Vt [ R. fp,l‘:ﬂ(t) .



On admet 1'existence d'un unique quadruplet (e, 2,4, 6) de réels indépendants de ¢ pour lesquels on a ;

ot fi ¥t 44
142 1+ (z—nt)?

VIER, pna(t) =

Pour tout n € N* et pour tout = € R, on pose : o, » = (2% + (n+1)?) (2? + (n = 1)?).

o T T 8 Ty . S
On admet sans démonstration que @ o = : = u, = —h-—':, p 1 Eockefuilitt |
c"m..*lf ﬁrn.u: gn,: ﬂ'n,;r
oy
a) Etablir la convergence de 'intégrale [ @ o (1) dt.
J =0
G e i A A 21 2a(nt—x s
5] A 'aide d'une primitive de la fonetion Ynz it — T E-"’ = ?”;g . Montrer que ” Yn.e(t)dt = 0.

(n+1)w

e
) Etablir la relation : Vn € N*, ¥z ER, [m Pnax(t) dt = m :

10. On pose : ¥ = X — @. Pour n entier de N*, soit (Y1, Ya,...,¥,) un n-échantillon de variables aléatoires

indépendantes et de méme loi que ¥,
n S

Pour tout n € N*, on pose ; S, = Z Yot Yom -Ti‘.. (moyenne empirique de l'échantillon (Y1, Ya, ..., Y5)).
i=1

a) Déterminer Ia fonetion de répartition Fy de Y. Quelle est la loi de ¥ 7

b) Quelle est la fonetion de répartition de Sy 7 En déduire 1a loi de ¥a.

¢) Déterminer pour tout n & N*, la loi de la variable aléatoire ¥;,.

d) La loi faible des grands nombres s'applique-t-clle A la suite (T':.)“EH, ? Pourquoi 7

11. Soit (N,n) € N**, On veut simuler N réalisations de la moyenne empirique Y,,.

On suppose que 'on connait une fonction Seilab canchy telle que la commande A=cauchy (N,n) retourne une

matrice A € My ,(R), réalisation d'une famille (¥; ;) 1cicn de variables aléatoires indépendantes de loi Cy.

lgjgn

Soit M une matrice de My, (R) avee (N, n) € N*2. On rappelle que dans le langage Scilab :

s ln commande aum (M) retourne une matrice de A 1 (R) contenant la somme de tons les éléments de M ;

« la commande sum(M, ’r’) retourne un veeteur ligne de M, ,(R) contenant les sommes des éléments de M
caleulées colonne par colonne ;

s la commande sun{M,’c?) retourne un vecteur colonne de My (R) contenant les sommes des éléments
de M ealeulées ligne par ligne ;

s |n commande linspaca(a,b,m) retourne un vecteur ligne de m valeurs régulibrement espacées entre a et b

b—a

m—1"

s |n commande histplot(y,data) permet de représenter les éléments du vecteur data sous la forme d'un
histogramme ; les classes de I'histogramme sont définies par le vecteur strictement croissant y : si ce vecteur
contient m éléments y(1), y(2), ... y(m) tels que y(1)< y(2)< -+ < y(m), alors la premidre classe de
I'histogramme est 'intervalle [y(1), y(2)] et les autres classes sont leg intervalles 1y (i), y(i+1)]
pour 2 £ ¢ £ m.

et I'on obtient le méme vecteur avec la commande (a : £ :b) en prenant £ =

n) Compléter le programme suivant afin que la matrice MoyEmp contienne 12000 réalisations de la moyenne

empirique Yagg.
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b) Les histogrammes 1 et 2 ont été obtenus A 'aide de ce programme. Expliquer en quoi ce couple
d’histogrammaes illustre le résultat de la question 10.¢).

Partie IV, La loi de la médiane empirique

Dans les questions 18, 14 et 15, on suppose que le paramétre 0 est inconnu.
On rappelle que X <> Cp. Pour n entier de N*, on note (X1, X2, ..., Xau41) un (2n+1)-échantillon de variables

aléatoires indépendantes et de méme lol que X.
On admet D'existence de (2n + 1) fonetions g1, g3, - . -, g2n41 continues sur R*"1 & valeurs réelles, telles que

laﬂ V&Tiublﬁ.ﬂ:\ ﬂ-léﬁtﬂirﬁﬂ Téellaa flgfﬂg TEay f2ﬂ+] déﬁnj.ﬂ.'! PL\T H Vk E ﬂ1|2ﬂ- + llﬂ-, fk = gk(xl,xﬂl raay xnn--l-l)
solent des variables aléatoives 4 densité et que pour tout w &€ 0, les réels X (w), }?g(w'). ..., Xony1(w) soient un
réarrangement par ordre croissant de X (w), Xa(@), ..., Xanpa (@) :Vw € 0, Ki(w) € Ka(w) £ -+ € Ko (w).
En particulier, la variable aléatoire X, 41 est la médiane empirique de Udchantillon (X1, X3, ..., Xan41).
12. Pour tout h € R} et pour tout z € R, on note Z la variable aléatoire discréte définie par :
Vwe, Zw)=Card{i € [1,2n+1]; z < Xi(w) <z +h}.

On note A et B les deux événements suivants : A = [z < Yase+ hl et B= AN[Z = 1].

a) Eitablir la relation : P(B) = (n+1) (27’4 T )(F ()" (Fx(z + h) = Fx(2)) (1 — Fx(z + )

b) On suppose que le réel = est fixé. Montrer qu'il existe un réel K indépendant de h pour lequel on a :

0 < P(A) - P(B) < K(Fx(z +h) - Fx())".

¢) Montrer que X, ;; admet une densité 5. ,, donnée par :
2n-1 n i
VaeR, fy,,@ =+ 1)(*" 1) (P@)" (1~ Fx@)" 1x(@)

SR . n-+1 1 1
13.a) Etablir I'équivalence suivante : j:f:"f'...n () ~ (n+ 1)( ) g e o

ek o T

b) En déduire I'existence de l'espérance E(}? n+1) de la variable aléatoire f,..,.:l.
) Justifier que X,41 est un estimateur du paramétre 6, Caleuler E(-fn+1 — #). Conelure.
d) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur n, la variable aléatoire N a1 admet-elle une variance ?



14, On note FE,.“ ln fonction de répartition de fh.l.l. Soit £ un réel strictement positif,
a) Etablir la relation : Yt € R, ffuﬂ (28=t) = f_;‘:““(t). En déduire que P([|Xy41-0] 2 £]) = 2 F;—,"ﬂ (f—&).

b) Montrer que la suite d'estimateurs (XH+1} converge en probabilité vers 4,

nElN.
¢) La suite (Xpn41) nen- converge-t-elle en loi vers la variable certaine 07

Qvﬁ:’f ST -

15, Pour tout entier n = 2, on pose ; Wy, =

a) On note fw, ., la densité continue sur R de W,,,.1. Montrer que ;

n+1 2n 41 1 1 g i e ',rr::{:z =1
YzréR, e = | Aret — ] 4 — 4
T fwi (@) I, | ( i ) [4 .ﬂ;( re nn(2 Tn+_1)) ] :-c( +4(2n+ 1))

: 1 x?
b) Montrer que pour tout z € R, on a ; ,‘hﬂl;m Ty, () = ﬁ exp ( ?) .

On admet que ce résultat implique la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (W, )“;,2 Vers
une varinble aléatoire T' qui suit la loi normale centrée réduite.

¢) On note @ la fonction de répartition de 7. Soit o un réel vérifiant 0 < o < 1; on pose : t, = & (1 - %) .

Déterminer un intervalle de confiance asymptotique pour @, centré sur X, 1, an niveau de confiance 1 — ¢
16. Dans le langage Seilab, la fonction gaert permet de trier les éléments d'une matrice réelle A :

& la commande geort (A, 'r?) renvoie une cople de A tride colonne par colonne, par ordre décroissant
(chaque colonne est triée indépendamment des autres) ;

e la commande gaort (A, ’c’) renvoie une copie de A triée ligne par ligne, par ordre déeroissant (chague
ligne est tride indépendamment des autres).

On suppose que # = 0 et on considére p réalisations (p = 10%) du (271 + 1)-échantillon (X, Xa, ..., Xan41).
Recopler et compléter le code suivant afin que son exéeution retourne un vecteur MedianaEmp de p réalisations

-

de la médiane empirique X,,41, puis un vecteur W de p réalisations de Wi, 4.

A=canchy (p,24n+1)

MedianeEmps «««::000.
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