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La présentation, la lisibilité, Vorthographe, lo qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements.entreront pour une part importanté dans appréciation dés copies.

Les candidats sont invités ¢ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document w'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronigue est
interdite. Seule utilisation d’une régle graduée est autorisée, -

Si au cours de Vépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énencé, il la Signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliguant les raisons des initiatives qu'il sera amené 4 prendre.

Partie 1 - Polynémes factoriels

On note-F, Vespace vecioriel des fonctions polynomiales & coefficients réels et, pour tout entier naturel r, on
note Fy, le sous-espace vectoriel des fowictions pelyriomiales & coéfficients téels de degyé iriférienr ou égal d r.
On note Uy lafonction x s a® avec Iz convention habituelle x° = 1, de telle sorte que Iz base canonigue de
F, est notée (Up, U5, .. U )
1)  Soit r, un entier naturel. On considére une famille (Qy, Q1. - - ., @r) de fonctions polynomiales de degrés

respectifs dy, dy, ..., dy avecdy < dy < -ov <y
L.a) . Onsuppose qu'il exdste des réels Ay, Az, ..., Ar nOR tous nuls tels que

A0Qo + MA@+ + A Q=0
En considérant m = max{k € [0,7] : \¢ # 0}, démontrer que 'hypothese précédente est absurde.
Qu'a-+-on afnst démontzé?

15) A quelle condition la famille {Qo, Q1, .. ., Q) est-elle une base de F,.? (On précisera s'il s’agit d"une
condition nécessaire, d"une rondition suffisante ou d’une condition nécessalre et suffisante.}

2)  Pourtout entier naturel r, le réel "z puissance r descendante” est noté z- et défini par

. 1
Yz eR, 3:1=3:(3:~—1)X---x(xw-r+1_)=n(_:1:~k}
k=20

avee la convention 22 = 1. On pose alors
YreN, Vi 1 e -

11 est clair que V, appartienta F.
2,4}  Quelles sont les racines de V. 2

2by  Démonirer quela famille (V5,V1,. .., V;) estune base de F,..

1
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2.¢)  Démoniret que, pour toutentier r > 2,

£l ezl

(On pourra raisormer par récurrence sur r.)

3 Id, Yentier r 2 1 estfixé et on compare la famille (Vincrer & la base canonique (Ug ngrgr de Uespace F,
des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a r.

3.a)  Démontrer qu'il existe une unique famille (o{r, £}),, ., de nombres réels tels que

T

U, =Y olr k¥

k)
3.b)  Etablir les relations suivantes :
¥reN", o{r,0) =0 {1
gir, ) =glrri=1 2)
air,r — 1} = 31,:«-2:«}3 3)
¥ & §2, 4+oo], oD =21 ~1 {4)

3¢} Démonirer que, pourtoutr € N* et pourtout k € fI,7], ona
a{r +1.k) =g{nk — 1)+ k&(r, k).

3.4)  En déduire que ofr, k} estun entier haturel rion nul peir tout r € N* et pour tout & € {1,r].
8.¢)  Lorre un code scilab qui affiche (au moyen de la commande disp) les listes (o(n, £)) ., PoUE 7
variant de 2 3 5. .

On pourra utiliser la commande ones{n,p) qui retourne la matrice de 9%, ,{R) dont tous les coefficients
sont égaux 4 1.
4.2)  Démontrer gue, pout tout entier naturel r, il existe une unique famille (s{r, k) }, .5, de nombres réels
tels que '

VzeR, k= Z sfr, k.
ksl

4b)  Soity & N* Démontrer que
Vet s{r +1,k) = s(r, kb — 1) ~r s{r, k).
B déduire la valeéur de s(r, 1),
4y  Dédaire de 4.b) que, pous tout r € N” et pour tout k € {1, 7], le signe de s(r, k) est celui de (—1)"¥,
4.d)  Démontrer que o(r,ris(r.,¥) = letque - | .

veelo,r—1), > a(nkis(k,4) =0
kef

4.e}  Caleuler s{r,r) pour toutr &€ N* et s(r,7 — 1) pour tout entier + > 2.
Partie 2 ~ Quelques propriétés de la loi de Poisson

Sous réserve d'existence, on note respeetivement E(A) et V(A), Uespérance et la variance d'une variable
aléatotre A-ef Cov(A, B), lu covarignee.de dewx variables aléatoires discrétes A et B.

Dans cette partie, on note X, wne varinble alénivive définie sur un espace probabilisé (1, A, P) qui suit la loi
de Poisson de parameire 8 > 0. '

Pour tout entier r 3> 1, an pose XT= X{X'— 1} 5t - =+ x {X — r+ 1} avec la convention X% = X% =1,

Avec la suite (alr, k}}, <oy GEfnie au 3.a) et la suite (s(r. k), <iey Bfinic au da), ona

Vre EI: 'f"C)OE, X" = Z U{?.a k}Xi o Xt= '8.{?"4 k)Xk
k=0 k=0

Onadmet ces deux vésultats sans démonstration.
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5.2)  Rappelersans démonstration les valeurs respectives de E(X ), V(X et E(X?}.
5b)  ExprimerX, X%, X% et X* en fonction des variables aléatoires X3, X2, X3 et X4,
5.¢)  Démontrer quela varisble alsataire X idmet des moments de tous ordres.
6.4) - Justifier que, pour fout entier v 3 1 la vanable aléatmre XT admet des moments de tous ordres,
6b)  Pour tout eitier r > 1, exprimer E{XT) en fonction dé r et de .
6.¢)  Calculer B(X?) et E(X*) en fonction de 6.
7} Pour ioutentier naturel k et pour tout réel 4 > 0, on pose
FOR =S @ gteky=m(r(6R).
7.4)  Pour tout entier & 2 0, calculer I’axpressmn de la dérivée partielle 8, {y)(8, k) et exprimer la variable
aléatoire $1{g)(8, X) en fonction de X et de 6.
7.bY  Vérifier que X X* = XI¥L 5 X% pour tout entier » 2 1. En déduire que Cov{X, X~ L) =",
7.¢)  Caleuler Cov{Bi{a}(4, X), XZ) et en déduire inégalité

¥9>0 YreN*, V(X7 »r2g¥r )

Partie 3 — Estimation ponctuelle de fonctions du parametre ¢

Le contexte et les notations sont ceux de la partie 2.

On suppose que le parametre § € R7 est inconniu et on cherche ici 3 estimier {#), ont ¢ est unc
fonction dérivable sur R% .

Pour v entier de N*, on considere dans. toute cette partie un n-échantillon (X, ... . X,,) de variables aléa-
toires mutuellement indépendantes qui, comme X, suivent toutes la loi de Poisson de pmmétre 6.

Pour tout 8 > 0 ef pour tout (k1,... . k,) € N, on pose

FiO k.. k)= (ﬂ[x =k} = Hfak,

ef

OO, ks, .. k) = £0(F B, By, ).

8.a)  Démontrer que les fonctions 8 — F{8,ky, ..., kn) et 6 G{8, k1, =<, kn) sont dérivables sur R} et
calcoler les dérivées partielles 91 (F)}(8, ki, .. . k) et S{GHE, ka, - . ., kn)e
8by  Pourtout§ > §,on pose Z = 8y (G}, X1, ..., X,). Démontrer que la variable aléataire Zp est centrée
et admet une variance strictement positive, notée J(4), que V'on calcalera.

On rappelle que : 5"l existe n séries absolument convergentes 3. viiy, ..., 3. Unk, felles gue
kL EN ke €N

Viky - kn) €N by k| S lengs| X X ong, )

alors la série T u, . x, est dite ahsolument convergente. On admet gue, dans ce cds, 1a somme

§' Uty ... kn

(Fto sk YEND

st bien définie.
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Oni rappelle I'énoncé de la Formule de transfert : si le série Y wa(ky, .., kn)F(0, k1, . .. k) est abso-
lument convergente (au sens qui vient d'étre rappeld), alovs In variable aléatoire discréte Uy = ug( X, . .., X)) est
d'espérance firie et - '

E{UQ} == Z ug(klf'":.kﬁ)F(91k11"'!kﬂ)

(Fep o By J 6N

= > matkn. . ka)P{IE =R 0es 01 [ X = Kal).
{1 ounnshn JEMT

Soit ¢ : N® — R, une application indépendanie de 8. On peut alors considérer la varigble aléatoire discrite
T =10, ... X,)
comme tin-estimnteur de {0).

On dira que Ia variable aléatoire T est wn gstin
(R1), (Ra) et (Ry) sont satisfaites.

ieiilier de (8) lovsgue les trois conditions suivarités

E(T) = p(8) (1)
V(T existe {B2)
VE0, 0= Yty E)R(F)B R k) (Rs)

(Bt yenidon YEN™
On notera gue la condition (Ry) sous-entend que le second menmtbre est In somme d'une sévie absolument convergente
(an seits vappelé plus hout).
9)  Dans cette question, on suppose que T est un estimatenr régulier de ¢(8).
9.a) Lavariable aléatoire T est-elle un estimateur sans biads de () ?

9.b)  Pourquoi la condition (Ry) n'est-elle pas une conséquence directe de la condition (B;)?

1) Seit T, un estimateur régulier du paramdtse o{0).
10.a)  Etablir les égalités suivantes:

Va6, & (0) = E(T x Z) = Cov(T, Za).

10.b)  En deduire Uinégalité

o (@)
Ve>0, V(I > ol

o I(#) 2 616 défind au 8.b).

11} Oncherche & simuler un échantillon de N réalisations de Zy pour différents couples {n, 9).
1l.a} Compléter le code scilab suivant en justifiaiit votre réponse.

function ech=7_th{n, theta)}

X=grard(n,N, 'poi? ,theta);

ech = (sum(¥, } - nxtheta)/theta
endfunction

sum(M, ’r’) etsum{M, *¢>) retournent respectivement les tableaux

1 P
(Cms) o (owm)
iz 1€5<p 7 1gign

=1

de tailles (size) respectives (1, p) et (n, 1).
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11.b) A Iaide de la commande histplot, on a fracé les histogrammes des échantillons obtenizs pour les

couples {n, 8) = (10, 4), (20,4}, (40, ) et {50,5).

A quels couples cortespandent les figures shivanies? (On pourra admettre que 1{9) = n/0.}
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0,15 |
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0,25 +
0,20+
0,15 |-
0,10
8,05+

o L

—10 -5

]
Figure C
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12) Soit un entier r > 1. On suppose ici que @(f) <= 7 et pour tout entier n supérieur ou égal 2 1, or pose

Su=Xi+ - --+X, et

Mon

LSS — 1 XX (S 4+ 1)

nt

12.a} Rappeler (sans démonstration) a loi de la variable aléatoire S, ainsi que son espérance et sa variance.

12.b} Démentrer que M, , estun estimateur régulier de 6", '
NB : Pour établir la propriété (Ry), n adnietira que 1a série est absolument convergente.

En déduire que

V(J r,n} =

r2gtr-1

12.¢) Dans cette question, on suppose que r = 2. Calculer la variance de Ms ,, et démontrer que la suite

d estimateuirs de:§?

est convergente.

12.d) Pour un entier r 2 1 gueléonque, la suite

(Mo n)nz1

(.‘an ) vzl

&’ estimateurs de 7 est-elle convergente ? (On powutra commencer par calculer, en fonction de entier k ¢ N*
un équivalent de E{(5%} lorsque n tend vers -+00.)
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Partie 4 —Le cas p{8) =48
Le contexie ¢t les notations sont ceux des parties 2 ¢t 3. :
Dans cette partie, on compare deux estimateurs du paramgtre inconnu 4,
13) Pour tout entier » supérieur ou égal 2 1, on pose
= B
X n— -i-i X e

=l
13.a) Démonirer que Xy, est unestxmatem- régulier du parameétre 6.
13.b) Que devient 'inégalité du 10.b)?
Om dit qu'un estimateur régudier de-8 est efficace lorsque sa variance est minimale parmi les estimatenrs |

réguliers de 8. N ' -

14) Soit Y, un estimateur régulier de 4. Pourr tout réel o, on pose
Plo) =Xn + eV — X )
14.a) Vérifier quep{e) est un estimateur régulier de 6 pour tout'a & R.
14.b) En déduire que
Cou(X,,¥) = 2.

14.¢) Exprituer V(Y — X)) en fonction de V{¥} et de V(X,,). En déduire qu'un estimateur éfficace de 8 est
presque siirement Lnique. -

15) Pour toutentier n > 2, onpose

L1
15.a) Exprimer W, en fonction de E X7 etde X i

=1
15.b) Démontrer que W, est un estimateur sans biais de &,
15.¢Y Démontrer gue W, admet une variancé (qu'on ne cherchera pas-a calculer).
15.d) Frudier la mnverg_-em}ei des deux suites d'estimatetirs (Xﬂ_)nél et {Wi Iny2 du paramétte inconmu 6,
~ On pourra démontrer que : si une suite réelle (a,) e converge vers o € R et si deux suites (Yrdnenw et
{Zn)nen de variables aléatoires convergent en probabilité vers les réels y et 2 respectivement, alors la suite de
variables aléatoires (4, (Y, — i)}, ooy CONVerge en probabilité vers le réel a(y - 2).

16) On simule des échantillons.de /¥ réalisations des estimateurs X, W, et
I S
W= 13- %)
i=T

avec » = 50. En comparant les figures suivantes, relier chaque histogramme  I'estimateur qui lui correspond.
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Fin de Vénoncé
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