CoNcOURS ECRICOME 2023, CORRECTION

ECT2 22/23

EXERCICE 1

PARTIE 1

1. On peut compléter la fonction Python de la facon suivante :

import numpy as np

def suite(n,ul):
u = ul
for k in range(2,n+1):
u = 5/12%u+1/3
return u

2. (a) Pour tout réel x on a les équivalences :

5 1 5 1
= (1—5)3::1
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7 1
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4

Finalement :

5 1 4
I’équation = = 3% + 3 admet ¢ = - cqmme unique solution (sur R).

(b) Pour tout n de N*; on a :
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Donc :

la suite (v,,),,~, est bien géométrique, de raison

12

Remarque : une fagon plus élégante de mener le calcul est la suivante :
Un+1 = Up41 — 14

= i (2l (car £ est solution de I'équation & = —-z + 1)

- 12 n 3 12 3 car est solution ae l'equation r = x
5 5

= —Uup,— =L
127 12
5

- 12 (un —0)
5

= ﬁv"'

(c) Comme la suite (vy,),,~, est géométrique de

1

12 3

. ) . .
raison 7o (¢f question précédente), on a, pour

tout n de N* :
vn:<

12

5

n—1
) V1.

(d) Soit n un élément de N*. D’apres la question précédente, on a :

5

n—1

d’ott unf(u1€)<

5

n—1
> (¢f définition de (vn),>,)

12 12
d’out  uy — 1 = <u1 — é) (5>”1
7 7) \12
dot  wu, = (u1 = 4) (5>"—1 + é
7)\12 7

On a obtenu, pour tout n de N* :

U u—4 inil—ﬁ—f
o\ T 7 )\ 12 7
PARTIE 2
3. (a) Ona:
Ax (94 4N\ [ 9x4+4x3\ [ 36+12 [ 48
1=\ 3 8 3 ) \3x448x3 ) \12+24 )\ 36

et

4
8

—1
1

9
i (!

)

(

-5
5

9x(-1)+4x1
3x (—1)+8x1

)-(5)

(b) Avec le résultat de la question précédente, on obtient :

48

AXy = ( 36

et :

)=
e (5)=(V)

4

3 ) =12X,

5Xs.



Comme X; # ( 8 ) et Xo # ( 8 ),onendéduitque:

’ 2 et 5 sont des valeurs propres de A et que X; est un vecteur propre pour A -associé a la valeur propre 12-

‘et X5 est un vecteur propre pour A -associé a la valeur propre 5-.

4 -1 a b
4.Ona.P—(3 1 >_<c d)enposanta—4,b——1,C—Betd—l.

Le déterminant de la martice P est donné par :

det(P)=ad —bc=4x1—-(-1)x3=7#0

donc ‘ P est inversible ‘ et :

5. On a:
PDP™! = PDQ (cf question précédente)

B 4 -1 12 01/ 1 1
- 3 1 0 5 )7\ -3 4
_ /4 12 0 1 1
A N | 0 5 -3 4
_1/4 4 12 12

o7\ 3 1 —15 20

1/ 48415 48-20

— 7\ 36—-15 36420

_ 1763 28

T o7\ 21 56

B 9 4

- 3 8

= A

On a bien obtenu :
A=PDP".
6. Notons P, la propriété définie par : <A™ = PD"P~1s.
Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.

Initialisation :
On a:
PD°Pt=PIP ' =PP ' =1=A"
donc P, est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, 11 est
vraie.

On a:
AL = 4mA
= PD"P'A (P, vraie)
= pPD"P'pDpp! (¢f question précédente)
= PD"IDP™!
= PD"DP!
pprHip-1



Donc P,,4+1 est vraie (lorsque P, 'est).

Conclusion :
Pour tout n de N, P,, est vraie, c’est-a-dire que :

‘pour tout n de N, on a : A" = PD"P~ L. ‘

7. (a) On a:

On a obtenu :

(b) Soit n un élément de N. On a :

) (¢f question 4.)

A"X = PD"P7'X (¢f question 6.)
1
= PD”? ( _13 ) (d’apres la question précédente)

12" 0

4 -1

3 1 0o 5"
4 -1 12"

3 1 —-3.5"
4.12™ + 3.5"

3.12" —3.5™ ¢

On a obtenu, pour tout n de N :

(5

1
7
1
7
1
7

) (car D est diagonale)

eI
PARTIE 3
8. e Comme on suppose que le jour 1 il fait beau, il est impossible qu’il pleuve le jour 1. D’ou :
by = P(B1) = 0.

e Le jour 1, il fait beau (c¢f hypothese). La probabilité qu’il fasse beau le lendemain est donc

3
égale a 1 et celle qu'il pleuve le lendemain est égale a 1 — —

1
1; c’est-a-dire que 'on a :

4

az = P(A3) =

4

1
§etb2:P(BQ):Z

9. (a) Il est clair que la famille (A, B,,) est un systéme complet d’événements. Avec la formule

des probabilités totales, on en déduit :
P (An-i-l)

P(An) X §+P(Bn) X %

4

P(An) X PAn (An+1) + P(Bn) X PBn (An-‘rl)

(%)-



()

Détail de (x) : sachant qu’il fait beau le jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain

3 . 3
est T dott: Py, (Apt1) = T

1
Sachant qu’il pleut le jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 3’ d’ou :
1

PBn(An+1) - g

On obtient aussi avec la formule des probabilités totales et le méme systéeme complet
d’événements :

P(Bnt1) = P(Ay) X Pa,(Bpt1) + P(By) X Pp,, (Bnt1)
— P(A) x % + P(By) x ; (54).

Détail de (xx) : sachant qu’il fait beau le jour n, la probabilité qu'il pleuve le lendemain est

301 !
1_1:17d0u: PAn(BnJ'_l):z

1 2
Sachant qu’il pleut le jour n, la probabilité qu’il pleuve le lendemain est 1 — 3= d’ou :
2
Pp, (Bn-i-l) = §

On a bien obtenu :

P(Apir) = %P(An) + %P(Bn) et P(Boi1) = }lp(An) + ;P(Bn).

Remarque : en toute rigueur, on devrait traiter le cas n = 1 a part pour ne pas étre amené
a conditionner par un événement de probabilité nulle. Ce cas est facile a vérifier avec la
question précédente :

3 1 3 1 3 1 2 1 2 1

On a:

_ %an + %bn
B %an + %bn

On a bien obenu :

Ap41 _ Gnp
(i )=

Comme la famille (4,, By,) est un systéme complet d’événements, on a: P(A,,)+P(B,) =1

ce qui se réécrit :
an + b, = 1.

P(B,).



0

Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N*.
donc P; est vraie.

Ml— 1 (
Hérédité :

Soit n un élément de N*. Supposons que la propriété P,, est vraie et montrons que P,

est vraie.
n 1 _ n—1 1
() = o)

10. (a) Notons P, la propriété définie par : <<( Z" ) =M1 ( 1 >>>.

Initialisation :
Ona:

O =
"
I
~
N
O =
"
Il
7N
O =
"
I
7 N
> Q
==
N~~~

On a:

Donc P, est vraie.

Conclusion :
Pour tout n de N*, P, est vraie, c’est-a-dire que :

pour tout n de N*, on a : < Z” ) :M”_l( (1) >

(b) Soit n un élément de N*. On a :

(5 ) = (s
- (&) (o)
- (2) (o)

1 1/ 412m 435771
T o12n-i7 \ 3a2ntt—35nd

127~ 1 5" 1

_ 1 4 12n + 3 12n— 1on—1

- 127~ 1 5N 1
7 3. 1on—1 — 3.

12n— qon—1

4+3 (5"
3-3(3)""

) (¢f question précédente)

) (d’apres la question 7.(b))

On a donc :




11. (a) Soit n un élément de N*. On a :

3 1
Apt1 = Zan + §b" (d’apres la question 9.(a))

3 1 )
= Zan + 5(1 —ay,) (d’aprés la question 9.(c))

3

4

3 1 1
- <4 3)“”3
5 1

T o3

On a bien obtenu, pour tout n de N* :

5) 1
Ap41 = Ean + g

(b) La suite (ay),>, vérifie :

5 1
=1 et V N*, api1 = —an + =.
al [ n e , Q41 12& +3

Donc, avec u; = 1, les suites (uy,), -, et (an),,~; coincident (x). Avec la question 2.(d), on
en déduit que 'on a, pour tout n de N* :

e (1-8Y(B)' T A3 (5)T 40
" 7/ \ 12 77\ 12 7

Remarque : on retrouve bien le résultat de la question 10.(b).

(¢) Soit n un élément de Nx. On a :

b, = 1-—a, (dapresla question 9.(c))
5\"" 4
= 1- < 12> + 7) (d’apres la question précédente)

On a obtenu, pour tout n de N* :

n—1
p 8 3 (5\""
7T T \12

Remarque : on retrouve bien le résultat de la question 10.(b).

5 n—1
li — =0.
n=rtoo (12> 0

On en déduit (¢f question 10.(b)) :

lim a, = lim § 3 n71+é—éet lim b, = lim §—§ i "*1_§
n——+o0o n_n—>+oo7 12 7_ n——+oo n_n—>+oo7 7 _7

12. Comme —1 < % <1l,ona:




13. (a) La probabilité qu’il fasse beau durant les 9 premiers jours et qu’il pleuve le dernier jour est :

Or:

Détail de (x) :

Donc

P(AlﬂAgﬂAgﬂA4mA5mA6mA7ﬂAgﬂAgﬂB10).

P(AiNAyN...NAgN By)

P(Al) X PAl (AQ) X PAlﬂAg (AS) X ... X PAlﬁA2ﬂ...ﬂAg(A9) X PAlﬁAgﬁ...ﬁAg (Blo)

3 3 3 1
1XZX1X”'XZXZ (%)
N—————

cf les <regles qui régissent la météo> de la destination.

4

i

la probabilité qu’il fasse beau durant les 9 premiers jours et qu’il pleuve le dernier jour est égale a —

3

4

)8.

(b) La probabilité que le voyageur reparte sous la pluie est égale a :

P(Blo) = blO-

Avec la question 10.(b), on obtient donc que :

la probabilité que le voyageur reparte sous la pluie est égale a :




EXERCICE 2

PARTIE 1

1. Pour tout x de R,ona: 14+ e > 1> 0. Comme la fonction In est définie sur |0, 4+o0[, pour

>0
tout = de R, In (1 + e”) bien défini.

Par conséquent :

‘ f est bien définie sur R. ‘

2. e Notons v la fonction définie, pour tout = de R, par : u(z) = 14+e®. On a alors, pour tout x
de R :

d’otu, pour tout x de R :

e D’apres le point précédent, on a, pour tout x de R :

>0
=

CI

= >
1+e"
——

>1

f'(z)

Par conséquent :

la fonction f est strictement croissante sur R.

3. eOna: lim 14e°=1. Or, lim1 In(z) =In(1) = 0, d’ot, par composition :
Z——00 z—

lim f(z)= lim In(1+e%)=0.
r——00

r—r—00

e D’apres le point précédent :

‘la courbe %r admet une asymptote au voisinage de —oo : la droite d’équation y = 0.

4. (a) Ona: lim 14" =+0c0. Or, lim In(z)= 400, d’on, par composition :
r—+o0 z—+o0

lim f(z)= lim In(1+e") = +c0.

T—+0o0 Tr—r 400

(b) Pour tout = de R, on a :

r+n(l+e ™) = In(e’)+In(1+e %)
= In(e"(1+e™"))
= In (ew + eo)
= In(e”+1)
f(@).

On a bien obtenu, pour tout = de R :

f@)y=z+n(l+e7).




(c) Avec la question précédente, on obtient, pour tout x de R :
f@)—z=z+In(l+e®)—az=mn(1+e").

Or, par composition (et somme) : lim 14+ e ® =1, d’ou, & nouveau par composition :
’ xr—+400 ’ ’

lim In (1 + e_x) =0
r——+0o0
ce qui se réécrit :

xgrfoof(x) —x=0.

Par conséquent :

‘la droite (D) d’éqaution y = x est bien asymptote & la courbe € au voisinage de +oc.

(d) On a déja vu dans la question précédente que, pour tout z de R, on a :
f@)—z=In(1+e").

Or, pour tout  de R, 1 + e™® > 1, d’ou, pour tout x de R, par stricte croissance de la
>0
fonction In sur |1, 00| :
In(1+e¢ ) >1In(1) =0.
————
=f(z)-=

Donc :

‘la courbe € est au dessus de la droite (D) sur R. ‘

5. Une équation de la tangente (Tp) & % en son point d’abscisse 0 est :

y =" (0)(x = 0) + f(0).

0
f(0) =In (1 —|—eO) =1In(2) et f/(0)= ﬁ - %

donc :

1
une équation de (7p) est : y = 5% +In(2).

6. (a) D’apres ce qui précede, le tableau de variations de f est le suivant :

T |—00 0 400

/+oo

/() In(2)

0 /

10



(b) Les allure de la courbe €% et des droites (D) et (Tp) sont les suivantes :

s
-
-

“(my)

2
1+ 1n(2)y

1

})

___,../,
—— - "]

e
I

7
]

Remarque : dans cette question, il convient de tenir compte :

du fait que f est strictement croissante sur R,

des limites de f en 400 et —o0,

de la valeur de f(0),

du fait que la droite d’équation y = x est asymptote & € au voisinage de +oo et que €%

est au-dessus de cette droite sur R.

PARTIE 2

7. (a) Soit n un élément de N. Soit x un élément de [0,1]. On a :

n+1>n dou
d’ou
d’ou
d’ou
d’out

d’olt

(n+1)xz >nx (z>0)

—(n+ 1z < —nzx

e~ (MHT < o= (ar croissance de z — e” sur R)

1+ e—(n+1):v <1+ e

In (1 + e_("'H)z) <In(1+e ™) (par croissance de z — In(z) sur [1, +o00l)

gnt+1(2) < gn ().

On a bien obtenu, pour tout n de N et tout x de [0,1] :

| g+1(@) < gula). |

11



(b)

Soit n un élément de N. D’apres la question précédente, on a, pour tout x de [0,1] :
Int1(z) < gn(2).
On en déduit (par croissance de 'intégrale avec des bornes triées dans 'ordre croissant) :
1 1
/ gnt1(z)da < / gn(z) dz ce qui se réécrit :
0 0
InJrl < -[n

Donc :

la suite (1,,),,~, est bien décroissante.

—nx

Soit » un élément de N. Pour tout x de [0,1], ona: 1+4e > 1. Avec la stricte croissance
de la fonction & — In(z) sur [1, +oo[, on en déduit que, pour tout x de [0,1], on a :

In(14e") >In(1) = 0.
Par conséquent :

1
In:/ ln(l—i—e_"m) dx > 0.
0

La suite (I,,),,~, et donc minorée (par 0). Comme elle est de plus décroissante (¢f question
précédente), on peut conclure que :

la suite (1,,),,~, est convergente.

Soit n un élément de N. On a :

1
1, / Ixn(l+e ™) da
0
—nx

1
[mxln(l—&—e_m)]é—/o x%dm (%)

—nx

1
e
= In (1 + efn) -0+ n/o xm dx (par linéarité de l'intégrale)

n

_n L re

Détail de (%) : par intégration par parties, les fonctions x — x et x — In (1 + e~ "%) étant
dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].

On a bien, pour tout n de N :

1 —nx
xe
I,=In(l1+e " —dux.
n(ien)n [
Soit n un élément de N. On a :
1
Ve c[0,1], 1+e ™ >1 don Vzelo,1], rppe=— <1 (par décroissance de x —> i sur [1,+o0[)
e nT
. re ™ _ _
dou Vzel0,1], ———— <ze ™ (Vzel0,1], ze " >0)
1+ene

N T e _
d’ou / ——dz < / ze ™dx
0 14+e 2 0

12



()

Uge e !
d’on n/ 7dx§n/ ze "dx (n>0)
o 1+ene 0

1 nx

re-

d’ou ln(l—l—e_")—I—n/ 7dm§ln(1+e_")+n/

o 1 +ene

0

1

re "dx

1
doun I, <In (1 + efn) + n/ xe " dx (cf question précédente).
0

Avec ce que 'on a vu dans la question 7.(c), on peut en effet conclure que, 'on a, pour

tout n de N :

1
0<I,<ln (1+e7")+n/ xe " dzx.
0

Soit n un élément de N*. On a :

Lo = o ()] - [ () e 0

1 1
= -0+ = / e " dx (par linéarité de I'intégrale)

—e
_ _ 1
—e " 1 |—e™®
= + —
n n n d
—e " 1 (—e™" -1
n n n n
—e ™ e 1
n n? n?
—e " —e "4+ 1
n n2

Détail de () : par intégration par parties, les fonctions * — z et z —

dérivables et de dérivées continues sur [0, 1].

On a en effet, pour tout n de N* :

1 -n —n
_ —e 1—e
rze ™"dx = + -
0 n n

D’apres les deux questions précédentes, on a, pour tout n de N* :

—e™"  1—e™"
Oglngln(1+e‘")+n( +—
n
c’est-a-dire :
—-n —-n 1—e™
0§In§1n(1+e )—e + —.
n
On montre comme plus haut que 'on a :
lim In (1 + efn) =0.
n——+o0o
De plus, comme lim e™" = 0 (par composition), on a :
n—+oo
1—e "
lim —e ™™+ i
n—-+o00 n
Par conséquent (par somme) :
1 _ —n
lim In (1 —|—e_") —e "+ i 0.
n—-+oo n

13
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—nx

étant



Le théoreme d’encadrement permet donc de conclure que :

lim 7, = 0.

n—-+oo

9. (a) La fonction suivante convient :

import numpy as np

def gn(n,x):
return np.log(l+np.exp(-n*x))

(b) Vu la figure obtenue, on peut conjecturer que :

‘la suite (nly)n>1 converge.

2

Remarque : de plus, vu le code fourni, il semble que la limite de la suite (nl,),>1 soit %

14



EXERCICE 3

>0
2
2s
1. e Pour tout x de | — 0o, s, f(x) = 0 > 0 et, pour tout x de [s, +oo|, f(x) = —5— >0
NG
>s3>0
Donc, pour tout = de R, f(z) est positif.
e La fonction f est continue sur R éventuellement privé de s (car constante sur | — oo, s et

un quotient de polynémes -dont le dénominateur ne s’annule pas- sur |s, +00[).

e Comme f est nulle sur | — oo, s[, I'intégrale / f(z) dz converge et on a : / f(z)dx = 0.
Pour tout réel A de [s,+o0] : B p

A Ao 2 A A
25 , (A2 , (-1 L (-1 (-1 L (-1 1

2 +oo
-5
et comme : lim — +1=1, on obtient que l'intégrale () da converge et que
A—+oo A2 s
—+oo
lon a : (z)dz =1.
s Yoo

Par conséquent, 'intégrale f(z)dx converge et on a :
oo

“+oo s —+00
f(x)d:c:/ flx)dx + (z)de=0+4+1=1.

Finalement:

’ f est bien une densité de probabilité. ‘

2. Soit  un réel. Déterminons F'(z) = / ft)dte.

e Cas x < s. On a alors :

Pla) = /;f(t) dt — /;Odt 0.

e Cas s <z. On a alors :

xT

F(x) f)dt

Il
;>
o
Q.
~
+
N

8

%)

B| =,
(oW
~



On a donc bien, pour tout = de R :

3. Pour tout z de ]s, +oo], on a :

) — =8\ () o2
F(x)_O—Qx(x2>><(x) =5

Comme F' est continue en s (F' est continue sur R en tant que fonction de répartition d’une
variable aléatoire & densité), on en déduit le tableau de variations suivant :

T S +00
F'(x) +
1
F(x) /
0
tp s 5\2 2 . S
Detalls:F(s):1—<7) =1-1"=0et lim — =0donc:

S T—+00 I

lim F(z)= lim 1— (5)2 ~ 1

r—r+00 Tr—r+00

La courbe représentative de F' (sur R) est la suivante :

Remarques :

e Une autre démarche pour obtenir la dérivée de F' sur |s, +oo| consiste & constater que f
est continue sur |s, +oo[ ce qui permet d’affirmer que F' est dérivable sur |s, +oo[ et que,
pour tout x de cet ensemble, on a : F'(z) = f(x).

2
e La fonction F' est dérivable sur |s, +o00[ car la fonction 2 — (ﬁ) est dérivable sur |s, +-00[

x
en tant que quotient de fonctions polynomiales (le dénominateur ne s’annulant pas sur |s, +00[).
En revanche, la fonction F' n’est pas dérivable en s, c’est la raison pour laquelle on a con-

sidéré x appartenant & ]s, +oo[ et pas & [s, +oo[ lors du calcul de la dérivée de F (F est
2

2s

néanmoins dérivable a droite de s et I'égalité F’(z) = —5 est valable pour tout z de
x

[s,+00[ en assimilant dérivée et dérivée & droite dans le cas particulier x = s, ce qui est

peut-étre toléré vu la question posée).

16



4. (a) On avu dans la question précédente que F est continue et strictement croissante sur [s, +0o.
Avec le théoreme de la bijection, on en déduit que :

F réalise une bijection de [s, oo sur |F(s), lim F(z)| =0,1].

r—r+o0

(b) Soit y un élément de [0,1[. On a :
0<y<l dou 0>-y>-1
dou 1>1-y>0

dou 1< T (par décroissance de © — 1 sur |0, 4+o00[)

d’ol (par croissance de & — /x sur [1,+00])

S
A
Hﬁ
IE
<

doun 1<
ou S\ 1Ty
. 1
dot s<sy/—— (s>0)
I-y
d'on s < G(y).

On a donc bien, pour tout y de [0,1] :

‘G(y) € [s,—l—oou

(¢) Soit y un élément de [0,1]. On a :

2 2

1 1 1 1
row =r (s /1) 21 [ =) =1 () == m
1—y/) % s /113, 1 S 1

1
Détail de (%) : d’apreés la question précédente, s T > s et d’apres la question 2., pour
-y
2
tout z de [s, o0, F(z) =1— (f) .
z

On a bien obtenu, pour tout y de [0,1] :
F(Gy) =y

5. (a) La fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1] est la
fonction Fy définie pour tout x de R par :

0 si <0 0 . <0
si @
Fy(x) = z =0 si 0<z<1 =< 2z si 0<z<l1
L=t 1 si 1<w
1 si 1<z -

(b) e Soit # un élément de [s,+oo[. On a :

P(V<z) = P(GU)<a)
= P(F(GU)) = F(x) (%)
— PWU<F@) ()
= Fy(F(z))

= F(x) (car 0 < F(z) < 1 -cf question 3.)
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Détail de (%) : justifions que les événements [G(U) < z] et [F(G(U)) < F(z)] sont
égaux. Sil’événement [G(U) < x] est réalisé, alors on a : G(U) < x et, par croissance
de F, F(G(U)) < F(x) donc 'événement [F(G(U)) < F(z)] est réalisé.
Supposons que 'événement [F'(G(U)) < F(z)] est réalisé et montrons que I’événement
[G(U) < z] Pest. S’il ne P'était pas, on aurait G(U) > x et, par stricte croissance de F'
sur [s, +oo|, on aurait F(G(U)) > F(x) ce qui est exclu.
Détail de (xx) : d’apres la question 4.(c), qui s’applique car U suit une loi uniforme sur
[0,1] ce qui permet de supposer que U est & valeurs dans [0, 1] (une densité de U est la
0 si z<0
fonction z —> ¢ 1 si 0<x <1 quiestnulleen dehors de [0,1]).
0 si 1<=x

On a bien obtenu, pour tout x de [s,4+o0] :

|P(V <2)=P(U < F(x)) = F(a).|

e Soit x un élément de | — oo, s[. D’apres la question 4.(b) (qui s’applique car on peut
supposer que U est & valeurs dans [0,1]), G(U) est & valeurs dans [s, 4oo[, d’ou :

PV<z)=P(GWU)<z)=P(@)=0.
On a bien obtenu, pour tout z de | — oo, 5] :

P(V <) =0.

(c¢) Notons Fy la fonction de répartition de V. D’apres la question précédente, on a, pour tout
rde R :

0 si x<s F(z) si z<s
Fy(z) = . = . = F(x).
F(z) si s<z @2 | F(x) si s<zx

Par conséquent, V' et S ont la méme fonction de répartition, ce qui permet de conclure que :

‘ V' est une variable aléatoire de méme loi que S. ‘

. On peut compléter la fonction S de la fagon suivante :

import numpy.random as rd

def S(s):
U = rd.random()
S = s*np.sqrt(1/(1-U))
return S

Détail : on utilise la question précédente qui permet d’affirmer que si U suit la loi uniforme

1
sur [0, 1[, alors G(U) <: s 1(]) a la méme loi que S.
“+o0
. La variable aléatoire S admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale / xf(z) dx con-

— 0o

+oo
verge, auquel cas : E(S) = / xf(z)dz.

— 00
S

Comme f est nulle sur | — oo, s[, 'intégrale / zf(x)dx converge et on a : / xf(x)de =

Pour tout réel A de [s, +oof :

/sAxf(x)dx:/sAx%dx—% / —dx—QS [L = 25> (;11—<_:>>=2s2 (;1—#2
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10.

_ 92

+oo
et comme : lim + 2s = 2s, on obtient que l'intégrale / zf(x)dx converge et que
A—+o00 A s

—+o0
l'on a : / zf(x)dz = 1.
S J’_Oo
Par conséquent, l'intégrale / zf(x)dx converge et on a :

/+oomf(x)dx:/s :cf(x)dm+/+ooa:f(w)dx:O+2S:28.

Finalement :

‘S admet une espérance, donnée par : E(S) = 2s. ‘

La variable aléatoire S admet une variance si, et seulement si, X? admet une espérance, c’est-
—+oo

a-dire, si et seulement si, l'intégrale / 2?2 f(x) dz converge. Comme f est nulle | — oo, s,
— 00

+oo +oo
Iintégrale / 2 f () dz converge si, et seulement si, I'intégrale / z2f (z) da converge. Or,
S

— 00

pour tout réel A de [s,+00] :

/szf(x) dz = /Ax22;3 dz = 25> /A; dz = 25> [ln(x)}:‘ =252 (In(A) — In(s))

A—+4o00
Par conséquent :

+oo
et comme : lim 2s? (In(A) — In(s)) = 400, 'intégrale / 2? f(x) da diverge.
S

‘ S n’admet pas de variance. ‘

La probabilité qu’un employé ait un salaire d’au moins §s est donnée par :
P(5235> 1—F(3s>
2 2
s\ 2
= 1- (35) (¢f question 2.)

2
2
3s
92\ 2
)

»

“fe)
: 5

On a en effet obtenu que :

3 4
la probabilité qu’un employé ait un salaire d’au moins 53 est égale a : 9

La variable aléatoire N,, est égale au nombre de réalisations de I’événement <le salarié considéré
. N N . s . . e s 4
a un salaire horaire d’au moins 557 événement qui se réalise avec probabilité (constante) —

(¢f question précédente) au cours de n expériences successives aléatoires indépendantes (par
indépendance mutuelle de Sy, Sa, ..., Sy).
On en déduit que :

4
N, suit la loi binomiale de parametre (n, 9).
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11. D’apres la question précédente, IV,, admet une espérance et une variance, donnée par :

4n 4 4 _4nx5_20n
9 "9 81

4
E(Nn):nx§ ?etV(N)—nxgx 1—§

12. La probabilité qu’au plus 2 employés parmi les n aient un salaire horaire d’au moins —s est
donnée par :

P (N, <2)
P ([N, =0]U[N, =1]U[N, =2])
= P(N, =

+ +P(N, =2) (%)
(8O ()

+7.g g)” 1+2('(n_2;!)'91 (g
) R (a) e 0y
Py ey
(

) : par incompatibilité 2 & 2 des événements [N,, = 0], [N,, = 1] et [N,, = 2].

<Z> (3)2 (1 . g)n_z (car N,, < B (n g))
>n2
2

Détail de

Finalement :

y . . .3
la probabilité qu’au plus 2 employés parmi les n aient un salaire horaire d’au moins 3%

est égale a : > ”+4£ > n_1+—8n(n—1) > i
gareas gy 9 \9 91 9)

13. (a) Pour tout k de [1,n], Sk admet une espérance, donnée par : E(S;) = E(S) = 2s (¢f
question 7.). On en déduit que M,, admet une espérance qui est donnée par :

E(My)

1
1

= QL (E(S1) + E(S2)+ ...+ E(Sy)) (par linéarité de 'espérance)
n

1
= %(28—‘,-284-...-{-28)

n termes
1
— X 2s8n
2n
s.
On a obtenu :

E(M,) =s.

(b) Dans ce programme, on simule Si, Sa, ..., S1000 via 1000 simulations de la variable
aléatoire S (avec s = 1330) et & la fin de celui-ci :

LF contient la liste des valeurs prises par My, Mo, ..., Miggo-
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(¢c) e On obtient des courbes différentes car :

les valeurs contenues dans la liste F' sont obtenues a partir de simulations

de S, simulations qui sont aléatoires.

e Vu les courbes obtenues :

on peut conjecturer que plus n est grand, plus les valeurs prises par M,, sont proches de s (=1330 ici). ‘
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