MATHEMATIQUES APPROFONDIES - EMLyon 2023

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maj%ﬁe??w

EXERCICE 1

Dans cet exercice, 2 désigne un élément de |0; 1[. Pour n € N*, on pose S,, =
k=1
1. a) Soit £ € N*. On démontre la double inégalité demandée, tres classique, en rappelant que la
fonction inverse est continue et décroissante sur ]0;+ool, de sorte que :
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Puisque k < k + 1, 'inégalité de la moyenne donne alors :
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b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Par sommation de 'inégalité précédente pour k variant de
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Et enfin : Z / —dt / —dt d’apres la relation de Chasles.
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On a donc bien démontré : Vn>2, S, —1< " <S5, ——.
1 n
"1
c) Pour tout entier n > 2 : / zdt = In(n) — In(1) = In(n), donc la double inégalité donne
1
I’encadrement de S, :
1 1
Vn>=2 8,—1<In(n) < S, <1+Inn)et In(n) <S5, —— < — +1In(n) <S,,
n n

1
Donc: |Vn>2, —+In(n)<S,<1+In(n)
n

d) En divisant les membres de la double inégalité précédente par In(n) qui est strictement positif
pour tout entier n > 2, on obtient :

Vn > 2,




ou lim +1=0+1=1= lim + 1.
n—-+oo 1 In(n) n—-+oo In(n)
Sn
Le théoreme d’encadrement permet de conclure que : lim —— =1,
n—-+00 ln(n)
ce qui prouve I'équivalent :
~ 1
Sn n——+00 n(n)
2. Informatique.
a) Analysons ligne par ligne la fonction proposée :
def rang(a): # un seuil a est passé en argument de la fonction

k=1 # la variable k correspondra au rang courant
s=1 # initialisation : S1 =1/1 =1
while s < a: # tant que la valeur de s ne dépasse pas le seuil a

k = k+1 # on considére le rang suivant
s = s+1/k # on ajoute a la somme l’inverse du nouvel entier k
return k # valeur du rang courant aprés la sortie de boucle

On comprend donc que cette fonction renvoie, si donc donne la valeur 50 au réel a passé en
argument, le plus petit rang k tel que Sy > 50.

b) Le code suivant :
from numpy import exp
exp (49)
renvoie :  1.9073465724950998e+21, qui est donc une valeur approchée de e*’
Comme on sait que : S, < In(n) + 1, alors pour N = [e*| (partie enticre), il est clair que
Sy <49+ 1 = 50, donc que le premier rang k tel que S, > 50 sera supérieur a N, sans doute
proche vu I'équivalent précédent. Autant dire au passage, que l'ordinateur va prendre un temps
tres long pour trouver ce rang, puisqu’il explore un a un tout les entiers jusque 1a!
n—1
3. a) Soit n € N* et t € [0;z]. La somme Ztk ! Zt] est celle des termes d’une suite géométrique
k=1 7=0
de raison t # 1 puisque 0 < t < x < 1, donc selon la formule du cours :
11—t
k=1
b) En intégrant la relation précédente de 0 & z, ce qui est posssible puisque t — Ztk’I est une
k=1
fonction poynomiale, donc continue sur [0, ; z], tandis que ¢ — — st aussi continue sur 0 x]
oul—t#0:
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c) Pourtout t € 0z]: 0<t<z(<1l),doncl>1—-t>1—2>0etl< 1 t< 1 par
— —

stricte décroissance de 'inverse sur R7.



En multipliant tous les membres de cette double inégalité par ¢" > 0, on obtient :

t t
Vte[0;2], 0< < .
€ [0;4], ST

Les fonctions concernées sont continues (selon la variable t) sur [0; 2] et 0 < x, donc par positivité
et croissance de I'intégrale, on en déduit :

Loy 1 * Tt
Vn € N*, 0</ dt < /t"dt: .
o 1—t 1—2z Jg (n+1)(1—x)
xn+1
Comme z €]0;1[ : alors lim z"™' =0et lim =0.
Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure :
1 n
lim dt = 0.
n—+oo [ 1-—
n xk
d) Les résultats des deux questions précédentes permettent donc d’écrire : lirf i In(1—x),
n—-+0o0

n

ce quil prouve que la série E — converge , et a pour somme totale :
n=1

+oo

Z%:—mu—x).

EXERCICE 2

1. Soit n > 2 un entier.

a) On réalise ici le calcul classique de la fonction de répartition F,, de Z,,, en justifiant soigneusement
chaque étape : pour tout réel x, on commence par calculer

P(Z, > z) =P(min(Xy,...,X,)>z) =P([X; > z]N...N[X, > z]) par définition du min
=P(X; >z) x---xP(X, >z) par mutuelle indépendance des (X;)i<i<n

= (PX;>2)"=(1-PX; <2)" car les (X;)1<i<n suivent la méme loi

EAN

Osiz <0
Or d’apres le cours sur la loi uniforme : Vz e R, P(X; <z)=(zsi0<z <1

On en déduit : lsix>1

1-(1-0)"=0siz<0
Ve R, Fule)=1-P(Z,>2)=1-(1-P(X;<2)" =¢1-(1—2)"si0<a <1
I—-(1-1)"=1siz>1

b) La fagon la plus rapide de justifier que Z,, est une variable a densité est la suivante :
On remarque dans les calculs précédents, que F,, = 1 — (1 — Fx,)", ou Fy, est continue sur R,
de classe C! sur R sauf en 0 et en 1 puisque c’est la fonction de répartition de la loi uniforme sur
[0;1] qui a été étudiée en cours.
Vues les opérations réalisées a partir de F'x, pour obtenir F},, on peut donc dire que F}, conserve
les propriétés précédentes de Fl,, ce qui garantit que Z, est une variable a densité.



¢) On obtient alors une densité de Z,, par dérivation de F},, sauf en 0 et en 1 ot on décide de conserver
I'expression de F! qu’on va obtenir sur ]0;1[, de sorte qu'une densité f,, de Z, est définie par :

Ve eR, fu(x)= 0—n(-1).(1—2)" " =n(l—2)"'size0;1]

0 sinon (dérivation d’une constante)

. Informatique.

La fonction qui suit simule une réalisation de la variable aléatoire Z;5, comme minimum de 10
réalisations de la loi uniforme a densité sur [0;1] :

def VarZ(n):
from numpy import min
from numpy.random import random
return min(random (10))

. On étudie ici la limite de F),(z) lorsque n tend vers 400, pour tout réel x :

Vo €] —o00;0], F(xr) =0donc lim F,(z)=0

n—-+00

Vo € [1;400], F,(z) =1donc lim F,(z)=1

n—-+o0o

Vo €]0;1[, Fo(r) =1—(1—2)" avec 0 < 1 — 2 < 1 donc lirf l-(1-z)"=1-0=1
n—-+0Q

Osiz <0

1siz>0

)
n—-4o0o

Ainsi: VxeR, lim F,(z) = {

Et donc F,(x) tend vers F(z) ou F est la fonction de répartition de la variable certaine égale a 1,
en tout point de continuité de cette derniere (soit pour tout x € R\ {1}).

On en conclut que la suite de variables aléatoires (Z,),>2 converge en loi vers une variable certaine
égale a 1.

4. a) On rappelle que Z,, = min(Xy,...,X,) : 'événement [Z,, = X, ] est réalisé si et seulement si
X, est le minimum des n premieres variables aléatoires (X7, ..., X,,), donc si et seulement si X,
est inférieur ou égal aux (n — 1) autres variables aléatoires Xi,..., X, 1 : on peut en fait écrire

I’égalité d’événements

Or : Z,_1 qui ne dépend que de Xy,..., X, _; est, d’apres le lemme des coalitions, indépendante
de X,,.

On peut donc appliquer le résultat admis dans I’énoncé de la question 4 : la variable aléatoire
Zp-1 — X, a pour densité la fonction g, _1, de sorte que :

+oo
P(Z,=X,)=P(Z,.1— X, 20) = / Gn1(2z)dz
0

- /01(1 ) ldr = [ - M]l = % CQFD.

n 0

1
b) On vient de voir que P(Z,, = X,,) = P(T,, = 0) = — : ce résultat suffit pour conclure que 7}, n’est
n
pas une variable a densité, car sinon on aurait, pour tout réel z, P(7T,, = x) = 0.

¢) Informatique. La fonction suivante calcule et renvoie une réalisation de la variable aléatoire
Tw="Zp— X, =min(Xy,...,X,) — X,.
On prendra garde au fait que 'appel random(n) renvoie un vecteur de n réalisation indépendantes
d’une loi uniforme sur [0; 1], mais qu’elles sont numérotées de 0 & n — 1 en Python.



5. a)

def VarT(n):
from numpy import min
from numpy.random import random
X = random(n)
return min(X) - X[n-1]

La variable aléatoire Tsyo ne semble pas discrete, elle semble bien prendre toutes les valeurs de
'intervalle [—1; 0] qui n’est pas dénombrable (les 20000 valeurs ont été rassemblées en 2000 barres

de I'histogramme selon les intervalles de longueur o= régulierement distribués sur [—1;0]).

Le rectangle a droite de la figure a une hauteur égale a 50, ce qui pour un échantillon de 20000

50 1

20000 ~ 400

valeurs signifie que la fréquence d’apparition de la valeur 0 est égale a

1
Ce n’est pas exactement égal a P(T500 = 0) = —— mais c’est assez proche en termes d’ordre de
5 5

grandeur : la différence pourrait étre imputée a la fluctuation d’échantillonnage.

PROBLEME

Préliminaire

1. D’apres le résultat rappelé en préambule, E* = L(E,R) est, puisque E et R sont de dimension finies
respectivement égales a n et 1, de dimension finie et :

dmE* =dimF x dimR = dim E.

2. Soit ¢ un élément de E*, c’est-a-dire une forme linéaire de £ dans R.

a)

b)

L’image Imy de ¢ est toujours un sous-espace vectoriel de I'espace d’arrivée, ici R. Par conséquent :
dimImy < dimR = 1, ce qui implique que Im¢p est soit de dimension 1, soit de dimension 0.

Si dimIme = 0, alors cela signifie que Imp = {p(z)| x € E} est réduit a {Og}, et donc que :
Vo € E, ¢(x) = 0g. Dans ce cas, dong, ¢ est I'application nulle.

Sinon dim Imp = 1 = dim R, et comme Im¢p est un sous-espace vectoriel de R, cela implique donc
que imp = R : par définition, cela signifie que ¢ : E — R est surjective.

Dans le cas ou ¢ n’est pas I'application nulle : alors dimImp = 1 et ¢ est surjective, d’apres ce
qui précede.

Le théoreme du rang s’applique alors, qui donne :
dimkergp 4+ dimImy = dim ' <= dimkerp =dim F — 1,

ce qui signifie bien que kery est un hyperplan de E.

Partie I - Des exemples

3. Premier exemple.

Dans cette question, p € N* et E = R,[z], qui est de dimension p + 1.

1
On considere l'application g : E — R définie par : VP € E, ¢g(P) = / P(t)dt.
0



a) Il est clair que pour tout P € E, g(P) € R (une intégrale est un nombre réel).
Pour P et () éléments quelconques de E, et pour un réel A quelconque :

gA\P+Q) = /01 (AP)+Q(t))dt = )\/01 P(t)d?H—/O1 Q(t)dt = X\.g(P)+g(Q) par linéarité de l'intégrale,

donc g est bien une application linéaire de F dans R : g € E*.

b) Il est clair que g n’est pas l'application nulle : si P est le polynéme constant égal a 1, alors
g(P)=1#0.
D’apres le préliminaire, g est alors surjective et surtout, dimkerg =dimE —1=p+1—-1=p.

c¢) Pour k € {1,...,p}, on considere la fonciton polynéme Qy : x +— z* — k+r1

Il est clair que : Yk € {1,...,p}, deg(Qx) = k, donc la famille (Q1,...,Q,) est échelonnée en
degrés : c’est une famille libre de E.

De plus, pour tout k € {1,...,p} :

<Q>—/1(Q<t> : )dt—/lt’“dt Lo [ ] e L g
k) = | e ) = k+1 ke R¥L T RA1 k41
donc en fait : (Q1,...,Q),) est une famille libre de p vecteurs appartenant tous a kerg, qui est

lui-méme un espace de dimension p : (@1, ...,),) est par conséquent une base du noyau kerg.
4. Second exemple.
Dans cette question, on conserve £ = Ry[z] (p € N*) et f: E — R est définie par f(P) = P(0).
a) Pour tout P € R,[z], P(0) est bien un réel (c’est en fait le coefficient constant de P).

Pour P et () éléments quelconques de E, et pour un réel A\ quelconque :

fAP+Q) = AP+ Q)0) =AP(0)+Q0) = Af(P) + f(Q),

donc f est une application linéaire de E dans R : c¢’est bien un élément de E*.
b) Soit P € R,[z] :
f(P)=0 < P(0) =0 <= 0 est racine de P <= le coefficient constant de P est nul.
On en déduit que : mathrmkerf = Vect(z, 2%, ..., 27) ou z* désigne, pour tout k € {1,...,n},
la fonction puissance k-ieme.

La famille (z,2?,...,2zP) est génératrice de kerf et elle est libre, comme sous-famille de la base
canonique de E : c¢’est une base du noyau de f.

5. Dans cette question, on revient au cas général.
Soient f et g deux éléments de E*, non nuls, tels que kerf C kerg.

a) Puisque f et g sont non nuls, alors d’apres ce qui a été vu dans le préliminaire,
dimkerf = dim £ — 1 = dim keryg.

On sait alors que l'inclusion ker f C kerg et 1’égalité des dimensions des deux noyaux, assurent
I’égalité d’espaces vectoriels :
ker f = kerg.

b) Puisque f est non nul, alors kerf est un hyperplan de E, et par conséquent kerf est strictement
inclus dans F : il existe donc bien un vecteur xy de E qui n’appartient pas au noyau de f.

¢) Comme Op appartient toujours au noyau de f, g # Op et dim Vect(xg) = 1. Par conséquent,
dimkerf + dim Vect(zp) =dimE — 1+ 1 =dim E.
Par ailleurs, considérons un élément x de kerf N Vect(xzg) : il existe A € R tel que 2 = A.x, et

f(z) =0 <= X f(x9) =0. Comme z( ¢ kerf, f(z¢)# 0, donc A =0, et :

x € kerf N Vect(zg) = = = 0g, donc kerf N Vect(zy) C {0g}.



L’inclusion réciproque est toujours vraie puisque ker f et Vect(xg) sont des sous-espaces vectoriels
de F, donc a ce titre chacun d’eux contient Og.

ker f N Vect(zg) = {0p}
Ainsi : donc ker(f) et Vect(zo) sont supplémentaires
dim ker(f) 4+ dim Vect(zg) = dim F

dans E :
ker f @ Vect(zg) = E.

On pose h = g(xg)f — f(xg)g : c’est une application linéaire de E dans R puisuge c’est une
combinaison linéaire de f et g.

Comme f et g ont le méme noyau :
Va € kerf, h(z) = g(xo)f(z) — f(z0)g(z) = g9(x0).0 — f(20).0 = 0.

Par ailleurs :  h(zo) = g(x0)f(z0) — f(z0)g(x0) = 0,
donc pour tout élément x de Vect(zg), h(x) = h(A.xzo) = A.h(xy) = 0.

Comme kerf et Vect(zg) sont supplémentaires dans E, on en conclut que : Vo € E, h(z) = 0,
c’est-a-dire que h est I'application nulle.

Le résultat précédent signifie que sous les hypotheses formulées au début de la question sur f et
g, il existe o € E \ kerf tel que :

— f(r)g — _ 9(x0)
g(wo)f — f(z0)g =0 &= ¢ f(mo)f’

puisque f(zo) est un réel non nul. Les deux formes linéaires f et g sont donc proportionnelles.

Partie II - Hyperplans et formes linéaires

6. a)

Soit H un hyperplan de E, et (ey,...,e,_1) une base de H : cette base est en particulier une
famille libre de n — 1 vecteurs de E qui est de dimension n, donc d’apres le théoréeme de la
base incompléte (opportunément rappelé par 1’énoncé au début du probleme), il existe un n-iéme

vecteur e, de E qui complete cette famille de sorte que & = (e, ..., e,_1,€,) soit une base de F.
Osized{l,...,.n—1
b) Soit ¢ I’élément de L(F,R) = E* défini par : ¢(e;) = { o { '
lsit=n
Une application linéaire est entierement définie, et de fagon unique, par les images qu’elle attribue
aux éléments d’une base de E : c’est bien le cas ici.
D’ailleurs, pour tout vecteur z de F, décomposé de facon unique dans la base £ sous la forme
by — Z x;.e; (ou les x; sont donc des réels), la linéarité de ¢ permet d’écrire :
i=1
o) =0 <= ingo(ei) =0 < z,=0,
i=1
n
donc ker(p) = { in.ei} Ty = 0} = Vect(eq,...,eq_1) = H.
i=1
Dans la suite de cette partie, on considere un entier p > 2 et une famille (fi,..., f,) de formes

linéaires sur F, ainsi que 'application f: F — RP

r (fl(x)v SR >fp(x))

L’énoncé tenait pour acquis que f est une application linéaire.



7. Soit x € E :

vekerf < (fi(z),..., f,(x)) =(0,...,0) < Vie{l,...,p}, filz)=0

p
<~ Vie{l,...,p}, x €Ekerf; < xeﬂkerfi.
i=1

Les équivalences qu’on vient d’écrire assurent bien 1’égalité d’ensembles :

kerf = ﬁ ker f;.

=1

8. On suppose dans cette question que l'application f est surjective.

a)

b)

Soit (1, ...,¢,) la base canonique de RP : par définition méme de la surjectivité, le vecteur &; de
R? admet au moins un antécédent = par f dans F.

Soient (a,...,a,) des réels tels que aq.f1 + ... + au.fp soit Iapplication nulle dans E*; cela
signifie que :

p
Ve e E, Y aifi(z)=0.
i=1

Si on écrit cette égalité pour 'antécédent de 1 dont on a précédemment justifié ’existence, alors
cette égalité devient :

a1 = 0 puisque (fl(x), . .,fp(x)) =(1,0,...,0).

En procédant de méme avec un antécédent z; par f de chacun des vecteurs ¢; de la base canonique
de R? pour 1 < 7 < p, on obtient successivement les relations :

ZOQ]CZ(ZEQ) =0 < &2:0...,Z&i.fi(l'p):0 < Ozp:0.

i=1 =1

n
Ainsi : Zai.fi:():alzagz---:ap:(),
i=1
Ce qui démontre que la famille de formes linéaires (f1,..., f,) est libre dans E*.

9. On suppose dans cette question que 'application f n’est pas surjective.

a) L’hypthese faite suppose alors que Imf # R et plus précisément que Imf est strictement inclus

dans R? : en termes de dimensions, cela implique que

dimImf =m < p.

b) Soit alors (ey,...,e,) une base de Imf : c’est en particulier une famille libre de R”, qu’on peut
compléter puisque m < p, en une base (e1, ..., €m, €mi1,- .., €p) de RP.
Puisque m < p, on a ce faisant complété la famille (ey, ..., e,,) avec m — p > 1 vecteurs supplé-

mentaires : par conséquent, on peut dire que m < p — 1 et donc que
Im(f) = Vect(ey,...,ey,) C H = Vect(ey,...,ep1).

Or (eq,...,ep—1) est une famille libre de R?, en tant que sous-famille de la base (e, ..., e,) : c’est
donc une base de H, donc dim H = p — 1 et H est un hyperplan de RP qui contient Imf.



c) D’apres la question 6. : H étant un hyperplan de RP, ¢’est donc le noyau d’une forme linéaire non
nulle ¢ € L(R?,R).
p
Or si on décompose tout élément y de RP sous la forme y = Z y;.€; dans la base canonique de

i=1
RP alors :

n p
Vy=(y1,- ), PW) =D viele) =Y aiy;
i=1

=1

ou les a; = ¢(g;) sont indépendants de y et sont non tous nuls, sinon ¢ est la forme linéaire nulle.

Il reste a dire, pour conclure cette question difficile, que : puisque Imf C H = keryp, alors :

Vo € E, f(z) € Imf donc ¢(f(z)) =0 <= o(fi(2),..., fp(z)) =0 <= Zazf,(x) = 0.

i=1

p

Il existe donc des réels (ay,...,a,) non tous nuls tels que Z a;. f; est 'application nulle :

i=1

la famille (fy,..., f,) est liée dans E*.

10. On suppose dans cette question que la famille (fi,..., f,) est libre dans I'espace vectoriel £*.
a) On a démontré a la question 9., 'implication :
f n’est pas surjective = (fi,..., f,) est liée.
Par contraposée, on a donc I'implication :
(fi,..., fp) est libre = f est surjective.

b) L’application f: E — RP, étant surjective, on a donc : Imf = R? et dim Imf = p.
Le théoreme du rang assure alors que :
dim £ = dimkerf + dimImf <= dimImf =n —p.
D’apres la question 7., ce résultat d’écrit aussi :

dim(ﬁkerfi> =n-—p.

=1

Partie III - Formes linéaires et structure euclidienne

Dans cette partie, 'espace vectoriel F est muni du produit scalaire { ; ).
Pour a € E, on note f, 'application qui a tout élément x de E, associe le réel f,(x) = (a,x).

11. Soit a € E.

a) L’application f, est bien définie de F dans R, il reste donc simplement a montrer qu’elle est
linéaire.
Or pour tous vecteurs = et y de E, et pour tout réel A\, d’apres la bilinéarité du produit scalaire :

fodz+y)={(a, \x+y)=A{a,z) + {(a,y) = \.fa(2) + fu(y),

donc f, est bien une forme linéaire sur E, c’est-a-dire un élément de E*.

b) Par définition : = € ker(f,) <= (a,x) =0 <= z L a, donc

ker f, = Vect(a)*.



c)

Si f, est application nulle, alors en particulier :

fala) =0 <= {(a,a) =0 < ||a|]|* =0 <= a=0g.

12. Théoréme de représentation des formes linéaires

On considére maintenant application ® : E — E* définie, pour a € F, par : ®(a) = f,.

a)

Pour tous éléments a et b de E, et pour un réel A quelconque, on a pour tout x € E :
O(Aa+b)(z) = frars(x) = Na+b,z) =A{a,x) + (b,x) = A fo(z) + fo(2),
d’ou I'égalité d’applications :
O(Na+b) = Af,+ fo = \®(a) + D(b),

ce qui prouve que P est linéaire.

Comme on 'a vu des la question 1. de ce probleme, les espaces vectoriels F et £* sont de méme
dimension.

Par conséquent, pour que & € L(F, E*) est un isomorphisme d’espaces vectoriels il suffit que
cette application linéaire soit soit injective, soit surjective.

On on a démontré a la question 11.c) que : f, est I'application nulle = a = 0, ce qui se réécrit :
<I>(a) = O[:(E,R) — a = OE,

et donc :  ker® C {0g}. Comme ® est linéaire, I'inclusion réciproque est toujours vraie, donc
ker(®) = {Og} et ® est bien injective : ¢’est un isomorphisme de E dans E*.

Ce qu’on vient de démontrer signifie que : pour toute forme linéaire ¢ € E*, il existe un unique
élément a de E tel que ®(a) = ¢ <= f, = ¢, ou encore :

il existe un unique a € E tel que : Vo € E, p(z) = (a,z).

13. Application aux formes linéaires sur M,(R).

a)

On redémontre ici le résultat tres classique selon lequel Iapplication ( ; ) : (A, B) — tr(‘AB)
est un produit scalaire sur R.

e D’abord : la trace d’une matrice étant la somme de ses éléments diagonaux, tr(tAB) est, pour
toutes matrices A et B de M,(R), un réel.

o linéarité a droite :
Pour toutes matrices A, B, B" de M,(R) et pour tout réel X :

(A, \.B+B') = tr("A\.B+B')) = tr(\. '"AB+'AB’) = A\tr("AB)+tr(*AB’) = \.(A, B)+(A, B'),

par linéarité de la trace.
o symétrie :
Pour toutes matrices A et B de M,(R), "AB est encore une matrice carrée d’ordre p, dont

. . , ey , t ,
la diagonale reste inchangée par transposition ; par conséquent, AB et sa transposée ont la
méme trace.

Or d’aprés les propriétés de la transposée, on a aussi :  (‘AB) = '‘B'(*A) = ‘BA, donc :
V(A B) € (M,(R))*, tr("AB) = tr('BA) <= (A,B) = (B, A).

e positivité et caractere défini :

10 © /q:\joﬁ,ﬁefyp\/



Pour toute matrice A = (otm)1 cijep €M »(R) : les coefficients de ‘A sont a; ; = aj; et d’apres
la formule du produit matriciel, les coefficients diagonaux de la matrice AA sont :

n

Vie[1;p], (‘AA); Zalkam—z a; k-

k=1
P p D

Par conséquent : VA € M,(R), (A, A) = Z "AA); Z Z aly, >
i=1 i=1 k=1

Ces calculs prouvent de plus ’équivalence :

(A,A) =0 = Zzam_o <= V(i,k) € [L;p]?, aip =0

=1 k=1

car une somme de réels positifs est nulle, si et seulement si chacun des termes de la somme
est nul.

Ceci prouve donc que : (A, A) =0 <= A =0,, donc que ( , ) est une forme bilinéaire
définie positive : c’est bien un produit scalaire sur M, (R).

b) D’apres le résultat obtenu a la question 12., appliqué ici au cas ou £ = M, (R) : pour toute forme
linéaire ¢ : E — R, il existe un unique vecteur de E = M, (R), c¢’est-a-dire une unique matrice
B carrée d’ordre p, telle que pour tout vecteur de F, c’est-a-dire pour toute matrice M carrée
d’ordre p, on ait :
o(M) = (B, M) =tr('BM).

En notant A = ‘B, définie de facon unique car B 'est, on a bien démontré Pexistence et 'unicité
d’une matrice A € M,(R) telle que :

VM € My(R), (M) = tr(AM).



