MATHEMATIQUES - Edhec E 2022

Proposition de corrigé par David Meneu
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72 _
Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬁ%-/ /2/79&/
Exercice 1

1. Pour toute matrice M € My(R), les produits JM et M.J de deux matrices carrées d’ordre 2, sont
encore des matrices de ce format, et leur différence également : VM € My(R), (M) =JM —MJ €
M,y(R).

Soient M et N deux matrices quelconques de M3(R), et A\, o des réels quelconques :
oNM+pu-N)=JNM+pu-N)—ANM+pu-N)J=X-IM+pu-JN—-X-MJ—pu-NJ
=A-(JM-=MJI)+p-(JN—=NJ)=X-o(M)+ - @o(N)
Donc ¢ : Ms(R) — My(R) est linéaire, ¢’est done bien un endomorphisme de My (R).

2. a) On calcule les images par ¢ des quatres matrices élémentaires de la base canonique de My (R) :
1 1\ /1 0 1 0\ /1 1 1.0 11 0 —1
» oK) = (1 1) <o o)_(o o) (1 1) - (1 0)‘(0 o) - (1 0>__K2+K3
1 1\ /0 1 0 1) /1 1 0 1 11 -1 0
» oK) = <1 1) (o 0)‘(0 o) (1 1) - (0 1)‘(0 o) :(0 1> =tk
10 00 10
s pli) = (1 0) B (1 1) 0 —1) 1 gHs
00 1
11 0

( K
o)) ()i

b) La matrice A de ¢ dans la base (K, K, K3, K4) rassemble en colonnes, les coefficients de la
décomposition des images (K1), p(K2), o(K3),¢(K,) dans la base (K7, Ks, K3, K4). Au vu des
résultats précédents :

oK) w(K2) @(K3) ¢(Ky)

o -1 1 0\ Ki
a-| =1 o0 0 1| K
1 0 0 -1 |K
0 I A

¢) On remarque que la matrice A est symétrique réelle : d’apres le théoréeme admis du cours, on
en déduit que A est diagonalisable, et il en est alors de méme pour I’endomorphisme ¢ qu’elle
représente.

3. a) En notant C, Cs, C5 et C} les colonnes de la matrice A, on remarque que C; = —Cjy et Cy = —Cj,
donc rg(A) = rg(C}, Cy). Comme C} et Cy sont non nulles et non proportionnelles, alors la famille
(Cy, Cy) est libre et de rang 2, donc rg(A) = 2.

Comme (K7, Ky, K3, Ky) est une base de M3(R), alors d’apres une propriété de cours :
Im(p) = Vect(p(K1), p(K2), @(K3), p(Ky)) = Vect(—Ky + K3, — K1 + K4)

puisqu’a nouveau, p(K3) = —p(K7) et (Ky) = —p(K,). Ainsi Im(p) est un sous-espace vectoriel
de My (R) de dimension rg(¢) = 2, et posséde une famille génératrice (—Ky + K3, —K; + K,) de
deux vecteurs : cette derniére est une base de Im(y).



b)

Comme ¢ est un endomorphisme dun espace vectoriel de dimension finie, le théoréeme du rang
s’écrit :

dim M3 (R) = rg(p) + dim Ker(¢) <= dimKer(p) =4 -2 =2.
L’indication de I’énoncé nous incite a calculer :  ¢(I) = JI —I1J = J —J = 0z et ¢o(J) =
J? — J? = 0y, donc (I,J) est une famille de deux vecteurs de Ker(yp) qui est de dimension 2 :

comme [ et J sont non-nulles et non-colinéaires, elles forment une famille libre et donc une base,
au vu de sa dimension, de Ker(y).

Les calculs matriciels donnent :

5 0 0 -2 0 -4 4 0
, o 2 —2 o0 s s -4 0 0 a4
A=y o o | tA=AxA= g gy

2 0 0 2 0 4 —4 0

on remarque donc que A% = 4A, donc on a bien A% —4A4 = 0.

Le résultat précédent signifie que P(X) = X3 —4X est un polyndéme annulateur de A ; les valeurs
propres de A se trouvent donc parmi les racines de P(X).

Or on peut factoriser immédiatement :  P(X) = (X% —4)X = (X — 2)(X + 2) X ; les racines de
P sont donc {—2,0,2}, et le spectre de A, et done de ¢, est inclus dans cet ensemble.

. Le script Scilab proposé par I’énoncé calcule rg(A — 21) = 3 et rg(A + 21) = 3. Le théoreme du
rang assure alors que dim Ker(p — 2Idy ) =1 = dim Ker(¢ + 2Id v, m))-

Or ces deux noyaux, qui sont donc non réduits & {02}, sont par définition les sous-espaces propres
de ¢ pour les valeurs propres 2 et —2 respectivement. Cela signifierait donc que —2 et 2 sont bien
valeurs de ¢, et que les sous-espaces propres associées sont chacun de dimension 1.

6. a)

T
Soit X = ZZ/ . On résout successivement :
t
—2r — Yy + =z = 0(Ly)
B B —r — 2y + = 0 (Ly)
o AX =2X <— (A—2[)X—0471 — - _ 9, _ ;= 0<L3)
y — 2z — 2t = 0(Ly)
(22 — y + oz =0
— —3y — z 4+ 2t = 0 L2 — 2L2 — L1
—y — 3z — 2t = 0L3¢+ 2L+ 1,
\ y — 2z — 2t =0
—2r — y + b4 =0
-3y — z + 2t = 0
— 8> — 8t — 0 Ls< 3Ls— Ly
L —4z — 4 = 0 L4 — 3L4 + L2

Les deux dernieres lignes sont proportionnelles : on peut supprimer L, par exemple, et le
systeme est échelonné avec une variable libre (¢). On écrit donc z en fonction de ¢, puis y et
x par substitutions remontantes, ce qui donne :

—2r—2t =0 < x=—t _tt
—3y+3t=0 < y=t X = _

z=—1 t

donc avec t € R quelconque



20 — y + =z = 0 (L)
B B —r + 2y + t = 0(Ly)
o AX=-2X <= (A+2)X =04y = - b2 — 4= 0(Ly
y — 2z + 2t = 0/(Ly)
(22 — y + =z =0
Yy + 3z — 2t = 0 L3 — 2L3 — Ll
L y — 2z + 2t =0
(22 — y + z =0
— 3y + z + 2t =0
8 — 8 = 0L3<+ 3Ls— Lo
L —4z 4+ 4t = 0Ly 3Ls— Lo
A nouveau les deux derniéres lignes sont redondantes, et ¢ est variable libre :
2042t =0 <= z=—1 _i
Yy+3¢t=0 <= y=—t done X = _t avec t € R quelconque
z=1t t

b) De ce qui précede on déduit que —2 et 2 sont bien valeurs propres de @ car les systemes AX = 2X
et AX = —2X possédent chacun une infinité de solutions.
On peut aussi en déduire les sous-espaces propres Fs(p) = Ker(p — 2lda,m)) et E_a(p) =
Ker(go + QIdMg(R)) :

mai = { (20 1) rem}=vea( (T} 1)) et ma= { (1 ) |rer) =vea((FF 7))

Ces deux sous-espaces propres sont chacun de dimension 1 car engendrés a chaque fois par une
seule matrice non nulle.

Le dernier sous-espace propre est Fy(p) = Ker(yp) = Vect([, J), dont on a vu a la question 3.b)
qu’il est de dimension 2 : 0 est bien valeur propre de ¢, de méme que —2 et 2, et ¢ n’a pas d’autre
valeurs propre d’apres 4.a).

D’ailleurs la somme des dimensions des trois sous-espaces propres vaut 4 = dim Ms(R), ce qui
confirme que ¢ est diagonalisable (mais on le savait déja).

Exercice 2

1. Le script suivant est un grand classique : tant que le joueur n’a pas perdu et n’a pas atteint le niveau
maximal n, il tente un nouveau niveau qu’il passe avec la probabilité p; ce dernier événement est
simulé via la commande rand() <= p qui utilise la loi uniforme a densité sur [0; 1].

p = input('entrez la valeur de p dans |0;1[ = ")
n = input('entrez la valeur de n ")
X =
while X < n & rand() <= p
X=X+
end
disp(X, 'le niveau du joueur est ")



2. a) Il est clair que le niveau atteint par le joueur est compris entre 0 et n : X,,(2) C [0;n].
Le joueur peut échouer dés le premier niveau, auquel cas [X,, = 0] est réalisé.

Pour tout entier £ € [1;n — 1] : I'événement [X,, = k| est réalisé si le joueur remporte les k
premiers niveaux, ce qui est possible, et échoue au k + 1-iéme, ce qui est possible également.

Enfin, I'événement [X,, = n| est possible et réalisé si et seulement si le joueur passe avec succes
les n niveaux du jeu.

On a donc bien justifié que X,,(Q2) = [0;n].

b) Comme dit ci-dessus, [X,, = 0] = R; est réalisé si et seulement si le joueur échoue dés le premier
niveau: P(X,=0)=1-p=q.

c) L'égalité d’événements : [X,, =n] = RN RyN...N R, issue des explications données en 2.a)
et la formule des probabilités composées, amenent a écrire :

P(Xn = TL) = ]P)(Rl) X ]P)Rl(Rg) X+ X ]P)Rlﬂ...r‘an_l(Rn) = pn
d) Pour tout entier k € [1;n—1]: [X,=k]=RiN...0 RN Ry4y. Ainsi :
P(R, = k) = P(Ry) X Pg, (R2) X -+ X Prinnri, (Bi) X Pri.nr, (Bra) = p"(1 — p) = pFq.

Si k = 0, le résultat vaut p°(1 — p) = ¢ = P(X,, = 0), donc cette formule générale est en fait
valable pour tout k£ € [0;n — 1].

3. Au vu de ce qui précede, on peut écrire :

Xn:P(Xn = k) = RX_:P(X” = k) +P(Xp =n) = ni:p’“(l —p)+p"

= (pk — pkH) +p" = po — pn_1+1 +pt =1 apres télescopage
k=0

4. a) La variable aléatoire X, est finie, elle admet don¢ une espérance donnée par la formule :

n n—1
E(X,) =Y KP(X,=k)=> kpfq+np"
k=0 k=1

n—1
b) En réécrivant :  FE(X,) = pq Z kp*=" 4 np™, on peut calculer la limite de F(X,,) quand n tend
vers +oo : [
n—1
e La somme Z kp*~! correspond & la somme partielle d’une série géométrique dérivée, conver-
gente puisqlilze1 de raison p €]0;1][.

1 1
D’apres la formule du cours : lim k:pk_1 = kpk_l = = .
"*+°°,€Z ; (1-p? ¢
o Puisque p €]0; 1], alors lim np™ = 0 par croissances comparées.

n—-+0o

1
Ainsi:  lim F(X,)=pgx - +0= b

n—-+o0o q q

5. a) Soit k € N quelconque : pour tout entier n > k+ 1, on a k € [0;n — 1], donc k € X,,(2) et on a
bien d’aprés ce qui précede, P(X,, = k) = pFq (alors que P(X,, = k) = 0 tant que n < k).

4 © fojor igons



b) Pour tout k € N fixé, la suite (P(X, = k))
peut donc écrire :

— donc stationnaire a partir du rang k£ 4 1; on

VkeN, lim P(X,=k)=pq

n—-+00
+oo
k 1 q ey . , .
Et comme Zp q = q X 1 = = = 1, alors par définition on a bien montré que la suite
-Pp q
k=0

de variables aléatoires (X,,)n,en+ converge en loi vers une variable aléatoire X d’univers-image
X(Q) = N*, dont la loi est donnée par la formule générale : Vk € N, P(X = k) = pkq.

¢) On pose Y = X + 1.
Puisque X () =N, alors Y/(Q) = {k + 1| k € X(Q)} = N* et pour tout k € N* ;

PY=k)=P(X+1=k =PX=k—-1)=p""¢

On reconnait la loi géométrique de parametre ¢, qui est donc suivie par Y. Le cours sur cette loi

donne alors : E(Y) = —. Mais alors, par linéarité de 'espérance, E(X) existe et vaut :
1 1—q p
EX)=EY-1)=E(Y)=1=-—-1=——"="=%
q q q

On remarque donc que E(X) = lim E(X,).

n—-+o0o

Exercice 3

1. Puisque n est un entier supérieur ou égal a 1, la fonction f, : © — est bien définie et dérivable

r+n
sur [0;1], avec :

l-(x4+n)—z-1 n
Ve e [0;1], fi(z)= = >0
rel0)), fns =t =
La fonction f,, est strictement croissante sur [0;1]
T 0 1
fal@) +
1
1+n
fTL /
0
! x
2. Pour tout entier n € N*, on pose :  w,, = / —dux.

o n(z+n)

"1
On remarque donc que : Vn € N*, u, = — fn(x)dz.

o n
Or I'étude de fonction faite a la question précédente permet de constater que :

Vn e N*, Ve e [0;1], 0< folz) < ! <:>0<1f()< L
n X s L, Sl —— X \T)x T/~
’ n+1 n n(n+1)

La fonction f, est continue sur [0; 1], donc d’apres I'inégalité de la moyenne :

1

1
0-(1=0) < [ ~fu@)de < dfractn(n+1)-(1=0) 4= 0 <y € o



1 1

1
3. Pour tout n e N*: 0 <y, < ———— < —. Or la série Z —; converge, comime série de Riemann
n

nin+1) = n?’

n=1

d’exposant a = 2 > 1.

Le théoreme de comparaison des séries a termes positifs assure alors que la série 5 Uy, est

n=>1

convergente.

n
4. Pour tout n de N*, on pose : 5, = Zuk.
k=1

a)

b)

5. a)

b)

Par définition, le fait que la série de terme général u,, converge, signifie que la suite (S, )npen+ des
sommes partielles, est convergente. On note ~ sa limite.

1 1 1— 1
Pour tout n € N*: — — _nt n_ .
n n+l nn+1) nn+1)
1
Ainsi : Vn e N*, 0 < u,, < — — n . Par sommation de ces inégalités, on en déduit :
n o n
Vne N, 0< ; U < En 1__lg — 0<S5,<1- A
p —k k+1 n+1

Le passage a la limite dans ce dernier encadrement donne :
0<y< L
La suite (u,)nens st a termes positifs, donc la suite (S),),en+ des sommes partielles est croissante :
Vne N S0 — Sy =ty = 0.

Pour tout k& € N* et tout z € [0;1] :

a b alz+k)=bk (ax(a—Db)k
ko xz+k  zlx+k)  wmlr+k)
Par identification des coefficients au numérateur avec L, on en déduit que :
k(z+ k)
a =1 x 1 1
=b=1, d —_— == —
{(a—b)k —o ¢ L ¥ oy 2 AR

On en déduit que, pour tout k € N* :

uk:/olﬁdx:/()l(%— y )dx:%u—())—[1n(x+k)]1:%—m(kﬂ)“m(k).

z+k z+k 0

Par sommation de la relation précédente, on déduit que pour tout n € N* :

n n

Snzguk:Z%—;m(kH)—m(m :Z%— (In(n +1) — In(1))

k=1 k=1 k=

3

—In(n +1).

| =

[y

n

1
6. Pour tout entier n € N*, on pose : T}, = Z — —In(n).

a)

k

k=1
On remarque que pour tout n € N* :

n+1

Tn:Sn+1n(n+1)—1n(n):Sn+ln( ):Sn+1n(1+%).

n—-+00 n—400

1
Or lim S, =~et lirf In <1 + —> = In(1) = 0 par continuité de In sur |0 ; +oo],
n

donc la suite (T},),en+ converge et lirf T, = .
n—-—+0o0



b)

On retrouve ici une question extrémement classique en voie ECE : il y a plusieur fagons possibles
de la rédiger.

o Avec I'Inégalité des Accroissements Finis : la fonction logarithme népérien est dérivable sur
1
]0;4o00] et Vo > 0, In'(z) = —.
x

La fonction inverse est strictement décroissante sur |0 ; +oo[, donc pour tout n € N* et tout

1 1 1

D’apres I'Inégalité des Accroissements Finis, on en déduit que pour tout n € N* :

<In(n+1) —1In(n) <

S

‘(n+1—=n)<In(n+1)—In(n) < %-(n—i—l—n) =

n+1 n+1

1 4 1 o 1
n+l x n
La fonction inverse est continue sur [n;n + 1], donc d’apres I'inégalité de la moyenne :

o Avec des intégrales : on reprend le fait que Vn € N*, Vz € [n;n + 1],

1 nHh 1 1
n_i_l-(n—{—l—n)é/H Edzég-(rw—l—n) = n+1<ln(n+1)—ln(n)<ﬁ.
On a alors, pour tout n € N* :
n+1 n 1 1
Tn+1—Tn=;—ln(n+1)—k1E+1n(n):n+1—(ln(n—i-l)—ln(n))<O,

donc la suite (7},)nen+ est bien décroissante.

La suite (S,,)n,nn+ est croissante de limite v, et la suite (7},),en+ est décroissante de méme limite
~; on en déduit que :
vneN, S,<~v<T,.

D’aprés 'encadrement précédent : lorsque T}, — S, est inférieur ou égal & 1072, le réel S,, représente
une valeur approchée par défaut de la limite v & 1072 prés (et T), est de méme une valeur approchée
par excés de la méme limite).

Pour tout n € N*: T, — S, = In(n + 1) — In(n), quantité qu’on peut évaluer a tout moment et
qui finit par étre aussi petite qu’on veut puisque, comme on 'a déja vu :

ngrfoo In(n+ 1) — In(n) nEToo In(1+21)=0.

n =
s = 1-log(2)
while log(n+1l) - log(n) >

n = n+

s=s + 1/n - dlog(n+l)+log(n)
end
disp(s)

A Texécution, le script affiche, pour une valeur calculée de n = 1000, la valeur 0,576 comme
approximation par défaut de v & 1072 pres.
n
Remarque : on a été obligé ici de calculer de proche S, = Zuk via la relation de récurrence
k=1

Snt1 =S, —In(n + 1) + In(n) a cause de la valeur initiale s = 1-1og(2), alors qu’il aurait été

1 "1
plus efficace de calculer la somme Z A d’abord, pour en déduire finalement S,, = Z T In(n) :
k=1

k=1
moins de calculs et moins d’accumulation d’erreurs d’approximations par Scilab.



Probléme

Partie 1

1
Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, on pose I(p,q) = / 2P(1 — z)dz.
0

1. a) La fonction z — 2P(1 — z)? est continue sur [0; 1] en tant que fonction polynémiale : ce fait suffit
a garantir que l'intégrale I(p, q) est bien définie.

b) Soit (p,q) € N x N*; on réalise une intégration par parties dans l'intégrale I(p, q) en posant :

u@) = (1-2)1 — o(x) = —q(1 — )"

V' (z) = aP — v(x)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;1], donc par intégration par parties :

p+1 41 1 p+1
Ip.a) = (0= oy 2] = [ -
0

p+1 p+1
= (1-1)- _(a—op. L4 1xp+1(1—x)q—1dxzif(p+ 1,g—1).
p+1 p+1 p+1) p+1

L’énoncé admettait alors que l'on peut en déduire par récurrence, I’égalité :

Ig!

V(p,q) € N x N, H%®:@+®!

I(p+q,0).

Note : le sujet Edhec E 2008 n’admettait rien du tout et demandait une preuve :
on la rédige assez aisément en raisonnant par récurrence sur la seule variable entiére p,

la propriété P(p) étant : "Vq € N, I(p,q) = o q)!l(p +4q,0)".
2. a) Pour tout (p,q) e Nx N:
1 1 pPratl 11 1
1@+qﬁ%=A:ﬂﬂﬂ—xfwﬁiéZW%m:[p+q+Jo:p+q+r
de sorte que :
plg! plg! plg!

V(p,q) e NxN, I(p,q) =

I(p+q,0) = =

(p+q) P+ x(p+qg+1) (p+qg+1)

b) On en déduit que pourtoutpeN'/lxp(l—x)pdx:](p p) = pxp! = (p!)”
’ Jo ’ (p+p+1)!  (2p+ 1)

Partie 2

Dans cette partie : Vn € N, anzwet by, : x>—>{a z*(1—2)" size 0]

(n!)? 0 sixz ¢ [0;1]

3. La fonction b, est positive sur R : elle est nulle en-dehors de [0; 1], et sur [0;1] c’est le produit de
trois facteurs positifs : «,, > 0 par sa définition (une factorielle est toujours strictement positive),
2" >20si0<e<let (1—2)">20si0<z< 1.

La fonction b, est continue sur | — 0o ;0] et sur |1; +oo[ comme fonction constante nulle, et continue



sur |0 ; 1] comme fonction polynomiale. Elle est donc continue sur R sauf peut-étre en 0 et en 1.
(elle est en fait continue en ces deux points, mais la vérification est inutile pour que b, soit une
densité.)

Enfin, puisque b, est nulle en-dehors de [0; 1] et polynémiale sur ce dernier intervalle, alors

+oo
'intégrale / b,(x)dz converge et vaut :

[e.o]

+o00 1 2 1! ! 2
/ by(z)dx = o, X / z"(1 —x)"dx = (2n +2 ) X (n!) =1 d’apres la partie 1.

o
La fonction b, est donc bien une densité de probabilité.
On considere désormais une suite de variables aléatoires (X, ),en, ot X, admet b, comme densité.

(1—a)’ =1 sizel0;1
4. Lorsque n = 0, la densité by est définie par : Vz € R, by(z) = ot (() z) S? . ¢ {O’ 1}.
six :

On reconnait ici une densité de la loi uniforme sur [0; 1].

5. a) La variable aléatoire X, est a support borné, donc elle admet une espérance qui vaut :

+oo 1 2n+1) (n+1)ml n+1 1
E(X,) = = Hl—z)"dr = a,- 1 1 = ( = ==
(Xn) /_ by (z)dw /0 ™ (1) e = I(nt ) = = o T = 5,52~ 2

[e.9]

b) De la méme facon, la variable aléatoire X,, admet un moment d’ordre 2 qui vaut :

oy +eo 2 o _(2n+1)! (n+2)!n!_ (n+1)(n+2) o on+2
E(X")_/oo ant™ (1) e = oI (n42,m) = =X o T T Ry D@n 1 3) 2201 3)

La variable aléatoire X,, admet donc une variance, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

) o (n+2) "1 2(n+2)-(2n+3) 1
V(X,) = E(X;) — BE(X,)" = 2om+3) 1 4(2n + 3) T 8n+ 12

1
¢) Soit € > 0 quelconque; en reconnaissant que IP’(‘X” — 5‘ > 8) = ]P(|Xn — E(X,) ), et vu que

X,, admet une variance, alors on peut utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, qui donne :

V(Xn)

1
(8n + 12)e2’

1 1
Ve >0, P(Xn—é{%)g ,soit:0<P<‘Xn—§‘>g)<

Puisqu’une probabilité est toujours positive, et puisque lim = 0, alors d’apres le

RN I
théoreme d’encadrement, on a bien :

Ve >0, lim P(‘Xn IS 5) — 0.

n—-+00

Partie 3

x

Dans cette partie : pour tout n € N, on définit la fonction f, : = — an/ t"(1 — t)"dt, pour tout
0

x e R.

6. Pour tout réel = :  fo(z) = ao/ (1 —)%dt =1 x / 1dt = z.
0 0

1 1
7. a) Pour tout n € N: f,(1) = an/ t"(1 —t)"dt = / b,(t)dt = 1 d’apres ce qui a été fait dans
0 0
la partie 2.



b)

8. a)

9. a)

Le changement de variable affine v = 1 — ¢ dans Uintégrale f,(z) = a, / t"(1 —t)"dt donne :
0
1—x 1—x
VeeR, fu(x)= an/ (1 —w)"u"(—du) = —&n/ u™(1 —u)"du
1 1

— —Oén-</10 u"(1 — u)"du + /011 u'(l—uw)"du=1- f,(1 —2)

donc en effet : Ve e R, f,.(z)+ fu(1 —2) = 1.

En écrivant la relation qu’on vient de démontrer, pour x = %, on obtient :

1 1 1 1

G+ () =1 <= 2f(3)=1 = fu(3) ==
2 2 2 2

La fonction f,, est en fait, par sa définition sous forme intégrale, la primitive qui s’annule en 0
de la fonction ¢t — a,t"(1 — t)", laquelle est polynémiale donc continue sur R : la fonction f,, est
donc bien de classe C! sur R, et :

VeeR, fl(x)=az"(1—2z)"

(2n+1)!
n!)?
pour tout réel z, " > 0 et (1 — )" > 0, donc que f/ est toujours positive sur R, et ne s’annule
en fait qu'en z =0 et en x = 1 : lorsque n est pair, la fonction f, est strictement croissante

sur R.

Il est clair que pour tout entier n € N, a,, = > (. Si n est pair, il est tout aussi clair que

Si par contre n est un entier impair : alors 2"(1 — )" = (2(1 — z))" est du méme signe que
z(1 — ) = —2% + z, qui est un trindme du second degré de racines évidentes 0 et 1.
Les regles de signe des trindmes permettent d’en déduire celui de la dérivée f) sur R :

T —00 0 1 +00
fl(x) -0 + 0 -

En utilisant comme suggéré la formule du binéme de Newton pour développer (1—¢)" = (—t+1)",
on peut écrire, pour tout n € N et tout x € R :

fn(@) = an /Om t* ki:o (Z) (—t)*dt = o, i (Z) (—1)* /Ox £kt

k=0

N[ A LR A N G VA
_O‘”Z<k)(_1)k[n+k;+1]o_O‘”Z<k)n+k+1x+k+l

k=0 k=0

Sous cette derniere forme, il apparait bien que f, est une fonction polynomiale,

(=1)"

2n+1°

Or on sait qu’en +00, un équivalent d’une fonction polyndémiale est son terme de plus haut degré :

de degré n+n + 1 = 2n+ 1 et de coefficient dominant «,,.

(_1)nan n
Vn S N, fn<I> x—:\:r:oo me +1.

Ainsi :
O, .
o Sin est pair : f,(z) ~ ma}%“, et puisque o, > 0 et 2n +1 > 0, alors :
r—+o00 2N
. . . on+1 _ . _
zl_l)I_ILO folz) = zgr_rtox = —00, et IETOO fn(x) = 400.
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 Si par contre n est impair, alors : f,(x)

A

~Y

x—+o0 _272, +1

2n+1

, et :

lim f,(x)

T—r—00

lim
Tr—r—0o0

—r? = 4o et

lim f,(z) = lim

T—+00

T—-+00

_l,2n+1 —

—0OQ.

b) On en déduit finalement les tableaux de variations de f, selon que n est pair ou impair :

z —00 0 1 400
fh(x) + 0 + 0 +
400
. /
(n pair)| —oo
x —00 0 1 +o00
7 (x) + + +
+00 1
Jn \ / \
(n impair) 0 —00

10. Dans cette question, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.

a) Pour tout réel = : f/(z) = a,2™(1 — x)™, done en dérivant une fois de plus :

Ve eR, fl(z)=an.(na" (1 —2)"+2"n.(-1).(1

=ap 2" N1 —2)" (22 — 1)

—z)" ) =" (1 —2)" L (z - (1—2))

b) La courbe (C,,) présente un point d’inflexion d’abscisse x si et seulement si la dérivée seconde f
s’annule en changeant de signe en .

Au vu de I'expression obtenue a la question précédente, on distingue a nouveau deux cas :

o Sin est impair : alors dans ce cas, n — 1 est pair et 2" (1 — x)""! est positif pour tout réel
x, donc f!(x) est du signe du seul facteur (2o — 1).

On en déduit donc que f/(z) s’annule en changeant de signe en = = 1 : la courbe (C,,) admet
1
2

donc un unique point d’inflexion de coordonnées (%, %) (puisque fn( ) = %)

o Sin est pair : alors n — 1 est impair, et 2" (1 — z)""! est du signe de (1 — x). On applique
donc les reégles de signe d’un produit pour en déduire celui de f/(z) :

T —00 0 % 1 400
2" (1 — )t - 0 + + 0 —
(2x — 1) — - 0 + +
L fl(x) + 0 - 0 + 0 —

La courbe (C,,) admet donc bien trois points d’inflexion dans le cas ou n est pair, d’abscisses

respectives 0,% et 1.

¢) On termine par le tracé des deux allures possibles des courbes (C),), en distinguant toujours selon
la parité de n.



« Voici l'allure de la courbe (C),) lorsque n est pair : on a repris le calcul de f,(z) réalisé a la
question 9.a), pour n = 4 I'expression exacte est :

Vo € R, fi(z) = 1262° — 4202° + 54027 — 3152° + 702°

On remarque bien les trois points d’inflexion de la courbe, ou celle-ci traverse a chaque fois la
tangente au point considéré.

» Voici lallure de (C,,) lorsque n est impair ; pour le tracé on a utilisé n = 5, et I'expression
(non demandée par 1’énoncé qui voulait seulement une allure dessinée a la main!) de f5(x)

est :
Vo € R, fs(x) =4622° — 198027 + 34652° — 3080z° + 13862'° — 252"

—4 L

La courbe (C,,) admet cette fois un unique point d’inflexion de coordonnées (1 ,1).



