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Dans tout le problème, on désigne par :

� n un entier naturel non nul,

� p un nombre de l�intervalle ]0; 1[

� p1; p2; p3 des nombres réels strictement positifs

� Nn le sous-ensemble de N formé par les entiers naturels au plus égaux à n

Si X est une variable aléatoire réelle discrète dont la distribution de probabilité est dé�nie par :

P (X = xi) = ai; (i 2 Nn);

et si k est un entier naturel non nul, on appelle :

� moment d�ordre k de X le nombre
P

i2Nn

aix
k
i

� moment centré d�ordre k le nombre
P

i2Nn

ai(xi � E(X))
k où E(X) désigne l�espérance mathématique de X:
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PARTIE PRELIMINAIRE

1. Montrer que si x et y sont des entiers naturels tels que x+ y 6 n on a les égalités :

Cxn:C
y
n�x = Cyn:C

x
n�y =

n!

x!y!(n� x� x)!

2. Soit Z une variable aléatoire dont la distribution de probabilité est binomiale de paramètres n; p: Pour tout
entier naturel k non nul, on désigne respectivement par �k et mk les moment et moment centré d�ordre k
de la variable aléatoire Z:
Démontrer que :

�k+1 = np�k + p(1� p)
d�k
dp

et pour k > 2 :

mk+1 = p(1� p)

�
nkmk�1 +

dmk

dp

�

où
d�k
dp

et
dmk

dp
sont les dérivées de �k et mk par rapport à p:

PARTIE I

Soit Tn le sous-ensemble de N
2 dé�ni par :

Tn = f(x; y) = x 2 N; y 2 N; x+ y 6 ng:

On considère la fonction f dé�nie sur Tn par :

f(x; y) =
n!

x!y!(n� x� y)!
px1 :p

y
2:p

n�x�y
3

1. A quelle condition doivent satisfaire p1; p2; p3 pour que l�on ait

X

(x;y)2Tn

f(x; y) = 1 ?

On supposera cette condition réalisée dans toute la suite du problème

2. On considère la variable aléatoire discrète à deux dimensions, notées (X;Y ), dont la distribution de proba-
bilité conjointe est dé�nie pour tout (x; y) élément de Tn par :

P (X = x; Y = y) = f(x; y)

(a) Déterminer les distributions de probabilité marginales des variables aléatoires X et Y:

(b) En déduire les espérances mathématiques E(X), E(Y ) ainsi que les variances V (X) et V (Y ) des
variables aléatoires X et Y:

(c) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Justi�er votre réponse.

3. (a) Déterminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire S = X + Y:

(b) Déduire du (I,3,a) la valeur de la covariance des variables aléatoires X et Y; puis celle de leur coe¢cient
de corrélation linéaire.
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PARTIE II

1. (a) Etant donné y éléments de Nn; déterminer la distribution de probabilité conditionnelle de X sachant
(Y = y):
Dans la suite du problème on notera Xy la variable aléatoire ayant cette distribution de probabilité.

(b) La distribution de probabilité de Xy est " classique ", la reconnaître et en donner les paramètres.

2. Déterminer en fonction de n; y; p1; p2 l�espérance mathématique E(Xy) et la variance V (Xy) de la variable
aléatoire Xy:

3. Pour tout entier naturel non nul k; on désigne respectivement par �y;k les moment et moment centré d�ordre
k de la variable aléatoire Xy: Etablir les relations (1) et (2) suivantes :

(1) �y;k+1 = (n� y)
p1

1� p2
�y;k +

p1p3
(1� p2)2

d�y;k

d

�
p1

1� p2

�

et pour k > 2 :

(2) my;k+1 =
p1p3

(1� p2)2

2

66
4(n� y)kmy;k�1 +

dmy;k

d

�
p1

1� p2

�

3

77
5 ;

où
d�y;k

d

�
p1

1� p2

� et
dmy;k

d

�
p1

1� p2

� représentent les dérivées par rapport à
p1

1� p2
de �y;k et my;k:

4. Que deviennent les résultats des questions II. 1), 2), 3), lorsque l�on considère la distribution de probabilité
conditionnelle de Y sachant (X = x) ?
On notera dans la suite du problème YX la variable aléatoire ayant cette distribution de probabilité

PARTIE III

Soient ' et  les applications de Nn dans R dé�nies par :

'(x) = E(Yx) et  (y) = E(Xy)

Le plan a¢ne étant rapporté au repère (O;�!x ;�!y ) on considère les représentations graphiques C et � des fonctions
:

y = '(x) et x =  (y):

1. Construire C et � dans le cas particulier :

n = 12; p1 =
1

2
; p2 =

1

3
; p3 =

1

6

2. On appelle support 's et  s des fonctions ' et  , les fonctions a¢nes réelles dont les restrictions à Nn sont
respectivement ' et  : On note Cs et �s leur représentation graphique.

(a) Déterminer les coordonnées du point d�intersection de Cs et �s:

(b) A quelle(s) condition(s) C et � ont-elles un point commun ?
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