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On désigne par a un nombre réel strictement supérieur à 1. Pour tout nombre entier naturel non nul, on note gn
la fonction dé�nie sur R+ par la relation : gn(x) = x(x� 1)(x� 2):::(x� n)a�x

L�objet du problème est d�étudier la maximum de la fonction gn sur l�intervalle [n;+1[.

Partie I

Dans cette partie, on examine le cas particulier où n = 1.

1. (a) Étudier la variation de la fonction
g01
g1
. On notera u et v les valeurs de x où cette fonction s�annule,

avec u < v.

(b) Dresser le tableau de variation de g1. Étudier la branche in�nie du graphe de g1.

2. Dans cette question on prend a = 2.

(a) Calculer des valeurs approchées à 10�5 de u; v; g1(u)et g1(v).

(b) Construire le graphe de g1.
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Partie II

Dans cette partie, on considère une fonction réelle f de classe C2 sur l�intervalle [�1; 1]. On désigne par M un
nombre réel tel que, pour tout élément x de [�1; 1], jf"(x)j 6 M . Soit � un élément de R+. On se propose

d�approcher l�intégrale
1R

0

f(t)dt par la somme
1

n

nP

k=1

f(
k � �

n
). On suppose que n > �. Pour tout nombre entier

naturel k tel que 1 6 k 6 n, on pose :

R1(k; n) = f(
k

n
)� f(

k � �

n
)�

�

n
f 0(
k

n
) R2(k; n) =

k

nZ

k � 1

n

f(t)dt�
1

n
f(
k

n
) +

1

2n2
f 0(
k

n
)

1. En appliquant l�inégalité de Taylor-Lagrange à des fonctions convenables au point
k

n
, déterminer des nombres

réels A et B tels que, quels que soient n et k,

jR1(k; n)j 6
A

n2
et jR2(k; n)j 6

B

n3

2. (a) On pose : R3(k; n) =

k

nR

k � 1

n

f(t)dt�
1

n
f(
k � �

n
)�

� �
1

2
n

(f(
k

n
)� f(

k � 1

n
))

Déduire de la question précédente un nombre réel C tel que, quels que soient n et k,

R3(k; n) 6
C

n3

(b) On pose : �n
1R

0

f(t)dt�
1

n

nP

k=1

f(
k � �

n
)�

� �
1

2
n

(f(1)� f(0))

Prouver que : j�nj 6
C

n2

Partie III

On revient à l�étude de la fonction gn dans le cas général.

1. (a) Pour tout nombre réel x strictement supérieur à n, calculer : hn(x) =
g0n(x)

gn(x)
.

(b) Montrer que sur l�intervalle ]n;+1[ , la dérivée de gn s�annule en un point xn et un seul. Étudier le
signe de g0n sur ]n;+1[.
On note Mn = gn(xn).

2. Soit � un nombre réel strictement supérieur à 1. On considère la fonction f� dé�nie par la relation :

f�(x) =
1

�� x

(a) Déterminer en fonction de a la valeur de � pour laquelle :

hn(n�) =
1

n�
+
1

n

nX

k=1

f�(
k

n
)�

1Z

�

f�(t)dt

Dans toute la suite du problème, on donne à � la valeur ainsi déterminée. (on contrôlera que si a = 2,
alors � = 2).
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(b) Véri�er que : hn(n�+ �) =
1

n�
�
� �

1

2
n

(f�(1)� f�(0))��n où �n a été dé�ni dans la question II-2

(avec ici f = f�).
Déterminer la limite lorsque n tend vers +1 de nhn(n�+ �).

3. Montrer qu�à partir d�un certain rang, n� 6 xn 6 (n+ 1)�.
À cet e¤et, on étudiera les signes de hn(n�) et de hn((n+ 1)�).

4. (a) On se propose de déterminer la limite lorsque n tend vers +1 de :

yn =
1

n
ln(

nY

k=0

xn � k

n
)

On encadrera yn à l�aide de l�encadrement de xn obtenu précédemment. On utilisera le résultat de la
question II-2-b avec une fonction f convenable et � = 0, puis � = �.

En conclure que : lim
n!+1

yn =
1R

0

ln(�� x)dx

(b) Calculer cette intégrale.

(c) Montrer �nalement que la suite de terme général
1

n
(Mn)

1

n converge et déterminer sa limite. On con-

trôlera que pour a = 2 cette limite est égale à
1

e
.
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