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Le but du problème est l'étude du nombre moyen de retours à l'origiae lors
d'une promenade aléatoire sur une droite, dafls uo plao, ou dans l'espaoe, æ
qui fait I'obiet de la partie II. La partie I permet d'obtenir quelques résultats
préliminaires d'Analyse.
La qualitê de la rédaction et de l'erpressioa, la rigueur des raisoilteüents et
le §oin apporté aur calculs numériques (qui néoessiteat l'emploi d'uûe
calculatricr programmabte) intervienaeat daas le barême

Le but de ætte partie est l'étude de la suite §i^ t 4n) à l'aide de la suite (un)
définiepourûèl par:

I.} ETUDE DE LA SUITB (un).

a) Calculer ur et ün+t / uo.

b) Prouver par récurrence que:

Un

ua=y6-CIol4".

c) Btudier le sens de væiation de ta suite (un), et morrer qu'elle mnverge
vers un nombre rêel L tel que: ltT S L I lt{T.

2.) RAPIDITE DE CONVERGENCE DE (un).

a) En apptiquant l'inêgalité des acrroissements finis à la fonctioa t ,+ fsur
un intervalle convenable, prouver ta double inêgalitê suivanrc pour tout réel r
strictement positif:

I § (r+ll?l-
E(r + t/2)

'nl(2t+
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b) En déduire que:

ut - ut § ut.t-ut § .ut - ut
8(k * l/2) 8{k * 3/2) 8k 8(k + t }

c) Par sommatio,n de ces inégalités, trouver un encadrement de up - un pour
p ) n, puis établir Ia doubte inêgalité suivante:

(1) un/8(n*ltl) § L-un § L/8n.

d) Bn déduire que:

l» ll - tl + tlsa).unl S Ltt6t

3'} CALCUL APPROCHE DE L.
a) Comment suffit-il de choisir n pour QUê un soit une valeur approchée de L à
l0-5 près?

b) Comment suffit-it de choisir n pour que (l * l/8n).un soit une valeur
approchée de L à l0-5 près?

Ecrire un algorithme permettant le calcul de ætte valeur approchée et donner
la valeur numérique obtenue avec toutes les décimales fournies par la
calculatrice (On peut fiodffer, æ gue t'oa ne deaaûde pas, gü€ : tr - t/t/F).

PARTIE II.

@ nnouBNADE ALEAToTRE sun rrNE DRorTE.

Une droite est rapportée à un repère orthoûormé (0, i). Un in«lividu se trouve
à l'origiae 0 à I'instant 0, et son abscisse à I'instant n (n e tN) est une variable
alêatoire lh.
Pourtoutentiern à l,onpose: An= Xn - Xn-t. Ainsi: Xn= Àr + Al +....+ An.

0n suppose que les variables alêatoires An sont indépendantes et que l'on a
pourtoutentiernll:

P([An = ll) = ll2 et P(lAn = -ll] = ll2

Enfin, pour n I l, Un est la variable alêatoire indiquant le nombre des passages

à I'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

1.) CALCUL DU NOMBRB MOYET{ DES RBTOURS A L'ORIGINE.

a) Quelle est la probabilité pour que l'indivirlu se trouve de nouveau à

l'origine à l'instant 2n? Peut-il etre à l'origine à un instant impair?
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b) Pour k à l, soit 0t Ia variable aléatoire égale à I si l'individu æt à l'origine
O à l'instant k et 0 sinon. Calculer les espérances E(Ozt) et E(0et.r).

c) Exprimer Un à I'aide des variables aléatoires 0t ( I S k 5 Zù et calculer
l'espérance E(Un).

2.) E,TUDE ÀSYMPTOTIOUE DU NOMBRE MOYEN DES RETOURS A L'ORIGINE.

a) Etablir par récurrence que I'on a: E(Un) = (2n * I )Cin / 4n - l.

b) Exprimer E(Un) à l'aide de un; en déduire la limite de la suite (E(Un) t 6)
et, à I'aide de t'inégatité ( 1), la limite de la suite (E(Un) - 2L\fi1.

@ o*o*Br.rADE ALEAT'TRE DÀNs LE nLAN.

Un plan est rapportê à un repère orthonormê (0,îT.Un individu se trouve à

l'origine 0 à l'instant 0, et ses cmrdonnêes à l'instant n (n e IN) sont des
variables aléatoires Xn et Yn.

Pour tout entier n l l, on pose: An = Xn - In-t, Bn = Yn - Tn-t.
On suppose:
l. que les variables alêatoires Ào (resp. Ba) sont indépendaates et que I'on a
pourtoutentiernll:

P([An = lD = ll2 et P([Ao = -ll) -- tlT
P([Bn = ll) = ll2 et P(lBn = -ll) = l/2

2. que les variables )h et Yn sont indépeadantes pour tout entier n I l.

Enfin, pour n ) l, Vn est la variable alêatoire indiquant le.nombre des
passages à l'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

I "} CALCTJL DU NOMBRE MOYEN DE RETOURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabilité pour que l'indivirlu se trouve de nouveau à
t'origine à t'iffitatrt 2n? Peut-il âtre à t'oriBine à un iastant impair?

b) Eû raisonnant mmüe en @, calculer l'espêranæ E(Vd.

2'} ETUDE ASYMPTOTIOUE DU NOMBRE MOYEI{ DES RE'TOURS A L'ORIGINE.
0n rappelle les deux résultats classiques suivants:
- lim [(t * t 12+ ll3 + .....+ l/n] / tn(n]l = l.
- lim Il + I /4+ ll9 + ..... + l/n{l eriste dras R.
Deduire de l'inégalité ( t) l'encaCrement suivant:

o tLzta-Gâ,t{f t*tqo'
En déduire la limite de la suite (E(Vn) / tn(a)) quand û tend vers l'hfini.
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@nnor,,rENADE ALBÀToIRE DANS L'BSpÂcB.

L'espace est rapporté à un repère orthonormé (0, i, i, k). Un individu se trouve
à l'origine 0 à l'instant 0, et ses æordonnées à I'instant n (n e IN) sont des
variables aléatoires Tn, Yn, Zn.

Pourtoutentiern ! l,onpose: An=Xn-In-l, Bn=Yn-Yn-t. Ca=Zn -?a-t.
0n suppose:

l. que les variables aléatoires Àn (resp. Ba, resp. Cn)) sont indépendantes et
que l'on a pour tout entier n ! l:

P([An = lll = ll2 et P([Àn = -tl] = ll2
P([Bn = lll = ll? et P([Bn = -ll) = ll2
P(tCû = lll = ll2 et P(tCn = -ll) = l/2

2. que les variables Tn, Yn et Zn sont indépendantes pour tout entier n ) l.

Bnfin, pour û ) 1, Wn est la variable aléatoire indiquant le nombre des
passages à I'origine de l'individu entre les instants I et 2n compris.

I.} CALCUL DU NOMBRB MOYET.I DES RBTOURS A L'ORIGINE.
a) Quelle est la probabiüté pour que l'individu se trouve de nouveau à

l'origine à l'instant 2n? Peut-il etre à l'origine à un instant impair?

b) Bû raisonnant comme eo @,calculer l'espérance B(Wn).

2.} ETUDE ÀSYMPTOTIOT'B DU NOMERB MOTB,I DBS REÏOURS À L'ORIGITTE.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul, et I'on crcnvient de
poser (sous réserve d'eristence):

+oo o +oo

s- E (c[l+*)3 sn- E ELt4- f rn= E tcLtif
t-l t-l t-n+l

a) Résultats préliminaires.
À I'aide de l'inégalité des accoissements finis, établir pour n à I les inégalités
suivaates:

(i) §

(n. t )1,fit- nv6-

(ii)s22§l
(n*l)&.rÆt 3nrr6- 3(a*llrÆ n..\Æ-

et en dêduire des encadremeûts des sommes suivantes (dont on iustifiera
I'eristenoe): +oo +oo

Ëèer L llk
t-o+ I

E rnrtf

2

'F
-2§r

t-n+ I
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b) Existence de Iim(E(Wn)).
Deduire de l'inégalité ( I ) la double inégalitQ suivante:

o r l,3ln16-- (Cio /t)' (3l3lEnt\r,6-

Donner une majoration oe Gil I 4" f et prouver l'eristence de s, doac de
tim(E(Wn)). A I'aide d'une maioratioa de rn, indiquer commeat il suffit de
choisir n pour QU€ sn soit une valeur approchêe de s à l0-3 prês.

c) Accélêration de convergerræ et calcul approché de s.

A l'aide des résultats êtablis ci-{essus, montrer que:

o s sn* zfty6-s s 5L3 / anyf. _

Comment suffit-il alors de choisir û pour QUê sn * 2t /y6- soit une valeur
approchée de s à l0-3 près? Ecrire un algorithme permettaût le calcul de cette
valeur approchée sn r 2l) lyÇ et donner la valeur numérique obtenue.

@coucr.usrou

A l'aide des résultats obtenus dans le problème, conparer le nombre moyen
des retours à I'origine pour les promenades aléatoires sur ufle droite, dans ua
plan et dans I'espace.



Note drinformation concernanÈ 1'épreuve de Eaths II.

I1 est rappelé aux candidats

uEilisé pour la rédaction du

Exemples :

qui ne seraient
problèrne que la

pas habitués

notation alb

au traitement de texEe

désigne le quotient a

b

Qugstion I.2".c : I'inéga1ité (1)

Question II.20.a : E(Un) se liÈ ! E(Un) =

selit,.-ÀsL
at" + !)

-Uns L

8n

-t

à 10-5 près désigne bienEnfin, dans les calculs numérigues,

enEendu une valeur approchée à 10-5

(zn + 1).c;n

une valeur approchée

pres.

4n


