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D’aprés HEC 82

n csi un entier naturel supérieur ou égal & deux. Une roue de loterie est schématisée par un disque de cenire ), divisé
. . . . . . , s
en n secteurs égaux, mobile par rapport & un repére orthonormé direct (O, &, 7). Les sccteurs sont numérotés de 1

. . oo . 27 .
& n, dans le sens inverse du sens trigonométrique et chague secteur o unc mesure angulaire de h = — radians.
n

On note I le point situé au bord du disque, tel que le segment [0, I] délimite les secteurs 1 et n.

Voir le schéma a la fin. |

Tne expérience aléatoire consiste & faire tourner la roue dansg le sens triponométrique. Lorsque celle ¢l g’arréte, le
I B 9 B

. . — . S — o .
gecteur rencontré par la demi-droite {0, ¢) est dit gagnant {on suppose gue la demi-droite (O, ¢'), privée de 0., &
Parrét de la roue ne rencontre qu'un seul secteur).

La position initiale de la rouc est la suivante : le point T st sur la demi-droite (O, 7 ).

On note X la variable aléatoire égale 3 la mesure (en radian) de 'angle total dont a tourné la roue avant de s’arréier
{on prend en compte les tours effectués par la roue |, donc X prend ses valeurs dans K+ *). '

On suppose que X ost une variable aléatoire & densité, admettant pour densité la fonction f définie par:

e®0t 8t e [z, +o0f
vie R, f(t) =
0 81t €] — oe, wg]
avec mg = N A oll IV st un enticr naturel non nul.
On note Y Ja variable aléatoire égale an numéro du secteur gagnant.

Dauns 14 premiere partie, on étudie les variables X et Y. Daus la seconde partie, on éludie la probabilité qu’ a un joucur
de gagner, Jorsqu’il mise plusieurs fois.

On cst prié de ne pas trop sc poser de questions mdétaphysiques sur la frontiere des sccteurs. Coulez-vous dans 1a
logigue du-texte qui a été poposé comme cela. De plus, pour tout réel z, P(X — =) = 0...

Les deux parties sont, indépendantcs.

PARTIE 1

Q1 jLoi de Ia variable aléatoire X,
a) Déterminer la fonction de répartition F de X.
h) Quelle est la fonction de répartition de la variable (X — x5} 7 Quelle loi usuclle reconnaissez vous ?
¢} En déduire Pespérance et la variance de X

d] Soit s un élément de Z. Calculer Ia probubilité de Uévénement {(s — 1)k < X < sh} (on distinguera les cas s g N -
ot 52 N+1).

Loi de la variable Y, égale au numéro du secteur gagnant.

a) Soit & up élément de N et g un élément. de #. Montrer 'éguivalence suivante :

. N-—k
gtk >NEsgz 1+ F P

N—k
ou K ( ) désigne la pariie entiére de

i T
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b] Montrer I'égalité d'événements

(¥ =1}= U {27 £ X < 2gn + B} = U Ingh £ X < {ng+ 1)h}
g=0 g=0

¢} Donner une expression analogue de Iévénement {Y = k} pour tout élément k de [[1,n].

d} En déduire que pour tout entier & € [1,7]:

PY =k) = p.(k) = %%__:_11 e ]

{ Q3 |Espérance de ¥ dans le cas o0 IV est un multiple de n.
N = xnp oll p ost un élément de N*.

a) Montrer que pour tout élément & de J1,n]:

_N~k_E(1\'—k):1_E_

¥

2 Th
. L e T . .
b) Monirer que Pespérance de ¥ vaut T &1 {on powrra au préatable calculor pour » £ 1, Z ka®y.
en — pel —

k=1

PARTIE 2

Dans cette partie:n = 4.

Pour tout entier naturel k € [1,n], on pose:py = palk) = P(Y = k) el ax = py—1 + pPr + P+, aver la convention :
Po =Pn el PL = Pngl-

Le seclenr-de numéro n est auss] numéroté 0, et le secteur de numéro 1 est aussi numéroté n+1.

Daus toute cette partie, il est inutile de remplacer py, par 'expression trouvée dans la partie précédente |

La loterie cet utilisée avee la régle de jeu sulvante : avant U'expirience, le jJoueur mise sur un secteur de son choix ; soit
k le numdéro de ce secteut ; apres Pexpérience, 1l pergoit le double de sa mise si la roue s’est arrélée sur le secteur k, il
esl remboursé si la roue s’arréte sur le secteur k-1 ou sur le secteur k41 ; 1l perd sa mise dans les n-3 autres cas.

Le joueur décide de tenter sa chance plusieurs fois consécutives, avec la méthode que voici : au premicr coup, il mise
sur un secteur choisi au hasard (les n choix sont équiprobables) ;

® 51 au mS™® coup {m Z 1) il a ¢6é remboursé ou §°il a doublé sa mise {on dit dans les deux cas qu'il a gagné au

&lne

meMe coup), il mise au {(m + 17 coup sur lc méme sectour qu’an m#™ coup ! !

e sinon {on dit alors qu'il a perdu au m®™® coup), il choisit an hasard V'un des autres secteurs (les n-1 choix
sont équiprobables).

On suppose que gue les coups successifs constituent des expériences aléatoires indépendantes et identiques. Le point
I de la roue est remis & sa position initiale sur la demi-droite (0, #°) aprés chaque expéricnce.

On adople les notations suivantes :

* Sp{m) est Pévénement “le joucur choisit le secteur k an ™ conp” ; ef la probabilité de cet événement est
notée : s, {m),

» G(m) est I'événement “lc jousur gagne au m®™° coup” et sa probabilité est notée g{m).
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o g1(m) est la probabilité conditionnelle que le joneur gagne au m®™¢ coup, sachant qu‘il a misé sur le secteur
le.
Q1 | Cas oli m=1.

Calculer sx(1), gx(1) (en fonciion ay) ¢t g(1).
Q2 | Cas géncral
a) Soit m 2 2. Caleuler gr{m) en fonction d’éléments de la suite (a;).

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul m

[
sglm 4+ 1) = ap, sp(m) + - 1 Z 1—a;)s:(m)
Peur tout entier non nul m, on posc:
s1(m) a1
. s3(m) G2
L'.}n = . at A=
nfrre) iy,

a) Déterminer une matrice carrée M d'ordre n, & coefficients réels indépendants de m, telle que, pour tout entier
naturel non nul m: U4, = M0, ;

b} En déduire, pour m dans N7, U, en fonction de la de M, U7 et m,
¢) Montrer que pour tout entier naturel m non nul: g, =t A M™L U7 on tA4 désigne la transposée de la matrice A.

Dans cette quesiion, on choisit n assez grand pour que les nombres ay, ot & € [1,n] puissent étre supposés égaux.

3
a) Montrer gque la valeur commune des nombres a;, est —-
n

b) Montrer que M cst combinaison linéaire des matrices I et J ( ol I désigne la matrice identité d’ordre n et J la
matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sout égaux 4 1).

On pourra poser pour simplifier les éerivures: M = AL 4 pJ.
¢) Pour tout entier naturcl non nul p, calculer J?. En déduire 'expression de 3/™~1.

d} Déterminer la valeur de g,,.
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