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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées: Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant éfre programmable et jou alphanumérique, &
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

Une éprouvette contient 10 bactéries, 4 sont des bactéries de type A, 6 de type B. On les laisse se reproduire en milliers
d’exemplaires, Ia proportion de bactéries de chaque type restant inchangée, On préleve alors, au hasard, 10 bactéries
que I'on met dans une autre dprouvette. On les laisse se reproduire en milliers d’exemplaires dans les mémes
conditions que précédemment, et on recommence I’expérience.

Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences?

L’¢noncé théorique ci-dessous propose un modéle probabiliste pour répondre A cette question.
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Définitions, Soit une variable aléatoire X on note E(X) Vespérance de X si celle-ci existe.

Omn note N un entier supérieur ou égal A 2 et k; un entier de {0,..,N}. On pose p = %’ etg=1-p.

Soit (X ,,)ﬂ2 o une suite de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (124, P), 4 valeurs dans {0,..,N},
dont les lois de probabilité sont définies de la maniére suivante:

Xo est 1a variable certaine égale 4 &, . .

X7 suit la loi binomiale de parameétres & et p. (Par convention, on dit que Ia loi binomiale de paramétres N et O est 1a
loi de la variable certaine égale 4 © et que la loi binomiale de paramétres N et 1 est 1a o de la variable certaine égaic &
M), .

Pour tout entier #» non nul et tout entier & de {0,..,N} tel que P(X S Ic) # 0, la loi conditionnetle de X+, sachant
{X,=k) cst 1a loi binomiale de paramétres &V et % En d’autres termes:

pour tout entier # non nul et tout entier £ de {0,..,N} tel que P(X, =%) =0 ct pour tout entier ; de {0,.., N},
i N—i
P(Xp =i/ X, =k)=Cy (-}%] -(1 - Rf-) ( avec la convention habituelle que 0°=1).
On a de plus I"hypothése (H): pour tout entier # non nul, pour tout #-uplet (k;,...k,) de {0,..,N}" tel que
P(X, =k, ,..X = k) # 0, pour tout entier  ds {0,..N}, P(X =1/X, =kyp,n Xy =k )= P(X, =i/ X, = k,}.
Cette hypothése n’est utile que pour la question 6. de la partie 1.

On définit la svite de variables aléatoires (F,,)nE , par Fu = % .

PRELIMINAIRE

Dans I"exerple ci-dessus, en appelant N le nombre de bactéries prélevées A chaque expérience, k, le nombre de
bactéries de type A dans la premiére éprouvette au début de la premitre expérience ¢t # le numéro de {*expérience
donner une interprétation de la variable X, et justifier par des arguments tirés du cours, Putilisation de la loi
binomiale. Comment interpréter 1’hypothése (H)?

b4

" PARTIE1
Drans cette partie, N =3,

1) Que dire de la suite (X,) _ siko=07Sik =32

On suppose désormais, dans 1a suite de cette partie, que &, = 1.,

3
1~ =0 .
PX, = 4 2
. Px,=1) izl 95"
2) Pour tout entier #, on pose U, = . Montrer que U,py =AU, o0l A= .
P(X, =2) 0 2 4,
P(x,= 2 9
o L 2
21 27

3) a) Soit le vecteur ligne V7 = (0,1,2,3). Calculer V4.
b) Montrer que E(X,) = ¥ U, , pour tout entier 7. En déduire la valeur de E(X,).
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1 1

4) a)Onpose I, = 3 et ¥, = L Calculer AY, et AY, enfonctionde J; et ¥;.

-1 1

b) Montrer que 4 est diagonalisable. Donner scs valeurs propres et une base de vecteurs propres,
¢) Calculer 4" pour fout entier #.

5) a) Montrer que la loi de X, est donnée par:

rt-9-3-3 56 P(Xn=f)=~§~[(%f+(%ﬂ
=3[ o133

b) Montrer que la suite ('F‘n)n> o converge en loi. Quelle est la loi limite?

6) Pour tout entier # non nul, on définit I’événement B, ﬂ X, < 1]
k=1

On pose x = P(X | = 0) , pour tout entier & superieur ou dgal 4 2, x, = P(X 1 =L, X, 1 =1X, = 0) , et pour tout

entier & non nul, y, = P(X =L, X, = -1)

a) Exprimer pour tout entier & non nul, X ety on fonction de y; . En déduire les valeurs de x, et y, pour tout
entier p non nul, _

b) Montrer que P(B Zxk +¥, . En déduire P{B,} et la limite de la suite (P(B,,])
k=1
¢} En déduire la probabilité qu’il existe »n vérifiant F, > 0,5.

nzl’

PARTIFE 2

Dans cette partie, ¥ est un entier supérieur on égal 4 2 et &, un entier de {1,..,N-1},
On pose pour tout entier n, u, = P{X,,~0) + PV, =Ny et v, =1-u,.
A, Loide X,

N i N
1) Montrer que pour tout entier / de 0,...N}, P(X,,, =i}= > P(X, =k)C} [——) (1— —) :
k=0
2) Montrer que pour tout entier n, £{X,+,) = E(X,).

3) a) Montrer que pour tout entier #, E[X,H,l(N —X,,H)] = —‘)—VFI-E[X"(N - X,,)].

b} En déduire la valeur de £ [X AN~ X, ,,]] en fonction de n, Vet ko .
4) Montrer que la suite (z{r,,)”20 est croissante et convergente,

5) a} Soit X une variable aléatoire & valeurs dans /R, , prenant un nombre fini de valeurs.

) - EX
Montrer que pour tout réel « strictement positif, P{X P a] £ ——(-—) .
a

b) Btudier sur [1,N-1] ia fonction f définie par: Vx e[t ¥ —1] f{x} = oV ~ x).

2 n
¢} En utilisant la valeur de £ [X ” (N -X, )], montrer que pour tout entier n, 0 v, < pg NN [ 1- i) .

~
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6) a) Quelle cst la limite de la suite (v,) 7
b) En déduire que pour tout entier & de {1,..N-1}, /im P(X,, = k) =0.

H—ppoo

¢) En utilisant le résultat du 2), montrer que /im P{X, = N) = p. Déterminer Jim P(X, =0).
H—r 4w

43
) n—rte
d) Montrer que la snite (}‘?',,)”2 , converge en loi. Quelle est fa loi limite?

B. Temps d’arrét

On définit 1a variable aléatoire T par;
si pour tout entier i, X, N et (X7 N),alors T=0
sinon, T'=n ot n est le plus petit entier k tel que (X; =0) ou (X, =AN).

1) Que vaut P(7=0)? Montrer que pour tout entier # non nul, P(T=m) = v,y - v,.

n w—1
2) a) Montrer que ZkP(T =k)= ka —nv, .
= k=0
3

b) En déduire que T admet une espérance et que E(T) < pg NN ;

( on ne cherchera pas 4 calculer £(7) ).

C. Retour aux bactéries

Dans I’exemple des bactéries, on a posé 1a question : « Que se passe-i-il aprés un grand nombre d’expériences 7 »,
Pouvez-vous maintenant vy répondre ?

v
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D Simg lattoa g

program hec97m2;

uses ort;
var N,k,i,s,t:integer;p:ireal;

begin

randomize;
write(’Donnez N, N=’}; readln(N);
write(’Donnez la valeur k. k='): readln(k);

t:=0;
while (k<>0) and (k<>N) do
begin
ti=t+1l;pi=k/N;s:=0;
for i: "1 to N do if random<p then s:=s+1;
write(’k(’,t,")=",8," *);
ki=g;
end;
writeln;
If k=0 then
writeln(’Au bout de ’/,t,’ expériences il ne reste que des bacteéries du type B’)
else
writeln(’Au bout de /,t,’ expériences il ne reste gue des bactéries du type A’);

and.



Jonnez N, N=10

Jonnez la valeur k. k=4 o
W(1)=7 k(2)=9 k(3)=9 k(4)=10 ‘

ké %out de 4 expériences il ne reste que des bactéries du type A

Jonnez N. N=10

jonnez la valeur k. k=4

W1)=3 k(2)=2 k(3)=2 k(4)=2 k(5)=0 o

su bout de 5 expériences il ne reste que des bactéries du type B

onnez N. N=10
onnez la valeur k. k=4

| £8°

H{1)=2 k(2)=4 k(3)=6 k(4)=5 k(5)=6 K(6)=4 k(7)=6 k(8)=8 K(9)=8 k(10)=7 k(11)=7 k

12)=8 k(13)=6 k(14)=5 k(15)=7 k(16)=6 k(17)=3 k(18)=1 k(19)=1 k(20)=0
ww bout de 20 expériences il ne reste que des bactéries du type B

jonnez N. N=10

lonnez la valeur k. k=4

((1)=4 k(2)=2 k(3)=0 ‘

U bout de 3 expériences il ne reste que des bactéries du type B

(* Moyenne du temps d'attenté T %)

program hec97MIIb;

uses crit;
var N,k,m,tj,r,kj,s,i,j:integer;p,moy_T:real;

begin

clrscr;randomize;

write{/Donnez N. N=);readln(N):;

write(’Donnez la valeur k. k="):readln(k):
write(’Donnez le nombre m d’’itérations. m=");readln(m)

3
r

moy_T:=0,0;r:=0;

for j:=1 to m do
begin
tj:i=0;kjr=k;
while (kj<>0) and {(ki<>N)} do
begin
tii=ti+ipi=ki/N;5:=0;
for 1:=1 to N do
if random <p then gi=s+1;
kjt=g;
end ;
moy_Ti=moy_T+tij;ri=r+kiy;
end;

moy_T:=moy_ T/m;

writeln(’Le temps moyen observé est : fmoy _T:5:2);

writeln(’La fréquence observée de k=N est sensiblement :
writeln(’La fréquence théorique est sensiblement : fLR/Nid2);

end.

Donnez N. N=10

Donnez la valeur k. k=4

Donnez le nombre m d’itérations. m=1000

Le temps moyen observé est : 12.68 i _
La fréquence observée de k=N est sensiblement : 0.41
La fréquence théorique est sensiblement : 0.40

: f,r/m/Nsd:2);



