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Notations

Dang tout le probléme n et p désignent des enfiers naturels non nuls firds et on pose B, = M, 1(R), on définit

.

de némme Ey,.

T
T
On note K, Vensemble {X = CleF, 000,20, Y e 1} ;on définit de méme K.
i=1
T
Les vspaces Ly, et 15, sonf munes de leur structure euclidienne canonigue @ lo norme euchidienne d'un vecfeur
X de k., est notde | X|| ; e produnl scalaire de devr vecteurs X el Y de B, est noté (XY on adopie la
méme notalion pour fes vecteurs de &,
Enfin, si b est un enticr natwrel non nul of 88 (2010500 st une famille finie de réels. on note Max z; on
e . -

15ign

Max z; frespectivement Min z; ou Min z; ) son plus grand (respeclivement son plus petit) elément.
L [

TS

Plus géndralement, si f est une fonction définie sur oun ensemble s, 4 valours dans R, admettont un

i frespectivernent un mdnimam) sur B oon onote Nax f(r), frespectivement Min f{r) ), ce marimum,
’ =i ’ T

(respectivernent ce manimum j.

Partie I. Le plus petit des plus grands et le plus grand des plus petits
Soit A = ((J;J}

1 une matrice appartenant o M, ,(R).

1€, 85

On note u(A) = Min ( Mlax a.é.,-) et v(A) = Max ( Min a.t-.,-). Pour sunplifier les notations, on pourra éorire
1gign " 1535p 155y 1gisn

ces expressions - w(A) = MinMaxay; of v(A) = MaxMina, ;.
[ i

5 3 -1 6 -2
1) Calenler u{A) et (A4} dans les deux cas sulvants: 4 = ' ;A=10 1 0
1 -1 )
-2 3 -1
2) On revient an cas général ot 4 € M, ,{R). Pour tout jo € {1..... p} et tour fp € {1,....n}. on pose
5, = Minag;, et t;, = Maz e, ;.
i i
a) Montrer que s;, <ty pour tont jy € {1....,p} et tout 45 € {1,...,n}.

b} Eu déduire gue 1+{A) £ u{A).
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3) On suppose gne dans le préambule d'un programme écrit en Turho-Pascal on a défin :

1} deux constantes entiéres : noet p,
2} un type: matrice = array{l..n,l..p] of real;
a) Ecrire le corps de la fonction function Max ligne {A:matrice; i:integer): real; cclic
fonction doit retowrner le phis grand élément de la ligne i de la matrice A, cest-d-dire la valeur

Max A[4, 41,
i

b} Ecrire e corps de la fonction function MinMax{A:matrice):real; rette fonction doil relomner
la valeur w{A). définie plus haut; on pourra niiliser la fonction Max_ligne.

Partie II. Le minimum des maxima el le maximnm des minima

1)

Dans e surde de celle purtie 4 = {ay;5)

-9

Dans cette question on ctuadic no exemple. On considére la matrice 4 = .ot pour tout
L 1 -1

(rog) = (0002, on pose X = ( [ i ;') et ¥ = (li g) puis A{r. gy} = TXAY.

a) Calewler hir. gy} en fonclion de r el .

b) Déterminer suivant les valeurs de » & [0. 1], le maximum de la ooction g —— b, y) sur [0,1]; ce
maximum sera nolé A{r).

¢) Déterminer la valeur miniwm de Alr) dorsque o déarit {0, 1], Cette valeur sera notée a{A), elle ost
deme égale & Min ( Max (X AY). gu'on note plus simplement Min Max "X AY, étant entendu que X

Nk, ‘Yek, X

ot ¥V odéerivent K.

d) Par uue méthode analogne, montrer Vexistence de H{A) = 1\-‘1}&}){ Min "X AY et donner sa valear.

n désigne une matrice appartenant o M, ,(R).
o

1
1

On difinit lo fonction f sur K, x K, por: V(X Y} e K, x K,. f{X.Y})= FXAY.

g
i+
Powr touf 3 {1l .,p} et toul X = € i, on pose ,:j(X} == Z agyry. purs AMX) = ﬁ[;l{xp 2l X}
ios] e
Loy i
2) On considere des fonctions gy, ... g, définies et continues sur K, A valeurs dans B

a) On pose A = Max(g1,g2). ¢est-i-dire la fonction de K, dans R définie par A{r) = Max (.(;1(,;')..;]2(.r)).
g1+ + g — g

©

Vériier que h = cten déduire que i oest continue sur A, .
b} NMontrer que la fonction g = Max(g)..... gp) est contimie sur K. g étamt défimie sur K, pas
Y < K, g{r) = Max (gl(‘r). .- _..c,rp(-.r}).
Dans celte gquestion on considére un éément X appartenant a K.
a} Montrer que pour towl Y € [, [{X. ¥ < A{X).
b} Montrer qu'il existe ¥Yx € K, tel qne f{X . Yx) = A(X).
c} En déduire gu’on peud poser: A{(X) = Max f{X.Y).
Yek,"
a) Moutrer que K, est bornd.
{On admet pour lo suite du probléme, gue K, esl une partie fermée de B,)
b) Montrer que A admet un minimum sur K,,.
Ce mumamurn est nold oA} et d est donc égal a \l}-‘l‘g’l (‘I\-'IE;.\X fX AY)_._ qu on note plus simplement
XcK, "YaR),
Min Max "X AY.
XY

On monfrerait de maniére analogue gue le nombre Max ( Min "X AY') eniste. [l est noté 3(A} et on
Yeki, “XeKn '

Péerit plus stmplement E\Iya.x T\-Lin 'XAY.
a} Soit (X'.Y) appartenant & K, x K,. Montrer que
b) En déduire: 3(A) € a(4).
On dat quune partic non vide 6 de 15, est convere lorsque: V(X Y) € 2. Ym € [0. 1], mY +{l —m)X € €.
On considére dans cette question une partie 4 de £, convexe, fermée. bornée et non vide.
a} Montrer qu'll existe W e 6. tel que: WY £ €, W < Y.
b) Soit ¥ apparteuant a €, on pose pour tout m € [0.1]: ¥, = (1 -~ m)W 4+ mY.

o Montrer ques Vin €])01[, (WYY 2 ﬁ | I"V”2 - 2_(1‘%?"7;)' ||Y||2
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On rappelle gue (WYY (= "WYY désigne e produit scalaire de W et Y.
s En déduire quer (WYY 2 |W |]2
T) Dans cette question et jusqu'a o liu de cette partic on considére ensemble:

€= {m. AX + (1 - Y. X e K,,. Y e K, mel. I]}

a) Montrer que K, est une partie convexe de F,.
b) Montrer gque ‘€ est une partie convexe et bornce de £,
On adinet pour lu suite que € esl une partie fermde de £,
8) On suppose dans ceite question que le vectenr nul appartient 8 €,
a) Montrer quil existe X € N,,. Yo € K ot un réel g = 0 tels quer PAXn = Yy,
b) Déterminer le signe de "XpAY pour tout ¥ € K.
c) Déterminer le signe de e (A).
$) Dans cette question on suppose que fe vectenr nul n'appartient pas & 6.
a) Montrer qu'il existe un élément W& € tel que
vme 0.1, vX e K, ¥Y € Kpoom "XAW + (1 —m) 'YW = 0
b) On note wr. ..., w, les coordonnées de 1 dans la hase canouique de k.
Montrer que u; >0 ponr tonl i &€ {1, ....p}
c) Montrer que: ¥X € K, "X AW > 0.
d} Montrer qu'il existe un veclour W' e Ky telques ¥X € K. EX AW = 0.
e) Montrer que J{A) = 0.
10) On définit la matrice B € M, ,(R) par B = A — 3{AV olt J st la matrice appartenant & b, , (B) dont
tous les éleénlents sont égaux a 1.
a) Déterminer les valenrs o 1 et 3{B) en fonction de a4} et J(A).
b} Déduire des questions précédentes (me of A1 = 4.4},

Partie [II. Point-selle ct point critique
Dans cette partie, 4 désigne tonjours une matrice de a M, ,(R) ot on rappelle gue pour tout {X. Y) apparienani
A K, x Ky fIXY) = TXAY.
On dit que le couple {(Xo Yh) appartenant & K, x N, est un point-selle pour |, lovsgue:
Y(X.Y)e Ky, x K. fIiXo. V)< flX 1) € fiX Y
1) Montrer quiil exisle un point-selle pour f el que st (X, Yo) en est un, alops f{X0. Yy} = a{A).

. . . o PP . . .
2) On considere la matrice réelle A = ( et on déhuil b fonction g sur B? par:

[

iy € B, glroyy = (& l—r-}--'l( Y )

. . . &
On appelle point eritique de g tout couple {u, 1) € R? lel que ‘)g
(i

a) Montrer que g admet un unique poind critique (ro.oge) et seulement si o + d — b — ¢#0. Déterminer
dans ce cas (g go)-

b) On suppose ¢ — b el d — ¢ de méme signe of non tous nuls el on suppose également que o — ¢ et d — b
sont. de méme signe et non tous s,
a Mautrey que dans ce cas g admet an unique point critique (rgoyo) of que {ro. yo) £ [0. 132
o Montrer que: Vi y) € R, glroy) = glog.yo) + {0 - colly —yo)la +d — b~ c}.

. £ ¢ . &
On pomra infroduirve los nolalions sulvantes: X = LY = v . X = ! .
1-r l —y Ly

Yo = (1 w ) =X —-X,. V=Y — ¥ et on exprimera g{a.y) & Paide de U7, V. AL X ot

— Y
Yo

e En déduire ¢ue ( ( | o ) . (1 o ) ) est 1 polnt-selle pour Papplication f définie sur K x Ky
— Ty — Y0

part Y{X.Y) e Ky x Ky, fIX.Y)= 'XAY.

s (Juelle est la valeur de o{4) 7
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Partie IV. Application 4 une étude de la concurrence

Deux entreprenenrs Primus ot Secundus se partagent le marché ’un produit sur un territoive commmn, de sorte
gqu'au cours d'un trimestre, si 'un voit sa part de marché varier de A unités (nombre réel positif ou négatit)
Fautre voit la sienne varier de —A unités, Cette vartation dépend & chaque trintestre des stratégies choisies par
an et Pautre,

Prinus o le cholx entre deux stratégies notées Py et By, Becundus a le choix entre deux stratégies 5, et
S3. Lorsque Primus et Secundus choisissent chacun I'ane de leurs deux stratégies, leurs parts de marcheé sont
modifiées et le tablean suivant donne les variations trimestrielles de la part de marché de Secundus, celles de

Primus étant opposées.

Variation trimestrielle de la part de .. ..
Secundus choisit 51 | Secundus choisit S5

marché de Secundus lorsque

Primus choisit 5 -2 3

Prinms choisit Py 1 —1

Daus une négociation entre Prins ot Secundus, si Secundus propose par exemiple S5, Primmus propose alors B,

mais dans ce cas Secundus préfere 5y et Primus souhaite alors 2y, ce qui pousse Secundus & choisir de nouvean

55; finalement toute entente semmble étre imipassible.

Primns et Secundus décident alors de s'en remettre au hasard de la maniére suivante: les deux concurrents

choigissent sinmltanément et aléatoirement 'ine des deux stratégies dont chacun disposer Primus choisit

la stratégie Py avec la probahilité &« {r € [0.1]} et la stratégie J» avec la probabilité 1 — &, Secundus,

indépendamment du choix de Primus, choisit la stratégie 8; avec la probabilité g, {y € {0,1]) et la stratégie S,

avec la probabilité 1--y. On note. dans ces conditions, V. , la variable aléatoire égale & la variation trimestrielle

de L':!. IJ‘(I.I"- (.1(7'. l'lln':l-['(‘}lé (.1(:‘ SE‘CUII{{IIS.

1) Déterminer Uespérance de V, .

2) Etablir gqu'il existe des probabilités rp et yo telles que Primus (respoctivement Secundus) ne trouve ancun
avantage i prendre o différent de oy (respectivement y différent de yy), lorsque Secundus {respectivement

Primus) s’en tient & yo (respectivement 4 g ).

=2

Déterminer les valeurs de &g et yy.
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