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Iis ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel élecironique est
interdite, Seule 'utilisation dune régle araduéde est autorisée,

Si au cours de 'épreuve, un candidat repere cg qui lui semble &tre une erreur d'énoncé, if la signalera sur sa copie et
poursyivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

Vo probiéme a pour objet Iz 1ise en évidence de quoligues propridtés de Pentropie de variables aléatoires diserétes
Lo probiéme a pour objer [a mise en évidence de grelg nrictds de Pentropie d Bles aféat discret
ou 4 densité. La partie IV utilise dung on exemple, certeines des propridiés éiablies dans lo probléme,

On suppose que toutes les variables sléatoives introduites duns le probléme sont définies sur un méme espace
probabilisé (. A P}. La notation exp désigne la fonction exponentiolle,

Partic [ Ouclgues indgalités de concavitd

1. Soit £ la fonetion de {0, 1] dans R définie par : Az} = —~zlne ~ {1 —2)In(l — 2.
a} Montrer que I fonetion h est positive et concave sur |0, 1L
b) Mongrer que i est prolongeable en une fonction continue sur le segment {00, 1]
Ce prolongement est-il de elasse U s [0, 177
¢} Tracer 1a courbe veprésontative de A deng le plan rapoorté & un repére orthonormeé.

2. Justifier pour fout réel v > @, Findgalité - Inw € w — L. Pour guelles valows de v at-on t lpn=u — 17

R o . T ) 1o
3. Soit d la fonction de (10, 1])% dans B définic par : d{m, ¢} = 2 1n (ﬁ) (1 -7y (1 3")‘
' B P

Moptrer que d{e, y) < 0 ot préoiser les cooples {r,y) de (J0,14)? pour lesquels d{a, v} = 0.

4. Om considére trois foncfions £, v et f vérifiant les hyvpothéses suivantes

# ¢ est défiple et de glasse O sur B | & valowrs vdellas of concave sur B (on note £7 la fonction dérivée de £}

* 1 ost définle et continue sur B, & valeurs réelles

Ami 0
s foest définie ob continne sur B, b valenrs positives ow pulles, of j Fleyde = 1,
—
] 4o
& les intdgrales / rlx}flz;dr et }ff £{r{m)) f{z) da sont comvergentes,
. i .

/4 "Tacnset o Fer mamo @ A D



a} Etablir ponr tout couple (z,4) de B? lnwgfaizsr\ s #a) e En £ Y lw - )

b} Montrer pour tout réel g, Vindgalité / fr{a)) flz)de < £y + £y (/ rixyfleyde - y)

)

e oG
¢} En déduire Pindgalité / Hriatiflzide <4 ( / r{r)f{=) d::;\\.
Jone L J
ou nuls vérifiant Z Pn o= §, teiles que

n=1

3. Boit {2 nen- ane suite réelle of (nlnene une sudfe de réels positify

les sérics Z r{Zn) pn et Z €(r{w,)) pn solent convergentes.

21 el
% —+ox
Etablic inégalité Z E(r(wp)) pn £ £ ( E {0 e
yi=% il

Partie If. Entropie dans le cas continu

On note F Pensemble des fonctions f définies b coutinnes sur R, & valeurs strictement positives, vérifiant
T e
Fla)yde = Vet telles que Iintégrale / flayin {f(z)) dzr soit conve
S — e e

Pour toute variable aléatoire X avani nour densitd un éiément f de F, on définit Pentropie HI{X) de X par .

H(X}=— /WCX Flayin (f{:f;}-} dx.

oarrhen

6. On note Z une variable aléatolre qui suit la 1o normale cenirée réduite et p sa densiié continne.
a) e.jlli\,'l’:i'ﬁ.i}l.‘ Vexistenice de i."ésa.l‘i:z\;:;;.ﬁe H{ZY de Z ot 1a calenler.

- s

. Dans cotte guestion, on considere les couples (f, g} de F2 pour leaguels Vintégrale /
]

o

xh
est convergente. (n pose alovs 1 D(f,¢) = — Flziin ( i) 'izr
—W f{ }

a) Montrer que D(f. g) = 0. _
B} On suppose gue D(F, 4) = 0. Btablir 1'égalité ; [ (1 (?iﬁ i) 3o Qj:j'j) fladi == 00,

En déduire gue f = 4.
Partie . Entropie dans le cas diseret

%. Dans cette question, N désigne un entier supérieur ou daal 5 2

Soit X une variable aléatoive & valenrs dans j1, N. On pose pour tout & de 11, V] - pp = PUX = k).

Liemtropie JT{X) de X est définie par 1 H{X) = Z P dnl{pn

k-\-w?
il existe un entler & de [1. N] tel que pr = {1, on pose par conveution 1 gy Infps ) = 0.

O note hay 1a fonction de (30, 11 dans R définie par - wlay=hylzy, ... o5 = - z T Inisg
a) Calenlor en tout point o de (00, 1]}, lo gradient Vhp{x) et la matrice hessienne 'i?“ ?’z,_,y{x} de fip.
e
1) Montrer gue pow Voptimisation de by sous la contrainte Z ap = 1, U existe wn unigue point eritioue 2*
k=1
que Von précisera.



o} En utilisant lo guestion & ou Pégalité de Tavlor-Lagrange & Pordre 1, montrer que v admet en 27 un

N
maxinmm global sous la contrainie E = 1.
k=1

d) Parmni los variables aléatoires & valewrs dans 11, N1, quelle ost 1a Ioi de celles gui out la plus grande entropie 7

aito]

On nate & Vensemble dos suites réelles stricterient positives (g, pene folles que S P == L

Sepit X mne variable aldatoire & valeurs dans N* vérifiant pour tout o de N*, P{{X = n|} = p, avet {pyinene € &

O appelie entropic de X, Lo réel H{X) défini sous réscrve de convergence de la série Z-k’% nipn)|, par -
sl
ot
Hf}(é = zpﬂ! 111(???.}%
n=l

4. Soit (Po)ney vne suite de 8 talie que la série E 11 pg o8l convergente.
rgk

a) Justifier Vexistence d'un entier ng tel que, powr tout entier n 2 ne, on 2 /s | Infp, )] < L

b} Ltablir pour tont n 2 ng tel que gy < o, Pindgalilé Pl nf{p, il € —7
i N3/

c 3k 1
¢} En déduive gne pour tout n = 1y, on a @ pyl in(ps) < max { s 3p. i b,
jrdia’ e

d] Moutrer gue la série E Pl Indp, )t est convergente,
izl ’

Chue peut-on en conclure sur Penbrople dhune variable aléatoire & valours dans NY possédant une espérance 7

13 Soit 4 un réel de |0, L] ef {pn)nene la suite de & délinte par @ powr touk n de W, py, = 0{1 — 1771,
Soit X une variuble aléatobre A valeurs dans N* qui vérifie pour tout nn de N*) P{LY = »j} = p,.

a} Reconnaitre la loi de X[ preciser son espdrance, puls calonler son entropie.

b} Eerire une fonetion Pascal d'en-téte function X(theta :real) :integer ; permetbant de simuler X

¢} Soit Y ane variable aléatoire & valowrs dans M avant wue espérance égale a celle de X, Powr tout n de

e o L = Ta
MY, onpose 1 g, = PUHY weonl)l Onsuppose gne (gy)nene & 8 ot gue la série ) gn i (—\) gt convergente.
! L . e )

w2l ¥

n

eens
Frablir légalité : H(Y)— H{X} =5 g, 1n (p—”>
ol

d Déterminer le signe de H{Y} — H{X}. Conclugion.
Partic 1V, Exntropie et taux de rendement asyvmptotigne

11 8ot (X, nens vne suite do vartables aléatoires & valeurs réetles, d8fmies sur (Q} A, P, qoi converge en
probabdilité vers une variable aléatoire X.

a Montrer que pour tout n de N, Papplication Z,, définie sur £2 par Z,, @ w b onp {Xn{u'}) est une variable
aléatoire. De méme, on note Z la variable aléatoire 7 @ w > exp (X {w}}.

Soit = et v derx réels strictement positifs,
by Jusiifier Pexdstence d'un véel s tel que P{{IX| 2 s]) < o
o Soit Ky, Aly et K3 trols éléments de A. Montrer que P{R; U K U K) £ P{E ) + P(Re)+ P(R3): en

déduire Vinégalité : P({Z, —Z| 2 e]) < P([IX] 2 s+ PN, ~ X 2 154+ P{|| X, ~ X| 2 r exp{~1-35)]).

d} Conclure.

On considdee wne successton de cowrses hippigues entre N chevaux parficipants (N 2 2) nwnérotds 1,2, (N,
Pour tout » de N7, on note 3, la variable aléatoire Sgale au numéro du cheval gagnant de la n-iéme course.

2/d Tournez la page S.V.P.



On suppose que les variables aléatoires Gy, G, .., Gy, ... & valewrs daus [1, VI, sont définies swr {1, 4, P},
mutuallement indépendantes et de méme loi. On suppose qu'il 0'y a gu'un senl gagnant par course,

Om pose pour tout k de 1, N7 et pour tout nde W™ 1 g = P{IC, = kj), avec § <pp < L.

Pour tout k de [1, Ni, on note . {¢x > 1} I cote du cheval k5 alnst, oo parienr gul 3 miséd un montant my sur
e cheval k perdra sa mise goelle gue soit Ulssue de la course, mals recevra la somme g op & ie cheval koest
gaguant. On suppose que Ies coles ¢, 8. ..., € sont Hixes au cours du temps.

A Unccasion de la premidve course, un parieur dispose d'une somme mondiaire vp > § gu’ll soubaite répartir en
totalité entre los N chevany dang les proportions vespectives fi, fa, ... fy ohpourtont b de 1L, NL O < fr < 1.
A Vissne de cebte pramisre course, le partens dispose d'une somme monélaire KBy = rgdf, avec My > 0,

A Voccasion de la deuxieise congse, e parieny rélnvestis on tolalité la somme By enive jos N chevany dans les

mémes proportions Fo fa, oo fas A Uissue de cotte densdéme eourse, le parlewr dispose d’une somme mondtalre
Ra = [ M avee Ay > 8, b aing de snite..

k4]
T.a richesse mondlaive H, soquize an terge de n courses est done @ B, = g H Al

=i

g Bl - '-Ru\}'f!% )
On définds powr foud » de N7, le tawx de vendement moven des parlspar 1 T, = ( ) ------ i
iy

12. a) Justifier que (M, Jnene o8t une suite de variables aldatoires indépendantes, & valeurs strictement positives
et de mnéme ol
h) Oun suppose gue ko variable aléatoire InfAd, ) admet une espérance B { (A} et une variance V{ in{ A1)}
Montrer que la sulte de variables aléssoires {3 pene converge en probabilité vers ume variable cortaine 7

aue Uon exprimera en fonction de E{In{M:)}. Le réel 7 est le taux de rendement asympiotique des pavs.

13, La stvatégie du parienr consiste & cholsiv les proportions £, fo, ... fy ol maxdriseraiont v
On rappelle que les proportions i, fo.. o, fa sont constanies au couwrs du temns,
" 5
a} Montrer gue 1+ = exp peinlfeer) i — L
B
b} En déduire la sfratégie optimale du parienr et la valenr optimale de v associde & ses paris,

3
o

; i
. . i : ‘-
¢} On suppose dans celte guestion, que E — =T1. Montrey gue g e erl 2O

L

Dans quel cag lo parieur ne dispose-t-i Paueune strabdgio Il permettant de s'assurer un taux de rendemeni
asvinpiatigue optin Woternent. positil? '
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