PARTIE 1I: Etude d’un produit scalaire.

Dans toute la suite nous nous autoriserons a noter Ej l’espace vectoriel des fonctions polynomes réelles de degré
inférieur ou égal a k, et ceci pour tout k dans N...

a) Montrons tout d’abord que si @ est un élément de E:f ligl (Q(t) e_t) = 0. Si Q@ = O ceci est une
[— 100

évidence. Supposons des lors que () est un élément non nul de E et considérons son terme de plus haut degré a,X”.

Nous avons alors Q(t) e~ ~ a, tP e~* au voisinage de 400 et par croissance comparée tligrnoo (ap tP e*t) = 0; le résultat

s’en déduit sans probleme.

Ainsi | si Q est un élément de E: lim (Q(t) e™") =0|

t——+o0

+oo
Soit P un élément de E. Montrons que P(t)e " dt converge. u:t — P(t) et est continue sur [0, +oo[ et donc

0
localement intégrable sur cet intervalle.

Comme X2P est un élément de E, d’aprés ce qui précede , lim (t2 P(t) e_t) =0ou lim (t2 u(t)) =0.

+o00 t—+oo
Il existe donc un réel A, strictement positif, tel que pour tout élément ¢ de [A, +oo[: [t2 u(t)| < 1.

1

On a alors pour tout élément ¢ de [A, +o00[: 0 < |u(t)| < el

+oo N . e s Y < . . ey
La convergence de f A t% dt et les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent

la convergence de f:oo |u(t)| dt donc 1’absolue convergence de f:oo u(t) dt et ainsi sa convergence.

Comme fOA u(t) dt existe : f0+°° u(t) dt converge.

“+ o0
Ainsi | pour tout élément P de E, / P(t)e"dt converge |.
0

b) Cela peut se faire de maniére immédiate en utilisant la partie du programme concernant la fonction I'. En effet
pour tout élément k de N: Iy =T (k+2)=(k+1D)I'k+1)=(k+ 1) et [ =T(k+1)=(k+1-1)! =k
Suivons la logique du texte et retrouvons ces deux résultats. La question précédente montre que I}, existe pour tout
élément k de N (t — t* appartient & F).

Fixons k dans N. Soit A un élément de ]0, +oo[. Une intégration par parties élémentaire donne :

A A A
/ thtle=tdt = [tFH (—e )3 — / (k4 Dt (—e ) dt = —A* e 4 (b + 1)/ th et dt.
0 0 0

Comme Alim (AkJrl e*A) = 0 il vient en faisant tendre A vers +o0: Iyy1 = (k + 1)1j.
— 400

1 k+1)I 1
Pour tout élément k de N: C ]j:i)' = ((k—: 1))!k = k—]? La suite (I1/k!)r>0 est donc constante.

A

+oo
De plus son premier terme est Iy = / e tdt = lim e tdt = lim (—e_A + 1) = 1. Par conséquent, pour
0 A—+oo 0 A—+4o0

I
tout élément k de N : 1?]7 —1oul, =kl

| Pour tout élément k de N, Tyy1 = (k+ 1) ot I = ! |

a) Remarquons pour commencer que si P et @ sont deux éléments de E,, leur produit est un élément de E';

ainsi, d’aprés la premiere question, f0+°° P(t)Q(t) e~ dt converge. < .,.> est bien alors une application de E,, x E,
dans R. Montrons qu’il sagit d’un produit scalaire.



+oo +oo
e Si P et Q sont deux éléments de E,,, < P,Q >= Pt)Q(t)e tdt = Q) P(t)e tdt =< Q, P >.
0 0
< .,.> est symétrique.
e Soient P, @, R trois éléments de F,, et A un réel.
400 “+00 +oo
<AP+Q,R >= / AP+ Q)(t)R(t)e " dt = A P(t)R(t)e " dt + Q(t) R(t)e " dt (car toutes les
0 0 0

intégrales convergent).

Donc < AP+ Q,R>=A< P, R>+<Q,R>. <. .> estlinéaire & gauche.

+oo
e Soit P un élément de E,,. < P,P >= / (P(t))2 e tdtett — (P(t))2 e~ ! est une fonction positive ou nulle sur
0

[0 4+ oo[ donc < P, P > est positif ou nul.
B 400
Supposons que < P, P >= 0. Fixons un élément B dans R**. 0 < / (P(t))2 e tdt < / (P(t))2 e tdt =0
0 0

B
Ceci donne alors :/ (P(t))2 e 'dt = 0. Ainsi la fonction ¢ — (P(t))2 e~! est continue, positive et d’intégrale
0

nulle sur [0, B]. Cette fonction est donc nulle sur [0, B] et nécessairement : V¢ € [0, B], P(t) = 0. La fonction polynéme
P a alors une infinité de racines; c’est donc la fonction nulle. Ainsi < P, P >= 0 donne P = 0g,,.
< .,.> est définie positive.

Les trois points précédents suffisent pour dire que ’ < .,.> est un produit scalaire sur E,, ‘

Remarques 1. Dans la suite nous noterons |.|| la norme associée & ce produit scalaire.

+oo
2. En posant : V(P, Q) € E?, ¢(P,Q) = / P(t) Q(t) e~ " dt on obtient un produit scalaire sur E.
0

3. On peut, de la méme maniére, définir encore un produit scalaire sur 1'espace vectoriel (& démontrer...) des fonctions
numériques f, continues sur [0, +o0o] et telles que f0+°° (f (t))2 e~tdt converge.

+oo +oo
b) Soient 7 et j deux éléments de [0,n]. < X*, X7 >= / t'tl et dt = / ttie tdt = I = (i + j).
0 0

’ Si i et j sont deux éléments de [0,n] : < X% X7 >= (i + j)! ‘

a) e La seule fonction polynéme unitaire de degré 0 est X, il est donc raisonnable de poser Qp = X° = 1.

e Soit P une fonction polynéme unitaire de degré 1. Il existe un réel a tel que: P = X + a.
<PQy>=<X+a,1>< X" X°> +a < X% X% >=(1+0)!+a(0+0)! =1+ a. P est donc orthogonale a Q si
et seulement si a = —1. En posant : Q; = X — 1, nous obtenons une fonction polynéme unitaire de degré 1 orthogonale
a Qp.

e Soit P une fonction polynéme unitaire de degré 2. Il existe deux réels b et ¢ tels que: P = X2+ bQ1 + cQo ((Qo, Q1)
est clairement une base de Fj). Cherchons alors b et ¢ pour que P soit orthogonale & Qo et Q1. Rappelons que Qg et

@1 sont othogonaux !
< P,Qo>=< X?2,Qp>+b< Q1,Q0 > +c < Qp, Qo >=< X%, X" > +c< X" X' >=(24+0)!+c(0+0)! =2+c.

<P QI >=<X2Q:>+b<Q1,Q1 >+c<Qp, Q1 >=< X2 X —-1>+b< X —-1,X —1>.

<PQ>=< X X>-<X X>+bh(< X, X > -2<X,X0> + < X0 X0>),

<PQ1>=2+ 1) =240 +b((1+1)1=2(1+0)!1+(0+0)!) =4+b.

Ainsi P = X2 4+ bQ1 + c¢Qq est orthogonale & Qg et Q1 si et seulement si ¢ = —2 et b = —4. Il est alors grand temps
de poser Q2 = X2 —4Q; —2Qp = X? —4(X —1) —2 = X? —4X + 2. Q2 est une fonction polynéme unitaire de degré
2 orthogonale a Qg et Q1.

(Qo,Q1,Q2) = (1, X —1,X? — 4X + 2) est une famille orthogonale de fonctions polynémes telle que pour tout k
dans [0, 2], Q soit unitaire et de degré k.
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Remarques 1. Notons que non seulement nous avons trouvé une famille (Qo, Q1,Q2) solution du probléme posé mais
nous avons également montré I'unicité de cette famille.

2. Dailleurs il n’est pas difficile de montrer qu’il existe une famille orthogonale (Qo,@1,...,Qy) de fonctions
polynomes, et une seule, telle que pour tout k dans [0,n], Qk soit unitaire et de degré k (polynémes de Laguerre).
Qo = 1 et pour tout k dans [1,n], Qx est I'unique fonction polynéme unitaire appartenant & la droite vectorielle
constituée par 'orthogonale de Ej_1 dans Fj. Nous en reparlerons dans la partie II...

A titre d’exercice on pourra montrer que, pour tout élément k de [0, n],

dk:
et

Voir, a ce sujet, les parties I et II du probleme d’Edhec 98.

Vo € R, Qulx) = (~1)F e’ (eFe) et [|Qull =Kl

+oo
b) Soit u et v deux réels. Posons dés maintenant H (u,v) = / (t? +ut +v)* e " dt.
0

H(u,v) = [ X2 +uX +0f? = [ X? —4X + 2+ (u+4)(X — 1) +u+v+2[* = [|Q2 + (u+4)Q1 + (u+v +2)Qo|*.
H(u,v) = [|Q2|> + |(u +4)Q1 + (u+ v + 2)Qo||? car Q2 et (u+4)Q1 + (u+ v + 2)Qp sont orthogonaux.

H(u,v) = [|Q21* + |(u +4)Q1]]* + || (v + v + 2)Qo||? car (u+4)Q1 et (u + v + 2)Qo sont orthogonaux.

H(u,v) = Qa2 + (u+ [ Qu |2 + (u+ v + 2% | Qo>

—+oo
On a donc Y(u,v) € R2, /0 (t2 + ut + v)2 e tdt = ||Q2||2 + (u+ 4)2||Q1H2 +(u+v+ 2)2||Q0||2.

c) Notons que si u et v sont deux réels: (u+ 4)? et (u+ v+ 2)? sont simultanément nuls si et seulement si u = —4 et
v=2.

Ainsi: V(u,v) € R?, H(u,v) = [|Q2]|*> + (u+ 4)?| Q11> + (u + v + 2)?[|Qo||* = ||Q2]|*> = H(—4,2). Donc ||Q2]|? est le
minimum de H. Rappelons que Q2 = X2 — 4Q; — 2Qy.

Q2] =< Q2,Q2 >=< Q2, X? —4Q1 —2Q) >=< Q2,X? > -4 < Q2,Q1 > -2 < Q2,Q0 >=< Q2,X? >.

Q2> =< X% —4X +2,X? >=< X% X? > 4 < X, X?>42< 1, X?>=4 -4 x 31 +2x 2! =4.

’ H admet un minimum qui vaut 4 et qui est atteint en (—4,2). ‘

Remarques 1. Notons que H atteint son minimum en le seul point (—4, 2).
2. Le cours permet facilement de traiter le probleme précédent sans utiliser les indications du texte. En effet :

Min H(u,0)= Min [ X*+uX +o|*= Min_[X*— (/X +o)]* = Min | X* - P
(u,v)€R? (u,v)ER? (w',v")ER? Pe B

Tout est clair, JMILQ [ X2 — P||? existe et vaut || X2 — S||2 ol S est la projection orthogonale de X2 sur E;. On montre
SO

alors sans probleme que S = 4Q; +2Qo = 4X — 2 et que || X% — S||?> = 4.

3. V(u,v) € R?, H(u,v) = 2u? +v% 4+ 2uv + 12u + 4v + 24. On peut donc encore retrouver le résultat de c) en utilisant
le cours sur les fonctions numériques de plusieurs variables.

4. Retenons encore que le ¢) nous apprend que @3 est la fonction polynéme unitaire de degré 2 de norme (au carré)
minimum. En fait ceci caractérise Q)s.

Plus généralement si nous revenons & la famille (Qo, Q1,...,Qn) évoquée dans la remarque 2 de Q3 a), Q est La
fonction polynéme unitaire de degré k de norme minimum.

PARTIE II: Construction d’une base orthogonale.

Soit P un élément de E,. P"” (resp. P’) est une fonction polynéme de degré au plus n — 2 (resp. au plus n — 1)
donc XP" (resp. (1 — X)P’) est une fonction polynéme de degré au plus n — 1 (resp. au plus n). Ainsi X P” et
(1 — X)P’ sont deux éléments de E,, et donc X P” + (1 — X)P’ aussi.

P est une application de F,, dans F,,.




Soient P et ) deux éléments de E,, et A un réel.

PAP+Q)=XOA\P+Q)"(X)+(1-X)AP+Q)(X) = X()\P”(X) + Q”(X)) +(1- X)()\P’(X) + Q’(X)).
AP+ Q) =AXP'(X)+ (1 - X)P' (X)) + (XQ"(X)+ (1 - X)Q'(X)) = A®(P) + ®(Q).

P est linéaire. ’ ® est un endomorphisme de F,, ‘

B(X0) = 0p,. ®(X') = 1—X. Sikest un élément de [2, n], D(X*) = Xk(k—1) X 24 (1-X)kX*1 = k2XF—1 Xk,

Ceci donne encore :| ®(X%) = Op, et pour tout élément k de [1,n] : ®(X*) = kK2X* -1 — kX* |

Par conséquent la matrice de ® dans la base canonique (1, X, X2,...,X") de E,, est:
0o 12 0 -~ 0
0 -1 22 :
M=1: " -2 " 0
: . . n?
0 -+ v 0 —n

Commencons par remarquer que le premier point de a) est franchement inutile car la matrice M est triangulaire
supérieure donc ses valeurs propres, ainsi que celles de @, sont les éléments de sa diagonale c’est a dire: 0, -1, -2, ...
-n. Mais pourquoi faire simple ...
a) Fixons k dans [0,n] et notons ®;, ’endomorphisme ® + kIdg, de E,.
Si k =0, la famille (®(X7) + ka)ogjgk = ((IDk(Xj))ngglc est réduite au vecteur nul donc elle est liée.
Supposons alors k£ non nul.

Sij=0:®,(X7)=kXO est un élément de Ej_.

Si j est dans [1,k — 1], ®x(X7) = ®(X7) + kX7 = j2X7=1 + (k — j) X7 est encore un élément de Ej,_1.

Sij=k, ®,(X7) =k2X" "1 est toujours un élément de Ej_;.
Ainsi (®(X7) + ka)ogjgk = ((I)’“(Xj))ogjgk est une famille de k + 1 éléments de Ej_1 qui est un espace vectoriel de
dimension k. Cette famille est donc nécessairement liée.

Pour tout élément k de [0,n], (®(X7) + kX7) est une famille liée de E,, |.

0<ji<k

Reprenons k dans [0,n]. (®(X7)+ ka)0<j<k = (<I>;€(Xj))0<j<,C est une famille liée donc on peut trouver k + 1 réels
k

k
ag, a1, ..., G, non tous nuls, tels que Zaj<1>k(Xj) = 0, ou tel que @k(Zanj) =0g,.
3=0 3=0

k
Ainsi Z a; X7 est un élément non nul du noyau de ®;, = ® — (—k)Idg,. Ce noyau n’étant pas réduit au vecteur nul,
§=0
—k est valeur propre de ®.

’ Pour tout élément k de [0,n], —k est valeur propre de ® ‘

b) ® admet au moins n+ 1 valeurs propres distinctes —1, —2, ...,—n. Comme c’est un endomorphisme de 1’espace vecto-

riel E,, qui est de dimension n+ 1, ® admet exactement n+ 1 valeurs propres distinctes et donc | ® est diagonalisable |.

¢) D’apres ce qui précede, & admet n+ 1 sous-espaces propres distincts dont la somme des dimensions est n+ 1. Dans
ces conditions chacun de ces sous-espaces propres ne peut donc étre que de dimension 1.

Soit k un élément de [0,n] et Sy un vecteur propre de ® associé & la valeur propre —k. Sy engendre le sous-espace
propre SEP(®,—k) correspondant. Montrons alors l'existence et 'unicité de Py et pour cela commengons par noter
apXP le terme de plus haut degré de Sj.

Unicité Supposons que Py existe. Py est un élément de SEP(®,—k) = Vect(Sk), donc il existe un réel \ tel que
Py = \Sj.

Comme Py, est unitaire: 1 = Aa,, et ainsi Py, = (1/a,,)Sk. D’ou 'unicité de Pj.

Existence. Posons Py = (1/a,)Sk. Py est un élément de Vect(Sy,) = SEP(®, —k) donc vérifie ®(Py) = —k Py ; de plus
son terme de plus haut degré est: (1/a,)a, X? = XP. Ainsi Py, est unitaire.



’ Pour tout k dans [0, n], il existe une unique fonction polynéme unitaire Py, vérifiant ®(Py) = —kP; ‘

d) Soit k dans [0,n]. Notons p le degré de Py. Le coefficient de X? dans —kPj, est —k. Le coefficient de X? dans
®(Py) = XP!+(1—X)P] est —p (c’est en fait le coefficient de X? dans —X P/). Comme ®(P;,) = —kP on obtient :
—p=—k et donc p=F!

’ Pour tout k dans [0,n], Py est de degré k ‘

e) Qo = 1 est une fonction polynéme unitaire et ®(Qp) = 0 = —(0)Qo donc .

Q1 est une fonction polynéme unitaire et ¢(Q1) = (X — 1) = X0g, + (1 — X) x 1 = (—1)Q; donc .
Q2 = X? — 4X + 2 est une fonction polynéme unitaire et ®(Q3) = ®(X2 —4X +2) = X x 2+ (1 — X)(2X —4) =

—2X2 48X — 4 = —2Q, donc .

a) Soient P et @ deux éléments de E,,.

Posons pour tout élément ¢ de [0,4o00[, v(t) = tP'(t)e~*. v est dérivable et, pour tout élément ¢ de [0,+oo]:
V' (t) = [P/(t) + tP"(t) + tP'(t)(—1)]e " = [tP"(t) + (1 — t)P'(t)]e™" = ®(P)(t) e~". v’ étant continue sur [0, +oo, v
est de classe C! sur cet intervalle. Q est également de classe C! sur [0, +o00[. Dés lors fixons A dans R** et intégrons

par parties.

A A A
/ B(P)(t) Q) e dt = / (6 Q) dt = [o(t) Q)] — / o) Q' (1) dt.
0 0 0

A A
| e@maemea =) - Qo - [ PO e tar
Remarquons alors que:
- /+O<> ®(P)(t) Q(t) e~ dt converge et vaut < ®(P),Q > ;
0

- v(0)Q(0) =0 car v(0) =0;
- lim (v(®H)Q(P)) = AEH} (tP'(1)Q(t) e7") = 0 car XP’Q est un élément de E.

A—+oo

En faisant tendre A vers 4+oo 'intégration par parties précédente fournit :

+oo
<P(P),Q >= —/0 tP'()Q'(t) et dt |.

b) Soit P et @ deux éléments de E,,.

+0o0 +oo
< ®(P),Q >= —/ LP(8) Q' (t) e dt = —/ Q' ()P (1) e~ dt =< B(Q), P >=< P, B(Q) >.

’ ® est un endomorphisme symétrique de E, ‘

¢) @ est un endomorphisme symétrique de E,, donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux. Ainsi (Po, P, ..., Pp)
est une famille orthogonale de F, ; les vecteurs de cette famille orthogonale étant non nuls, cette famille est libre.
(Po, Py, ..., P,) est une famille libre orthogonale de n + 1 éléments de E,, qui est de dimension n + 1, par conséquent
’ (Po, Py, ..., P,) est une base orthogonale de E,, ‘

n
Remarques 1. (Py, P, ..., P,) base de E,, pouvait s’obtenir directement en remarquant que E,, = @Vect(Pk) (Q2).
k=0
2. Notons que, pour tout élément k de [0,n], (Po, P1, ..., Px) est une base orthogonale de Ej, et méme que P = Q.
3. On peut montrer que, pour tout k dans [1,n], Py admet k racines réelles distinctes appartenant toutes & l'intervalle
10, +00[ (voir encore & ce sujet la partie IIT du probleme d’Edhec 98). Cette remarque permettra aux lecteurs plus
exigeants de généraliser les résultats de la partie III.




PARTIE III: Calcul d’une valeur approchée d’une intégrale.

a) Soient « et B deux réels.

“+oo
VP € Ey, P(t)e tdt = aP(a) + BP(b) <=

+oo
c,d) € R?, / (ct+d)e tdt = a(ca+d) + B(cb+ d)
0 0

v(
< V(c,d) € R? eIy + dly = c(aa + Bb) + d(a + 3)
<= VY(c,d) €R? c+d=c(aa+ pb) +d(a+3)
<:>V(c,d)€R2, (aa+pb—1)c+ (a+p—-1)d=0

<~ aa+pb—1=a+F-1=0
‘:’{ZTﬁﬂLl

1-b 1-24v2 V2-1 2-2
a—1b 2V2 2v/2 4
l—a 1-2-V2 V2+1 2442
b—a —2V2 2v/2 4

o =

B=

+oo
11 existe un (unique) couple de réels (o, 3) tel que:VP € Ey, / P(t)e tdt = aP(a) + BP(b) |
0

Remarques 1. Ce dernier résultat vaut encore lorsque a et b sont deux réels quelconques distincts.
2. Mieux, si (a1,as,...,a,) est un n-uplet de réels deux a deux distincts, il existe un unique n-uplet de réels
(a1,a9,...,a,) tel que:

+oo
VP e E,_1, / e~ tdt = Oékp ak
i Z

Ce résultat s’obtient facilement en utilisant les polynémes d’interpolation de Lagrange (voir Hec 96 Math. I) ou

encore en prouvant l'inversibilité de la matrice réelle d’ordre n: A = (a;fl) (un passage a la transposée rend la chose

élémentaire).
+oo
b) / e tdt =< 1, Py >=< Qop, Q2 >:0:a0+ﬁ0:aP2(a)—|—ﬁP2(b).
+oo
On a donc Py(t)e tdt = aPy(a) + BP(b) |
0

c) Soit P un élément de E3. La division euclidienne de P par P, fournit deux fonctions polynoémes @ et R telles que
P=QP;+ R et deg R < deg P, = 2. Le degré de R est donc inférieur ou égal & 1. Montrons qu’il en est encore ainsi
pour Q. QP> = P — R et P — R est un élément de E3 donc deg(QP;) = deg @ + deg P> < 3. Comme le degré de P,
est 2, le degré de @) est nécessairement inférieur ou égal a 1.

Py = 2, Q2 est orthogonal & Qg et Q1, et (Qo, Q1) est une base (orthogonale) de E;. Par conséquent P, est orthogonal

a tous les éléments de Ey donc & Q. Ainsi .
“+o0

/+<>0 Pt)e tdt = /+<><> (Qt)P2(t) + R(t)) e "dt =< Q, P, > + R(t)e "dt = 0+ aR(a) + BR(b) car R est un
0 0 0

élément de E.
Or P(a) = Q(a)Py(a) + R(a) = R(a) car a est un zéro de Py. De méme P(b) = R(b). On a alors:

+oo
P(t)e 'dt = aP(a) + BP(b) pour toute fonction polynéme P de degré inférieur ou égal & 3 |

0
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Remarque Dans les remarques précédentes nous avons dit que si (ag,az,...,a,) est un n-uplet de réels deux a deux
distincts, il existe un unique n-uplet de réels (a1, aq,...,a,) tel que:
+oo
VP € E,_1, e tdt = Z apP(ax).
0
On peut montrer que cette égalité s’étend aux éléments de Es,_1 si et seulement si aq, as, ..., a, sont les zéros de P,

(cela constitue un excellent exercice a faire sur le champs). On ne peut pas faire mieux. Autrement dit on ne peut pas
trouver ¢ > 2n — 1 telle que 1’égalité précédente s’étende aux éléments de E, (cela s’obtient aisément en raisonnant
par I’absurde et en considérant f0+°° [(t—ay) - (t—ay))? e tdt).

a) Soit t un réel positif ou nul. f étant de classe C* sur [0, +oo[, I'inégalité de Taylor-Lagrange fournit :

3
F®0) 1 lt=op! t!
HOEDY (= 0)F| < = Max |79 (w)] < 3y M.

Or si z et y sont deux réels: |z| — |y| < |z — y|. Ce qui précéde donne alors :

3
f() k 4 FR) g M,
"’Z < it o 'f<f)|<\§ n et
L’inégalité triangulaire donne encore :

3
f® (0 M

k=0

3 (k) M
Des lors posons T' = Z w Xk + 0 X4,

k=0

T est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 4 telle que: Vt € [0, 400, 0 < |f(¢)] < T(t) ‘

Ce qui précede donne encore V¢ € [0, +oc, 0 < [f(t)e | = |f(t)|e " <T(t)e ".

La convergence de f0+oo T(t)e~tdt et les régles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives
+oo —t
montrent que [, |f(¢) e~"|dt converge.

+o0
/ f(t) e~ " dt est absolument convergente donc convergente |.
0

b) Soit P et @ deux éléments de F3 et A un réel.

DAP+Q) = (()\P +Q)(a), AP+ Q) (a), AP+ Q)(b), (\P + Q) (b) )
D(AP + Q) = (AP(a) + Q(a), \P'(a) + Q'(a), \P(b) + Q(b ) AP’( )+ Q'(b ))

D(AP + Q) = A(P(a), P'(a), P(b), P'(b)) + (Q(a), Q'(a), Q ‘(b)) = AD(P) + D(Q).
D est une application linéaire de E5 dans R?.

Pour montrer que I’application linéaire D est bijective il suffit de montrer que D est injective car By et R* sont deux
espaces vectoriels de méme dimension finie 4 sur R.

Montrons donc, par I’absurde, que le noyau de D est réduit a la fonction polynéme nulle.

Supposons que P soit un élément non nul de Ker D. P(a) = P’'(a) = P(b) = P’'(b) = 0. a et b sont alors deux racines
de P d’ordre de multiplicité au moins deux et ainsi le nombre de racines de P, comptées avec leur ordre de multiplicité
est supérieur ou égal a 4. Ceci n’est pas raisonnable pour une fonction polyndéme non nulle de degré au plus 3!

Par conséquent le noyau de D est réduit & Op, et D est injective.

Ce qui précede montre bien que | D est un isomorphisme de E3 sur R*

c) Soit S un élément de Ej.



Il existe une unique fonction polynéme S de Ej telle que: S(a) = f(a), S'(a) = f'(a), S(b) = f(b), S'(b) = f'(b).
s =D ((f(@).£'(@. £0). £'®))).

Remarque Par des considérations analogues on montre que si a1, asg, ..., a, sont n éléments distincts d’'un intervalle I
de R et si f est une application dérivable de I dans R, il existe un unique élément S de Ra,_1[X] tel que, pour tout
élément i de [1,n]: S(a;) = f(ai) et S'(a;) = f'(a;) (voir encore Hec 96 Math. I).

a) g(a) = f(a) — S(a) — W(PQ(G))2 =0 car f(a) = S(a) et Pa(a) =0. De méme g(b) = 0.
2o

M(E(m))z = f(x0) — S(w0) — (f(w0) — S(0)) = 0.

9(x0) = f(x0) — S(zo) — (Pa(20))’

’ g s’annule en a, b et xg ‘

b) Notons immédiatement que f, S et (P2)? sont de classe C* sur [0, +oo[. g I'est donc également.

Etudier avec soin le cas a < 29 < b est aussi aisé que rapide car ce cas ne se pose pas! (a =2+ V2>2-2= b).
Contournons les “cas” et ordonnons les éléments de {a,b, zo}. Notons ¢; le plus petit élément de cette partie, t3 le
plus grand et to I’élément restant. t; < to < ¢35 et {a,b,xo} = {t1,%2,t3}. Soit ¢ un élément de {1,2}. g est dérivable
sur [t;, ti+1] et g(t;) = g(tiv1)(= 0) ; le théoreme de Rolle montre alors qu’il existe un élément w; dans |¢;, ;1] tel que
g (u;) = 0.

uy et up sont alors deux zéros de ¢’ distincts de a, b et xg.

(o) = S(xo)

"(t) = f'(t) = S'(t) —
g't)=f'(t) (t) (P2(x0))2

(2P2’(t)P2(t)). g'(a) =0 car S’(a) = f'(a) et Py(a) =0; de méme ¢'(b) = 0.

’ g’ admet au moins quatre zéros deux & deux distincts (dont a et b) ‘

Notons que ces quatre zéros sont strictement positifs car a et b le sont et 0 < t; < u; < to < ug. Deés lors montrons
par récurrence que, pour tout élément i de [1,4], g possede au moins 5 — i zéro(s) dans ]0, +oof!

D’apres ce qui précede, la propriété est vraie pour ¢ = 1. Supposons la propriété vraie pour 4 élément de [1,3] et
montrons la alors pour ¢ + 1.

g possede au moins 5 — i zéros ai, ag, ..., as_; (0 < @y < --- < as_;) dans ]0,4o0c[. Montrons alors que
gt = (g(i))/ posséde au moins 4 — ¢ zéro(s) dans ]0, +o00].

Soit j dans [1,4 — 4]. g(¥ est dérivable sur [, avj+1] et g (a;) = g (aj41)(= 0). Le théoréme de Rolle montre alors
lexistence de 3; dans Jaj, aj 1] tel que: g0+ (3;) = 0.
Ceci donne & g1 au moins 4 — i zéro(s) strictement positif(s) et acheve la récurrence.

En appliquant la propriété pour i = 4, | on obtient 'existence d’un élément ¢ de |0, +-o00[ tel que g® (c)=0|

c) Calculons g¥. S est un élément de E3 donc sa dérivée quatrieme est nulle. (P;)? est une fonction polynéme
unitaire de degré quatre donc sa dérivée quatrieme est la fonction constante égale a 4!. Finalement :

f(x0) — S(wo)

5— X 4L
(Pa(z0))

vVt € [0, +00f, g () = FD(¢) —

2
P
Comme ¢ (c) = 0, il vient sans difficulté :| f(x) — S(zo) = % @) |




(Pa(o))?
4!

(P2(x0))

Ainsi (o) = S(z0)] = o [0 (e)] et comme 1B (e)] < M| |£(z0) = S(z0)] < M|

(Pa(2)’

a) D’apres la question précédente : Vo € [0, +oo[—{a, b}, |f(z) — S(x)] < M. Les deux membres de

4!
cette inégalité étant nuls pour x = a et x = b on a bien:
(Po()”
v € 0,400, |f(2) — 5(@)] < 2 M,
Remarque Ici encore ce résultat peut se généraliser de la maniere suivante. ay, asg, ..., a, sont n éléments distincts d’un

intervalle I de R. f est une application I dans R de classe C2" (ou simplement 2n fois dérivable) telle qu’il existe un
réel M majorant |f™)| sur I. S est 'unique élément de Ry, _1[X] tel que Vi € [1,n], S(a;) = f(a;) et S'(a;) = f'(a;).

Alors :
M

Vo el, |f(z) — S(x)| < an [(z —a1)(z = as) - (z — ay)] .
On obtient ce résultat, sans difficulté, en reprenant les idées développées dans ce qui précede (Hec 96 Math. 1 encore
et encore...).
b) Q4 a) nous donne (en multipliant par e=...) : Va € [0,+o00], |(f(z) — S(z)) e *| < % (P2(1:))2 e .
La convergence de f0+oo (P2 (x))2 e " dx et les régles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions posi-
tives donnent la convergence de f0+°o |(f(z) — S(z)) e~*| dz donc 'absolue convergence de +°O (f(z) = S(z)) e *da.

+o0 +oo oo
Nous pouvons alors écrire : ’ / (f(z) = S(z)) e® da:’ < / |(f(z) = S(z)) e *|dz < % (Pg(sc))2 e "dz.
0 0 " Jo
Comme f0+°° f(z) e ®duw et f0+°° S(x) e~* dz convergent, ceci donne encore :
‘/ f@) e do —/ S(a) e da| < o1 / (Po(@))? e de = 2 ||Pg|\2
0 0 4t Jo

+oo
Or / S(z) e " dz = aS(a) + BS(b) = af(a) + Bf(b) et | P]|?> = ||Q2]]> =4 (I Q3 c), par conséquent :
0

[ e an—apto - s < |

Remarque Soient aj, ag,..., a, les n zéros de P, et (a1, ag, ..., ) 'unique n-uplet de réels tel que:

+o0 n
VP € Ey,_1, / P(t)e ' dt =Y arP(ax).
0 k=1

Si f est une application [0, +oo[ dans R de classe C?" telle que | f(>™)| soit majorée sur [0, +-00[ par M on obtient alors :

’/0+oo f(t)e*tdx—zn: Ozkf(ak)‘ < % ||Pn||2 _ M(Z|)2

|
2 ) (2n)
. (n!)? 1\2n . . .
Notons que la formule de Stirling donne (2n)! ~ <§> vmn lorsque n tend vers +oo ce qui donne de ’espoir . Mais
n)!

notons aussi que M dépend, a priori, de n.

Application : f est de classe C* sur [0, 4+o0[ (f est la restriction d’une fonction rationnelle).

/ _ 1 " _ 2 _ 4 24
vt € [0, +oof, f'(t) = — (1O+t)2’f (t) = Waf(3)(t)—_m et fH(t) = +05
24 24

Vt € [0,+oc], [fH (1) = W 105



10

22
4

2+2
4

+oo
PosonsI:/0 f(t) e tdt et J=af(a) + Bf(b) = f2+V2)+ f2—V2).

24/10° 4
Q4 donne alors |I — J| < u donc |IT — J| < T

.. 4 4 . 4 4
Ainsi J — 1% <I<J+ 15 Comme 0.0915 < J < 0.0916 on obtient alors: 0.0915 — 106 < 71 <0.0916 + 15

Ceci donne encore :’ 0.09146 < I <€0.09164 ‘

0.09164 + 0.09146‘ _ 0.09164 — 0.09146
2 = 2 '

I appartient a Uintervalle [0.09146,0.09164] donc ‘I -

—t

10+1¢

dt a9 x 1075 pres |.

+oo
Ainsi: [T — 0.09155| < 0.00009 et | 0.09155 est une valeur approchée de /
0




