PREMIER PROBLEME

Remarque Je ne ferai pas, dans ce qui suit, I'identification des éléments de M,, 1(R) aux éléments de R™
proposée par le texte car elle n’apporte rien ici. Le produit scalaire utilisé sera donc le produit scalaire
canonique de M, 1(R).

Je conserverai le parti pris de ne pas parentheser les expressions du type sin k6.

1. Aj est une matrice symétrique et réelle donc | A3 est diagonalisable | ... A, aussi.

Cherchons les valeurs propres de As. Soit A un réel. Déterminons une réduite de Gauss de Az — Al3.

-2 1 0
Az — M3 = 1 =X 1 . Les opérations L; <« Lo et Ly «— Ls + ALy donnent successivement :
0 1 -
1 =X 1
0 1- )\2 A |. Les opérations Ly <+ Lz et Ly « L3 + (\? — 1)Ly donnent
0 -
1 )\ 1 1 =X 1
successivement : [ 0 )\ et {0 1 -
0 1- /\2 0 0 —-AA—=1)+A
1 — 1
0 1 —A est alors une réduite de Gauss de Az — \I3.
0 0 —-XA-2)

Ainsi A3 — M\I3 est non inversible si et seulement si —\(A\2 —2) = 0; c’est & dire si et seulement si A vaut 0,

V2 ou —v/2.

Les valeurs propres de As sont donc: /2, 0 et —/2 |.

x
Cherchons les sous-espaces propres de As. Soit X = | y | un élément de M3 ;(R).
z
y=0
AsX =0 z+2=0 y=0et z=—=x.
y=0
Le sous-espace propre de Ag associé & la valeur propre 0 est la droite vectorielle de M3 1(R) engendrée
1
par 0
-1

Soit € un élément de {—1,1}. Notons que:&? = 1.

y=¢eV2x y=¢evV2x y=eviz
A X=eV2Xellotz=e/2y & z=x e T 7
2 2
=eV2 2r = evV2 =——x=—Fc¢cr=¢cV2zx
Y \fz x \fy Yy E\/i e2

A X =eV2 X o z=zety=eV2uz.



Le sous-espace propre de A3z associé & la valeur propre /2 (resp. —+/2) est la droite vectorielle de M1 (R)

1 1
engendrée par | v2 | (resp. | —v2 |).
1 1
1 1 1
B= V2.l o ), —v2 est une famille de M3 1(R) constituée de trois vecteurs propres de Ag
1 -1 1

associés a trois valeurs propres distinctes \/5, 0 et —\/i; B est donc une famille libre de trois vecteurs de

M3 1(R) qui est de dimension 3.

1 1 1
Ainsi B = V2 i, o |, -v2 est une base de M3 1(R)
1 -1 1

Notons P la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) & B et posons D = P~'A3P. D’apres ce

qui précede :

I | V2 0 0
P=|+v2 0 —+2 | estinversible |comme matrice de passage,| D= 0 0 0 est diagonale
1 -1 1 0 0 —V2

et| Ay = PDP-1 |,

Exercice Déterminer P~!. Trouver une matrice orthogonale Q telle que : A3 = QD'Q.

2. Le cours nous indique que l'ensemble S} des suites réelles (s)ken telles que pour tout entier naturel k,
Sk4+2 — 2cosf siy1 + s = 0 est un espace vectoriel sur R de dimension 2.
L’équation caractéristique attachée aux éléments de Sy est 22 —2cosf x +1 = 0. Cette équation admet

deux solutions complexes et conjuguées : e’ et e, Ainsi ((cos k) ken, (sin k@)keN) est une base de Sj.

Soit (sg)ken un élément de Sp. (sx)ken est encore un élément de Sj. Par conséquent il existe deux réels « et

[ tel que, pour tout élément k de N: s = awcoskf + Ssinkf. On a alors 0 = sg = a et s; = acosf+ Fsinf ;

1
donca=0et f =5 —-
sin 6
sin k6
Alnsi si (sg)nen est un élément de Sy :| Vk € N, s, = 51 bl,n 7
sin

En particulier (s;)ren appartient a la droite vectorielle de Sj, engendrée par la suite (sin k6)gen.
Réciproquement soit (s)ren un élément de cette droite. Il existe un réel 3 tel que Vk € N, s = (3 sin k6.
Par conséquent (si)ren appartient & Sj et so = 0 sin(00) = 0; donc (sx)ken est un élément de Sp.

Finalement Sy est la droite vectorielle de Sj engendrée par la suite (sin k0)gen. Sp = Vect ((sin kQ)kGN).

Ainsi ’ Sp est un espace vectoriel réel de dimension 1 ‘

T1
Z2

3. a. A est une valeur propre de A, et X = un vecteur propre de A,, associé a .

Tn



0 1 0 -0 1 1 Ty = Axy
o 1 - || 2 71+ @5 = Azs
A, X =X d =A ; soit encore ¢ 7 .
n onc 0 0 ; soit encore § | Teit = Ao
: . . S S N O N A N OO
0o --- 0 1 0 Ty Ty Tp_1 = Ap

o A1 =29
Ceci donne enfin : o Vke{2,...,n—1}, Azp = xp—1 + T
o A1, =T,

Observons que ce systeme est exactement équivalent a: A, X = \X.

Notons que m = 1Mka<x |xk| est strictement positif car X n’est pas nul.

<k<n
Al|z1] = [Ax1] = |z2| < m < 2m et [N|zn]| = [Aan| = |2n—1] < m < 2m.
De plus si k appartient & {2,...,n — 1}: [M]zg| = |Azk| = |2p—1 + Trg1] < |2p—1] + |2r41] S M+ m =2m.
Finalement ’ pour tout entier k de {1,...,n}, |A|zk| <2m ‘

Ainsi Max (|A||zk]) < 2m donc |A| Max |zx| < 2m. Ceci donne encore |A\|m < 2m donc |A| < 2 car m est
1<k<n 1<k<n

strictement positif.

Par conséquent ’ si A est une valeur propre de A: |\ < 2 ‘

Exercice Soit A = (a;;) un élément de M, (C).

Pour tout élément i de [1,n] on pose D; = {z € C | |z — ai| < Z la;;|}. Montrer que I'ensemble des
1<5<n
i#i
valeurs propres de A est contenu dans Dy U Dy U --- U D,, (disques de Gershgorin). Retrouver le résultat

précédent.

b. Posons pour tout élément ¢ de |0, 7[, u(t) = 2cost. u est continue et dérivable sur |0, 7[.

Vt €]0, 7], v/ (t) = —2sint < 0. Ainsi u est continue et strictement décroissante sur l'intervalle ]0, 7[.
u définit alors une bijection de |0, 7[ sur ]tlim(2 cost), %ir%(Q cost)[=] — 2,2[.
—T —

Comme A est élément de | — 2, 2],

il existe un unique élément 6 de |0, 7| tel que A = u(f) = 2 cos . ‘

sin k6
D’apres la question 2, la suite (si)ren de Sp déterminée par s; = x; est définie par:Vk € N, s, = 21— 7
sin
Montrons alors & laide d’une récurrence faible que:Vk € {1,...,n}, s = .
La propriété est vraie pour k = 1 car s; = 1. Supposons la vraie jusqu’a k, k élément de {1,...,n — 1} et

montrons la pour k + 1. spy1 = 2cosl s — Sp_1.
Sik=1:s541 =52=2c0os6 51 —Sp = AS1 = A\T1 = Ta = Tg41;
Si k > 2, d’apres 'hypothese de récurrence : sp+1 = 2cos0 sk — Sk—1 = 2cos 0 xp, —xp_1 = xp41. Ceci acheve

la récurrence.

Finalement ’ VEe{l,...,n}, sp=uay ‘




Sn+1 =2cos0 s, — sp—1 =2cos0 xy —Tp_1 = ATy — Tp—1 = 0. .

i 1)6
Rappelons que s,11 = xlw. Ainsi 27 x sin(n + 1)0 = 0. Donc 1 = 0 ou sin(n + 1)0 = 0.
sin
Supposons x1 nul. La suite (sg)ren est alors la suite nulle. Donc Vk € {1,...,n}, 2 = s = 0. Ce qui

donne X = 0!

21 n’étant pas nul sin(n+ 1)0 lest. (n+ 1)6 est alors un multiple de 7. Il existe un élément p de Z tel que:

(n+1)0 = pm. Alors 0 = p_|7_r et comme 6 appartient & |0, 7[: p appartient & {1,...,n}.
n
11 exist tier p de {1 }tel que § = 21
existe un entier p de {1,...,n} tel que § =
p ) q n+1
c. Soit p un élément de {1,...,n}. Notons déja que X, n’est pas nul car sa premiere composante sin 6, est

différente de 0 (6, €]0, 7[). Des lors montrons que A, X, = A, X,.
e sin20, = \,sinf,

Il suffit de prouver que: ¢ o Vk e {2,...,n—1}, sin(k —1)8, + sin(k + 1)0, = A, sin k0,
e sin(n —1)f, = A\,sinnb,

o )\, sinf, = 2cosf,sinf, = sin26,.

e Sipest dans {2,...,n— 1}, A\,sinké, = 2cos b, sin kb, = 2sin kb, cos 6, = sin(kb, + 0,,) + sin(kb, — 0,).
Apsinkd, = sin(k — 1)8, + sin(k + 1)6,.

o )\, sinnb, = 2cos b, sinnf, = 2sinnb), cos b, = sin(nb, + 0,) + sin(nd, — 6,).

Apsinnb, = sin(n + 1)8, + sin(n — 1)8, = sinpr + sin(n — 1)6, = sin(n — 1)6,,.

Ceci acheve de prouver que: A, X, = A, X,.

Donc ’ pour tout élément p de {1,...,n}, A, est une valeur propre de A4,, et X, un vecteur propre associé |.

d. Pour tout élément p de {1,...,n}, A, = 2cos6, = 2cos (ﬂ) = u( P )
n

+1 n+1
s s , . .. .
Comme , s e sont n réels deux a deux distincts de |0, 7[ et que u est injective sur cet
n+1l n+1 n+1
intervalle, A1, Ao, ..., A, sont n réels deux a deux distincts.
Ainsi A1, Ao, ..., A\, sont n valeurs propres deux & deux distinctes de A,, qui est une matrice d’ordre n et qui

a donc au plus n valeurs propres deux a deux distinctes.

Par conséquent ’ {A\1,A2,..., A} est I'ensemble des valeurs propres de A, ‘
(X1,X5,...,X,) sont n vecteurs propres de A,, associés & n valeurs propres deux & deux distinctes donc
(X1,X2,...,X,) est une famille libre de n vecteurs de M,, 1(R) qui est un espace vectoriel de dimension n.

Finalement ’ (X1, Xa,...,Xy) est une base de M,, 1(R) ‘

4. U, n’est autre que la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) & la base (X1, Xs,...,X,).

Donc ’ U,, est inversible ‘
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Comme (X7, X2,...,X,,) est une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de A,, respectivement as-
M O - 0
sociés aux valeurs propres A1, Ao, ..., Ap:| D, = U,lenUn est la matrice diagonale 0
TR
0 0 X\

5. a. Soit p et ¢ deux éléments de {1,...,n}.
A, est une matrice symétrique donc: < AX,, X, >=< X, AX, >.

Ainsi < A\p X, X >=< X, \; Xy >. Clest & dire A\, < X, Xy >= Ag < X, Xy >.

Par conséquent :’ ' XXy = N X, X, | Ceci donne encore: (A, — \;) < X,, X, >=0.

Des lors si nous supposons p # ¢, A, et Ay sont dictincts et : < X, X >= 0; X, et X, sont donc orthogonaux.

’ (X1,X2,...,X,) est une base orthogonale de M,, 1(R) ‘

Remarque Ce n’est pas un scoop. A, étant une matrice symétrique réelle, ses sous-espaces propres sont

orthogonaux et donc la base (X1, Xs,...,X,,) est orthogonale non ?
Soient p et g deux éléments distincts de {1,...,n}.
sin 6,
n sin 26,
> sinkf, sinkf, = (sinf,,sin26,,...,sinnd,) , ='X,X, =< X,, X, >=0.
k=1 :
sinnb,

Donc | Y(p,q) € {1,...,n}*, p#q= 3 sinkf, sinkf, =0 |
k=1

n

n . .
b. Soit p un élément de {1,...,n}. 3 cos(2kd),) est la partie réelle de: > e'(k%). Or ¢¥(20») est différent
k=0

k=0
de 1 car 20, = % n’est pas un multiple de 27 puisque p appartient a {1,...,n}; ainsi:
n ) n ) k 1— (ei(29p))n+1
i1(2k0y) __ 1(20,) _ .
Ze p_Z(e p) - 1 — ei(26p)
k=0 k=0

Remarquons alors que : 1 — (e22%))F1 = 1 — ¢iP™) — . Ainsi: 3 €i2k00) =,
k=0

Finalement | Vp € {1,...,n}, > cos(2kf,) =0 |.
k=0

. “~ 1 — cos(2k6 1
Soit p un élément de {1,...,n}. Z sin?(k6,) = Z W = g 3 Z cos(2k0)p).
k=1

k=1 k=1
- 1< 1 1
Ceci donne encore : Z sin?(kf),) = g ~3 cos(2k6,) + 5= n;r .
k=1 k=0
= n+1
D Vpe{l,...,n}, in?(k6,) =
onc | Vp € { n} ; sin“(k6,) 5




c. Posons U2 = (v,,). Soient p et ¢ deux éléments de {1,...,n}.

n n
k k
Upg = Z UpkUkq = Z sin 5_;1 sin . q7r Z sin k6, sin k0.
k=1 k=1

1 1
Ainsi vpq vaut 0 si p et ¢ sont distincts et nt s’ils sont égaux. Donc Ufl = n—2i- I,
L 2 _1 2
En particulier : (7 Un) U,=1,donc U, = ——U,
n+1 n+1
2

Alors D, = U7 A, U, donne A, = U,D,U' = U, D, (iUn)

n

. 2
Finalement :| A,, = U,D,U,
n+1

Remarque On pourra pour compléter ce probléme visiter ou revisiter HEC 90 MI et ESSEC 96 MI.

DEUXIEME PROBLEME

1. a. b. t — 1 —t est de classe C! et strictement positive sur |0, 1[ et In est de classe C! sur R** ; par

1
composition ¢t — In(1 —¢) est de classe C! sur ]0,1[. Comme t — 5 est de classe C! sur ]0, 1[, par produit

’ [ est de classe C! sur ]0,1] ‘

In(1—1¢ —1
Montrons que f est continue en 0. 7¥ YT T 1 car In(1 + x) T

In(1 —t)) _1

Par conséquent : PH(I) ( — = f(0). Ainsi ’ f est continue en 0 ‘

t
vt €]0, 1], f’(t):—t1 L__lt x t — In( 1t} donc | Vt €]0,1], f'(t) = tl [ln(lt)+1t_t] :
c. f'(t) = ﬁ[( t)In(1 —t) +t] ~ %[(l—t)ln(l—t)+t],

Cherchons un équivalent en 0 de t — (1 —¢)In(1 — ¢) + ¢t. Pour cela utilisons des développements limités

d’ordre 2 au voisinage de 0.
x? 12
In(14z)=2— 5 +o(z?). In(1 —t) = —t — 5 +o(t?) et 1l —t=1—t+o(t?).

Donc (1 —#)In(1 —t) = (1 — t)(—t — g) +o(t?) = —t — g +t2 4 o(t?) = —t + g +o(t?).

t2 2
Ceci donne encore: (1 —¢)In(l —t) +t = ) + o(t?). Par conséquent (1 —t)In(1 —t) + trg 5

1 1 21

. () Y _ _ ~N— X — = —-

Finalement : f'(¢) N [(1—1t)In(1 —¢t) +1] T2 9 T3
O
insi | lim =3

f est continue en 0, de classe C! sur ]0,1[ et f' admet une limite finie en 0. Le théoréme de la limite de la

1
dérivée nous permet de dire que ’ f est de classe C! sur [0,1] ‘ Notons encore que I'on a f'(0) = 3
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d. La fonction In est concave sur R** puisque sa dérivée seconde est négative. Sa courbe représentative est

au-dessous de toutes ses tangentes, en particulier de sa tangente au point d’abscisse 1.

Donc Vo € R**, nz < (I’ 1)(z — 1)+ Inl =z — 1.

1 t
Ainsi : 1[, —In(1—#) =1 < —1=
insi:Vt €]0,1], —In(1—¢) =In— ST T
t
11 vient alors sans difficulté :| V¢ €]0,1[, In(1 —¢) + 13 >0]|
o , 1 t
e. Ce qui précéde montre que:Vt €]0,1[, f'(¢) = 2 [ln(l —t) ﬁ} > 0.

1
Comme f'(0) = 5 :Vt € (0,1, f'(t) > 0. ’ f est croissante sur [0, 1] ‘

1
lim 5= —let thni In(1 — t) = —oo. Donc thn% f(t) =400 |

t |0 1
f(#) +
+00
! ) /!

Voir Dallure de la courbe représentative de f a la fin de la question 2.

x
2. a. Si x est un élément de [0, 1], f est continue sur [0, z] donc / f(t) dt existe.
0
1
Montrons maintenant que / f(¢) dt existe.
0

1
f est continue et positive sur [0, 1], et équivalente au voisinage de 1 & ¢ — —1In(1—¢). Ainsi / f(t) dt existe
0

1
des que / In(1 — t) dt existe. Montrons la convergence de cette derniere intégrale. Soit o un élément de
0

10,1].

Une intégration par parties simple (v/(t) = 1, v(t) = In(1 —¢), u(t) = t — 1 et v/(t) = %) donne
(03 o [ 71 [
/ In(1 —t)dt = [(t_ 1) In(1 _t)]o _/ (=) dt = (@=1)(l—a) _/ 1dt.

0 0 1- 0

/aln(l—t)dt:—(1—a)1n(1—a)—a.
0

Ainsi lim In(1—¢t)dt = ilinl ( —(l-a)ln(l—a)— a) = —1 car lim ((1 —a)ln(1l - a)) =0.

a—1 0 a—1

1 1
Par conséquent / In(1 — t) dt existe et vaut —1; donc / f(t) dt existe.
0 0

x
Finalement / f(t) dt existe pour tout élément x de [0,1] |.
0

b. La restriction de g & [0,1] est la primitive sur Uintervalle [0, 1] de la fonction continue f, qui prend la

valeur 0 en 0.



Ainsi g est dérivable sur [0,1] et ’ Vo € [0,1], ¢'(x) = f(z) ‘

f étant de classe C! sur [0, 1], il en est de méme pour ¢’. Alors ’ g est de classe C? sur [0, 1] ‘

Montrons que g est continue en 1. / f () dt converge, donc par définition :

Ainsi ’ g est continue en 1 ‘

c. Soit z un élément de ]0, 1[. g(xi_f(l) = - ! - [/zf(t) dt—/lf(t) dt] - —ﬁ /1f(t)dt
- - 0 0 - T

glx) —g(1) _
xz—1 1—z

1
/ f(t)dt. Minorons cette derniere intégrale.
x

H—M—l

Soit « un élément de |z, 1[. Vt € [z,a], —In(1 —t) > 0et — > 1; donc Vt € [z,a], f(t) = —1In(1 —¢).

e

(63
Comme « > z il vient en intégrant entre « et x :/ f)dt > / [~ In(1 —¢)] dt. Calculons cette derniere
x

xr
intégrale en faisant une intégration par parties analogue & celle faite dans a).

/a [~ In(1 — #)]dt = [—(tfl) ln(l—t)}:—/a (- 1)1;_1t dt = —(a—1)In(1—a)+(@—1) In(1—2)+(a—x).
Ainsi:/af(t)dt> /a [FIn(1—-¢)]dt=1-a)In(l —a)+ (z—1)In(l — 2) + (a — x)

1
En faisant tendre « vers 1 il vient : / fOOdtz(x—1)In(1l—2)+1—=.
xT

1
En divisant par 1 — z, qui est strictement positif, on obtient : 12 / f@)dt =2 —-In(1 —z)+ 1.
—z ),

—1 e
Ainsi: gf)_ T = 1-2 / f(t)dt > —1In(1 — z) + 1 pour tout élément x de ]0, 1[.

—g(1
Or liml(— In(1 —2) 4+ 1) = 400 donc lim1 M = 400 | Par conséquent g n’est pas dérivable en 1.
Tr— Tr— xTr —

Exercice Retouver ce résultat en utilisant lim1 f(x) = 400 et le théoréme des accroissements finis.
xr—

d. x ‘0 1
g'(x) ‘ +
g(1)
g 0 /

e. Yz € [0,1], ¢"(z) = (¢")'(z) = f'(x) =2 0. g” est positive sur [0, 1] donc ’ g est convexe sur [0, 1] ‘ et

méme sur [0, 1].

Courbe...



Courbe...

3. a. Ceci est un résultat de cours. Sit appartient a [0, 1], [¢| < 1 et :’ la série de terme général " converge |

“+o0 1
De pl E "= ——
€ plus 1—¢

n=0

1_tn+1 tn+1
1—t  1—t

+oo +oo n 1
_ kE_ k k_
b. VneN, Vte[0,1] Ro(t)= Y "= t"->"¢ =1 -
k=n+1 k=0 k=0

tn-‘,—l
VneN, Vt € [0,1], R,(t) = T3
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[0,1] ‘ comme quotient de fonctions continues sur [0, 1[.

c. Soit x un élément de [0, 1] et n un élément de N.

+oo

x 1 B x A _ n x . /m

/0 Tt = /O (Zt) / (Zt + R ( dt_k_o/o t*dt + i R, (t)dt
| " thtl ”

Ofiiﬁ 2 { }0 /‘R t)dt = k+1 /‘ R, (t)dt.

x
Vn eN, Vx € [0,1], —dt = /R

d. Reprenons n dans N et z dans [0, 1].

1 1 i gt 1
— < t t*+1 > 0. Donc Vt € [0, 2], 0 < —
1 t51-2° one vt € [0, ] 1512

N
3
s

vVt e [0,z], 0 <
En intégrant entre 0 et = (0 < x) il vient :

- 1 [t
Oi/ R,(t)dt < { } = r x "l g T w1
0 1—z n—|—2 0

T
D Vn e N, Vz € [0,1], R, (
onc | vn € x €| / n+2)(17x)

e. Soit 2 un élément de [0,1]. ¢) donne:Vn € N, Z —dt - / R, (t)dt.
0

k+1 1—t
Comme lim ——— = 0, Pencadrement de d) donne alors lim R, (t)dt = 0.
n—+o0 (’n, =+ 2)(1 — l‘) n—+o0 Jg
Ainsi | o= 1-9)] = —In(1-2).
lnSln—l»mooZk+1 / T3 n( )O n(l—x)
ok +1 T ket
Dong, | pour tout élément x de [0, 1], la série de terme général 1 converge et kz_o P =—In(1—2) |
En divisant par z élément de ]0,1] o obtetz " In(1 — z) f(x)
n divisant par x élémen n obtien - = f(x).
P Lokl
400 o
Ainsi: Vx €]0,1[, f(z) = Z . Ceci vaut encore pour x =0 car f(0) =
= k+1
D v [0, 1], .
onc | Vx € | k 1

z" 1
4. a. Soit z un élément de [0,1]. Vn € N*, 0 < — < —- De plus la série de terme général % est
n n

convergente. Les regles de comparaison des séries a termes positifs montrent alors que la série de terme
n

" €
général — converge.
n
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Ainsi | pour tout élément = de [0, 1] la série de terme général —5 converge |.
n

DRI L s >
b. Soit n un élément de N. Vt € [0, 1], p,(t) = = — = = f(t) -
k:n+1k+1 k+1 = k+1 k1

nook
t
f est continue sur [0, 1] et t — E P

également. Par différence :’ pn est continue sur [0, 1] ‘ et ceci pour

tout n élément de N.

c. Soit & un élémént de [0, 1] et n un élément de N.

n

g(x)_/j > /I( k+1+p” dt kzo
i[,ffl ]Z / =3 g [ o

k=0

/01 pn(t) dt.

n k+1 T
Vo e [0,1], Vn €N, g(x 227—&-/ pn(t)dt |
= (k+1)*  Jo

d. Soit n un élément de N et soit ¢ un élément de [0, 1[.

1
Observons que : Vk € [n + 1, +oo], Pl < EE Ainsi avons-nous :
+o0 00
1 1 1 ¢t 1
E < E = R, (t) = < .
i n+2, o= n+2 n+21—t  (n+2)(1—1¢)
VneN, Vte[0,1], 0 < (t)<;
’ L S S )1 — )

Remarque On peut encore retrouver ce résultat en utilisant 3 d).

1
e. Soit n un élément de N et  un élément de [0,1[. Vt € [0,z], 0 < pp(t) L ——————
011 ¥t € 0.2), 0< pult) < i

* 1 | 1 z
En intégrant entre 0 et z (0 < z) il vient : 0 < / pn(t)dt < / dt = [— In(1 — t)} .
0

n+2 1-1¢ n—+2 0
* —In(1 -
Donc:| Vn € N, Vz € [0, 1], 0</ pu(tydt < =)
0 n+2
. Soit 2 un dlément de [0, 1[. Vn € N o</m () di = z”: (1)
. 1T T un 1M en . n S = .
7 7 0 gl P (k+1 n+2
In(1 — k+1
Comme ngrfoo <_niz+2$)> = 0 il vient par encadrement : ngrfoo Z h = g(z).
n+1 k
u:nll»r-qrrloo Z = ) c’est a dire: Z == g(x).

+oo

Ainsi | Vz € [0,1], g(x) = Z 2

n=1




Exercice Montrer que ceci vaut encore pour x = 1

+oo .Tn +oo
(on pourra en utilisant la définition prouver que lim1 E — = E
rT— n

n=1 n=1

1
w2/
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