PREMIER PROBLEME

1. a. Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N, f, est une application polynomiale.
e Cela semble relativement clair pour n = 0 puisque Vz € I, fo(z) = 1.

e Supposons que pour un élément n de N, f,, soit une application polynomiale. Montrons qu’il en est de

méme pour fpy1.

x
fn est une application polynémiale donc hy, : t — f,, () + f,(t?) aussi. Ainsi x — / (fn ) + fn (t2)) dt est
0
également une application polynoémiale car c’est la primitive de h,, sur U'intervalle I qui prend la valeur 0 en

0.

1 x
Alors fpi1:x — 1+ 3 / (fn(t) + fn (t2)) dt est encore une application polyndmiale et ainsi s’acheve la
0

récurrence.

’ Pour tout élément n de N, f,, est une application polynomiale. ‘

b. Vz €1, fl(x):1+%/I(fo(t)+fo(t2))dt:1+%/x2dt21+%(2x):1+z.
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2. Notons que I est un segment et qu’ainsi toute application continue de I dans R, possede un maximum

(et un minimum).

Ainsi, pour tout élément n de N*, on a encore: D,, = Malx |[fr(x) = fa—1(2)] (|fn — fa—1| est continue sur
€

I.).



a. D1 =Max|fi(x) — folw)| = Max|1 +2 — 1| = Max|z| = -

1
Dl:i.

2 3
1+x+x—+m——1—x = Max |~

Do = Max|fo(z) = fi(w)] = Max 1776 vel

2 2 2
Si z est dans I, r (x + Z) est un réel positif; donc Dy = Max {x6 (x + 3)} = Max (a: + $6)

6 zel zel \ 4
2 a3
Des lors étudions rapidement la fonction w définie par:Vx € I, u(x) = T + 5
. , x  2® x : .
u est dérivable sur I et Vo € I,u'(x) = B + 5= 5(1 + ). Donc si x est dans I, u/(z) est du signe de x.
Ainsi u est décroissante sur [—3,0] et croissante sur [0, 2]. Remarquons que u (—3) = 5 et u (1) = -

1
Ce qui précede donne alors: Max u(z) = — et donc
xel 12

1
DQ—E'

b. Afin de ne pas refaire | quatre fois la méme démonstration ‘ (au niveau de Q2 b, Q4 a, Q4 c et Q7) je

propose d’établir le lemme suivant.

Soit g une application continue du segment I = [—3, 3] dans R. Posons M = Mealx lg(z)].
W) e 2| [ (a0 4 9) ) <20 -l ),
Y
vz e I, / (g(t) + g(t2)> dt’ <M (2).
0

Démonstration du lemme.

Vte I, t* € I. Donc:Vt € I, |g(t) + g(t?)] < |g(t)| + |g(t?)] < 2M.

T

Soit et y deux éléments de 1.
g(t) +g(t2)’ dt < / 2M dt < 2M(z — y) = 2M|x — y|.

vo| [ (o0 +0) af < [ y
[ (a0 + ate))

[ (o+ot) ] = |- [ (st +) ] =
/Ow (g(t) + g(t2)) dt’ < 2M|z — 0] = 2M|z].

menés au cas précédent et (1) est alors prouvé.
x
[ (0 + ) < .
0

Siy <

Siy > x: et nous sommes ra-

Soit = un élément de I. (1) donne sans difficulté :

Comme z est dans I : 2|z| < 1. Par conséquent :

Ceci acheve la démonstration du lemme.



Soit n un élément de N* et soit x un élément de I.

ua) = Fu@l = 145 [ (R0 5 ae=1= 5 [ (1) + g

1

[Fusa(@) = fula)| =

/w {(f” — fa-1) (@) + (fo — fn_l)(tz)} dt‘.
0

Rappelons que f, — f,_1 est continue sur I et que Malx | fr(x) = fr_1(x)| = Dy.
S

En appliquant le point 2 du lemme & |f, — fr,—1| il vient : | fr41(z) — fn(z)| < = Dp.

1
2

Vn € N*7 Vr € Iv ‘fn+1(x) 7fn(x)‘ < Dn~

1
2

c. Soit n un élément de N*. Nous venons de voir que:Vz € I, |fr11(x) — fn(2)|] < = Da.

1
2

D,.

DN | =

Par conséquent D, 1 = Ma;c | fn+1 — fo(z)] <
paS

D,,. Une récurrence des plus banales donne alors :

N~

1
Résumons : D = 3 et Yn € N*, D,11 <

1
¥n e N*, Du < oo

1 1\"

La convergence de la série de terme général < 2) (]3] < 11) et les régles de comparaison des séries a termes

positifs montrent que :

’ la série de terme général D,, converge.

Soit z un élément de I. Vn € N*, 0 < |fn(z) — fo—1(z)| < D,.

La convergence de la série de terme général D,, et les regles de comparaison des séries a termes positifs

montrent que la série de terme général | f,,(z) — fn—1(z)| converge.

Pour tout élément x de I, la série de terme général f,(z) — fn—1(x) est absolument convergente donc

convergente.

3. Soit z un élément de 1.

n

e N YT (ful@) — fea (@) = ful@) = fol@) = fule) - 1.
k=1

n

Donc Vn € N*, f,(z) = Z (fk(x) - fk_l(x)> + 1.

k=1



Comme la série de terme général f,,(x) — f,,—1(x) converge, la suite de terme général Z (fk (z) — fk,l(ac))

k=1
converge également. Il est alors clair que:

la suite (fn(w)> converge.
neN

4. Ici encore si n est dans N, M,, = Ma}x | fn(2)| (car |fn| est continue sur le segment I).
zTE

a. Soit n un élément de N*.

1 1

. /0 (Fucr () + fua () dt‘ <1+)

Vo€ I, |fu(@)] = 5

| (s + gt

1
En appliquant le point 2 du lemme & f,,_; il vient alors:Va € I, |fn(z)| <1+ 3 M, _4.

1
Alors M, = Max|fn(z)] <1+ = M,_1.
xzel 2

1
Vn € N*, Mn < 1+ 5 Mn—l-

b. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, M,, < 2.
e La propriété est vraie pour n = 0 car My vaut 1 puisque fy = 1.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1. M, 11 < 1+ 5 M,.

Comme, par hypothese M,, <2: M,11 <1+ % X 2 = 2 et ainsi s’acheve la récurrence.

]vneN, Mngz-\

c. Soient n un élément de N*, z et y deux éléments de I.

@)= 1t = 145 [ (for@+ @)t 1= 5 [ (fa®+ faa(®) o]

ule) ~ )] =

/: (fnq(f) + fnfl(t2)) df‘~

En appliquant le point 1 du lemme & f,,_q il vient: |f(z) — fu(y)| < = 2My—1|z —y| = Mp—1 |z — y|.

NN

Or M1 <2 donc |fn(z) — fu(y)] < 2|z —y|.

Notons que cette derniere inégalité vaut encore pour n = 0 car fo = 1. Ainsi:

vn €N, V(z,y) € I*, |fu(2) = fu(y)l < 2]z —yl.

5. a. Vn €N, Y(z,y) € I?, |fu(®) — fu(y)| < 2]z —y|. En faisant tendre n vers I'infini on obtient sans
difficulté :

V(z,y) € I?, |f(x) — f(y)| < 2]z —yl.




b. Soit a@ un élément de I. Vo € I, |f(z) — f(a)] < 2|z — al.

lim |z — a| = 0 donne alors hm |f(z) — f(a)] = 0 et donc lim f(z) = f(a).

r—a r—a

f est continue en a et ceci pour tout élément a de I.

’ f est continue sur I. ‘

6. a. Soient x un élément de I, n et p deux éléments de N*.

n+p n+p
fatn@) = fa@] = | 3 (fil@) = fims@))| < \fk — fima(@)|-
k=n+1 k=n
n+p n+p 1 k n+1 1 1 1 1
|fn+p( Z Dy < Z <2) = <2> 1 _(21) 27 (1 - 2p)~
k=n-+1 k=n-+1 2

1 1
Vo €L, ¥n e N, Vpe N, |furp() = ful@)] < 57 (1 B 2)

1
b. Vo € I, Vn € N*, Vp € N*, |fnip(z) — fr(z)] < S o En faisant tendre p vers l'infini on obtient sans
difficulté :

1
Ve eI, Vn e N*, |f(z) — fo(2)] < o0

7. Soit x un élément de I.

1

Rappelons que:Vn € N, fo11(x) =1+ 3 /l (fn(t) + fn(t2)) dt et que hI—F fror1(x) = f(=).
0 n—-1+0oo

1 x
Ainsi pour montrer que f(z) =1+ 5 / (f(t) + f(t2)> dt il suffit de prouver que:
0

Jin ([ (504 n@)ar) = [ (104 1) a

Montrons pour cela que nl—i>r-ir-loc (/01 Kfn - f) (t) + (fn - f) (tQ))} dt) =

Soit n un élément de N*. f, — f est continue sur I.

Le point 2 du lemme appliqué a cette application donne alors :

L [0~ )0+ (8- £) )] 0] < M (o) = 0] = M ) = 1 (o).

[ 1)+ (s ] < &

lim 2% = 0 fournit lim (/Ux [(fn — f) (t) + (fn — f) (ﬁ))} dt) = 0 et acheéve de montrer que:

n—-+4oo n——+oo

1
OrVz e I, |f(z)— fu(z)] < o Donc

Ve el, f(z )_1+% /Om<f(t)+f(t2))dt




DEUXIEME PROBLEME

Partie I: Etude d’un exemple

1. F est de dimension 3 donc pour montrer que la famille de trois vecteurs (61, fler), f2 (61)) est une base

de E il suffit de montrer que c’est une famille libre.

1 2 2 1 -1
fler) =ep +ea —2e3. f2(e1) = f(f(el)) = —eq — 2e9 + 2e3 car 1 1 2 1 = =2
-2 -2 =3 —2 2

Soient «, 3 et 7 trois éléments de C tels que: ae; + Bf(e1) +vf2(e1) = 0p. Montrons que a = 3 = v = 0.
aey + [(er + ez — 2e3) + y(—e1 — 2e2 + 2e3) = 0 donc (o + B —v)er + (8 — 27y)ea + (=26 + 27)es = 0p.
La liberté de (ey, ea,e3) donne alors « + 6 —v =5 — 2y = —26+ 2y =0.

Ainsiy = =2y et a+—v = 0. Nécessairement 8 =~ =0et « = =3+~ = 0. Finalement « = § =~ = 0.

Ceci acheve de montrer que :

(e1, f(e1), f2(e1)) est une base de E.

Cherchons la matrice de f dans cette base.

fler) =0.e1 + 1.f(e1) +0.f%(e1) et f2(e1) = 0.e1 +0.f(e1) + 1.f%(eq).

1 2 2 -1 -1
f(fg(el)) = f(—e1 — 2e3 + 2e3) = —e1 + ey car 1 1 2 -2 = 1
-2 -2 =3 2 0

f(f%(e1)) = —e1 +ea = —e1 — (e1 + €2 — 2e3) — (—e1 — 2ex + 2e3) = —ey — f(e1) — f2(e1).

0 0 -1
La matrice de f dans la base (ey, f(e1), f(e1)) est: [ 1 0 -1
0 1 -1

2. Montrons que f est cyclique d’ordre 4.
o [(e1) = —e1 +ez; alors fi(er) = —f(er) + fle2) = —(e1 +e2 — 2e3) + (2e1 + €2 — 2e3) = e1.
e (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est une famille génératrice de E comme sur-famille de la famille génératrice

(e1, fle1), f%(e1)) de E. En effet E = Vect (eq, f(e1), f*(e1)) C Vect (e1, f(e1), f2(e1), f(e1)) C E donne
Vect (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) = E n’est-il pas?

o (e1, fer), f2(e1), f3(e1)) = (e1, €1+ €2 — 2e3, —e1 — 262 + 2e3, —e1 + €2) ;

la famille(e1, f(e1), f%(e1), f3(e1)) est donc constituée d’éléments deux & deux distincts.



Les trois points précédents permettent de dire que:

f est cyclique d’ordre 4 et (el,f(el)7f2(el),f3(el)) est un cycle de f.

3. Pour montrer que f* = idg il suffit de prouver que ces deux endomorphismes de F coincident sur la base

(el,f(el),fz(el)) de E. Pour cela il suffit de prouver que f4(e;) = e1, f3(e1) = f(e1) et fS(e1) = f?(e1).

f*(e1) = €1 résulte de Q1 et permet d’écrire que: f(f*(e1)) = fle1) et f2(f*(e1)) = f2(e1); alors f5(e1) =

fler) et fS(e1) = f2(ey1). Ainsi:

4. Observons que f* —idg = Oz(p). Ainsi X 4 _ 1 est un polynéme annulateur de f dont I’ensemble des

racines est {1, —1,4,—i}.

Les seules valeurs propres possibles de f sont 1, —1, i et —i.

0 0 -1
Notons B’ la base (ehf(el),fQ(el)) de E et A’ la matrice de f dans cette base. A’=[1 0 -1
0 1 -1
Soit = un élément de E de coordonnées («, 3,7) dans 5.
« a -y =« v=—a
f@) =z A B =|7 @{a—v=ﬁ@{ﬂ—2a sa=f=y=0=2=0g.
gl gl B—v=n 20t a=—o
Donc 1 n’est pas valeur propre de f.
f@)y=—azcA|(p]=-1|8 (:y{oz’yﬂ(:){ o
gl gl B—v=—v A=

Alors —1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est SEP (f, —1) = Vect (61 + f2(61)).

Observons que Vect (61 + f2(el)) = Vect(e; — e1 — 2e5 + 2e3) = Vect(—2es + 2e3) = Vect(eg — e3).

v = —ix

« @ -y =i«
fey=izs Al 8| =il p @{a—vzzjﬁ@ B=4a—7)=—ila+ia)=(1—1i)a.
g i B=v=m (1 -ia+ia=i(—ia)=a
v =i .
. . v = —ia
fz) =iz & ﬁ:(l—z)aﬁ{ﬂ:(l_i)a.
a=a«

Alors i est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est SEP (f,i) = Vect (el—i—(l—i)f(el) —if? (61)).
Ore; + (1 —1d)f(er) —if%(e1) = e1 + (1 —i)(er + ex — 2e3) —i(—e1 — 2ea + 2e3)) = 2e1 + (1 +1i)es — 2e3.
Par conséquent SEP (f,i) = Vect (2e; + (1 4 i)es — 2e3).

Remarquons alors que si X est un élément de Mj31(C), A’X = —iX & A’X = iX puisque A" est a

coefficients réels.



Ainsi f(z) = —iz & {

¥ =—ix v =1ix
_ N . Alors —i est valeur propre de f et le sous-espace
6=0—-%a =141«

propre associé est SEP (f, —i) = Vect (61 + (1+9)f(er) + if2(el)> = Vect (261 + (1 —1d)es — 263).

f admet trois valeurs propres distinctes et E est de dimension 3 donc:

’ f est diagonalisable. ‘

Comme SEP (f,—1) = Vect (es —e3), SEP (f,i) = Vect (261 +(1+i)es— 263) ot SEP (f, —i) = Vect (261 +
(1 —4)ey — 263) :

(62 —e3,2e1 + (1+1i)ea —2e3,2e1 + (1 —i)eg — 263) est une base de F constituée de vecteurs propres de

f respectivement associés aux valeurs propres 1, i et —i.

Partie II Cas général

1. (wo, f(x0),-.., [P (z0)) est un cycle de f donc c’est une famille génératrice de E. Cette famille

génératrice est de cardinal p et E est de dimension n, par conséquent :

p=n.

2. Soit  un élément de FE. (zo, f(zo), .. .,fpfl(afo)) est une famille génératrice de E donc il existe un

Slément (Ao, M, .., A1) de CP tel que: o = 5 Ae f*(a0).
k=0
p—1 p—1 p—1 p—1
fr(@) = f7 (z A f’“(%)) = N () = S M o) = T Ak (o).
k=0 k=0 k=0 k=0

Or fP(xg) = zo. Ainsi fP(x) = pz_:l e [F(20) = .
k=0

Finalement Vz € E, fP(z) =z = idg(z) donc:

fofP~l=fP =idg. De méme fP~1o f = fP =idg. Ainsi:

’ f est bijective et f~! = fP—1, ‘

3. a. Par définition de m, (zo, f(z0),..., ™ *(z0)) est libre et (2o, f(z0), ..., [™(x0)) est liée.

m
Par conséquent il existe un élément non nul (Ag, A1, ..., Ay ) de C™H tel que: Y Ay f¥(20) = 0p.
k=0

m—1
Supposons A, = 0. Alors Y. A, f¥(zg) = Op. La liberté de la famille (xo,f(a:o), R fm_l(mo)) donne
k=0

A=A ==X 1=0.



Ainsi \g = A\; = -+ = A, = 0 ce qui induit une légere contradiction.

m—1
A
On peut donc affirmer que A, n’est pas nul et écrire: f™(xg) = Z (—)\k ) fE(z0).
k=0 m

f™(z0) est combinaison linéaire de (zo, f(zo), ..., f™ *(z0)).

b. Montrons par récurrence que, pour tout élément k de [m, +oo[, f¥(xg) est combinaison linéaire des m

vecteurs zg, f(zo), ....f/™ 1 (xg).

e Nous venons de montrer que la propriété est vraie pour k = m.

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de [m, +oo[ et montrons la pour k + 1.
L’hypothese de récurrence permet de dire que f*(zo) appartient & Vect (1:0, flxo),. .., fmfl(xo)).
Alors: f*1(zg) € f (Vect (zo, f(x0), ..., f™ Hwo)) = Vect (f(z0), f2(20), - - ., [™(20)).

De toute évidence f(x() appartient & Vect (azo, f(zo), ..., fm_l(xo)) si ¢ appartient & [1,m — 1]. f™(xo)

appartient également & Vect (o, f(20), ..., f™ *(x0)) d’aprés a.
Ainsi Vi € [1,m], f'(zo) € Vect (2o, f(z0), ..., ™ (20)).

Alors Vect (f(z0), f2(x0), ..., [™(w0)) C Vect (zo, f(x0),..., ™ o). Comme f*T'(x) appartient a
Vect (f(l’o), fQ(xO)v ceey f’m(xo))’ fk+1(x0) appartient a Vect (SE07 f(l’o), LR fmil(zo))'

fF*H1(z0) est combinaison linéaire des m vecteurs xg, f(2¢), ..., f™ (o) et ainsi s’achéve la récurrence.

Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & m, le vecteur f*(z() est combinaison linéaire des m vecteurs
m—1
X0, f(IO)v ceey f (IO)

c. Nous venons de voir que pour tout élément & de [m, +oof le vecteur f*(zo) est combinaison linéaire des

m vecteurs xo, f(zo), ..., f™ (xg). Ceci vaut également pour k dans [0, m — 1].

Ainsi tous les éléments de la famille génératrice (zo, f(o), ..., [P (20)) sont combinaisons linéaires de la
famille (xo, fzo), ..., fm’l(xo)).
Alors E = Vect (Jco, f(zo),.. ., fp_l(xo)) C Vect (xo, f(xzo), ... fm_l(xo)) CcE.

Ainsi Vect (zo, f(20),..., f™ *(x0)) = E.

La famille (:ro, flxo),...\ f m’l(xo)) est donc une famille génératrice de E. Rappelons que par définition de

m elle est libre.

(zo, f(x0), ..., f™ (xo)) est donc une base de E de cardinal m. Comme E est de dimension n :

m =mn et (zo, f(0),..., " (o)) est une base de E.
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4. a. Soit k£ un élément de N.

o(FF @) = 3 ae f(F ) = 3 ar f (o) = 3 an (o)) = 4 (i a f‘<xo>>.

=0 £=0 =0 £=0
n—1
Rappelons que, par hypothese, f™(zg) = Z ag ff (o).
£=0

Ainsi g(fk(xo)) = fk (f"(fo)) = fF(xo) = frF(wo) = [ (fk($0))'

Vk eN, g(fF(xo)) = f"(xo) = f"(fF(0)).

Ceci permet en particulier de dire que les deux endomorphismes g et f™ coincident sur les éléments de la

base (;CO’ f(zo), .-, fn_l(UCo)) de E. Alors g = f™.

’fn:ao idE+a1f+a2f2+'--+an_1f”*1.‘

b. Vi € [[0, n — 2]], f(fz(i())) = O.LCO + Of(xo) + -+ O.fi(x()) + ]..fiJrl((E(]) + 0.fi+2(517()) + -+ O.fnil(xo).

On a également : f( 7~ (z0)) = f"(20) = ao0 + a1 £(z0) + az f3(x0) + - + an_1 {7 (0)-

0 v --- 0 ap
1 . ay
La matrice de f dans la base (zo, f(z0), ..., " (z0)) est donc: |

c. Soit A un élément de C. Posons pour tout élément k de [0,n], ex = f*(z0).

(€01, en—1) = (w0, f(x0), ..., [ (x0)) est une base de E. De plus Vk € [0,n — 1], f(er) = ep41.
Alors Vk € [0,n — 1], (f — Aidg)(ex) = (f — X idg)((f*(z0)) = fF T (z0) — A f¥(w0) = ext1 — Aex.

(el —Xeg,e2 — Ael, ..., en_1 — Nep_2,En — )\en_l) est donc une famille d’éléments de Im(f — A idg).

(61 — Aeg,ea — Aeq, ..., en_1 — Aep_o) également. Pour prouver que la dimension de Im(f — X\ idg) est

supérieure ou égale a n — 1, montrons que cette derniere famille est libre.

Soit (A1, A2, -+, Ap_1) un élément de C"~! tel que: A1 (€1 —Aeg) + A2 (e2—Ae1) ++ -+ A1 (€1 —Aep_2) =
Og.

“MAeg+ M =N et + (A —As ) ea+ -+ (A2 — AmiN) en—a+ A1 61 = 05.
La famille (eq,eq,...,e,—1) est libre il vient donc :

“MA= A A= - A== o — A1 A= X_1 =0.
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Ceci donne sans difficulté \{ = Ay =--- = \,_1 = 0.
Ainsi (61 —Xeg, 2 — Ael, ..., en_1 — )\en_g) est une famille libre de Im(f — A idg), de cardinal n — 1.

Par conséquent dimIm(f — A idg) > n — 1.

[VAEC, rg(f—Nidp) >n— 1|

Soit A une valeur propre de f et SEP (f, A) le sous-espace propre associé.

dim SEP (f,\) = dimKer(f — Aidg). En appliquant le théoréme du rang on obtient :
dim SEP (f,\) =dim E — rg(f — Aidg) =n —rg(f — Nidg).

rg(f — Aidg) > n — 1 donne alors dimSEP (f,A) <n—(n—1)=1.

Ainsi SEP (f, A) est de dimension au plus 1.

Or par définition SEP (f,\) est de dimension au moins 1. Alors dim SEP (f,\) = 1.

’ Les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. ‘

5. a. f est cyclique d’ordre n donc f™ = idg (d’apres Q2). X™ — 1 est alors un polynéme annulateur de f.

Toute valeur propre de f est alors une racine de ce polyndéme. Ainsi:

’ Si un nombre complexe A est valeur propre de f, alors A” = 1. ‘

b. f™(x0) = z0, f™(z0) = apxo + a1 f(xo) + az f2(w0) + -+ +an—1 [ (20) et (zo, f(20),..., " Hwo)) est

une base de E. Alorsag=1eta; =as=---=an,_1 =0.

0 0 1
1 © 0
La matrice de f dans la base (zo, f(z0),..., " ! (z0)) est donc: | ( :
) -
0 0 1 0
c. Soit A un élément de C tel que A" = 1.
Soit z un élément de E de coordonnées (ag, aq,...,an—1) dans la base (mo, f(xzo), ..., f"‘l(xo)).
0 v - 0 1 o g
1 0 o ay
fley=Xzs o - -0 0 o=
T : :
0O --- 0 1 0 Q1 Op—1

f@)=Ax & a1 =g et Vk € [0,n — 2], ap = Aagy1.
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fl@)= Az a1 =g et Vk € [0,n — 2], agy1 = % .

flx)=Ax e an_1 =g et VE € [0,n — 1], o, = % .

f(z) = x e Vke[0,n—1], ak:%aoetao—lan,l—i/\nl_laoz)\inaozao'
flz) =Xz < VEke[0,n—1], ak:%ao.

Alors )\ est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par

1 1 _
o+ f(zo) + 2z o)+ + T S Hzo).
j 2hem 1 L 1 n—1
Posons Vk € [0,n — 1], Ay =e*™n et ty = 20+ — f(wo) + 5 f7(xo) + -+ = f"  (20).
Ak Ak N
Ags A1, .., Ap_1 sont les n solutions de I'équation A € C et A" =1
Aoy A1y -y Ap—1 sont (les) n valeurs propres distinctes de f et (tg,t1,...,tn—1) est une famille d’éléments de
E constituée de vecteurs propres de f associés a des valeurs propres distinctes.
(to,t1,..-,tn—1) est alors une famille libre de cardinal n de Pespace vectoriel E dont la dimension est n.
(to,t1,...,tn—1) est donc une base de F constituée de vecteurs propres de f. Ainsi

’ f est diagonalisable. ‘




