Jean-Francois COSSUTTA. Lycée Marcelin Berthelot Saint Maur 94.

LYON 2003

PREMIER PROBLEME

PARTIE I: Résultats généraux sur ¢ et J,

1
Les fonctions t — n et sin sont continues sur |0, +oo[. Par produit ¢ est continue sur ]0, +o0o[.

int
=1 donc lim+ % = 1. Alors 1im+ ©(t) =1 = p(0) et @ est continue (a droite) en 0.
t— t—0

~

sint
t o

o~ | ~+

’ ¢ est continue sur [0, +00]. ‘

Alors pour tout élément n de N* ™ est continue sur [0, +oo[ donc sur [0, 1], ce qui suffit pour dire que:

1
J, = / (¢(t))" dt existe pour tout élément n de N*.
0

sint

2. a. Vt €]0,1], sint > 0 donc V¢ €]0,1], ¢(t) = -~ > 0. De plus ¢(0) > 0. Ainsi:

’ ¢ est strictement positive sur [0, 1]. ‘

1
¢ est dérivable sur |0, +oo[ et Vt €]0, +o0[, ¢’ (t) = 2 (t cost—sint). Posons V¢ € [0,1], 1(t) =t cost—sint.

1 est dérivable sur [0,1] et Vt € [0, 1], ¥'(t) = cost — ¢ sint — cost = —t sint.

Alors 1) est continue sur [0,1] et V¢ €]0,1], ¢’(t) < 0 donc ) est strictement décroissante sur [0, 1].

1

Comme (0) = 0, Vt €]0,1], 1(¢) < 0. Par conséquent V¢ €]0,1], ¢'(t) = 2 (t) <o.

¢ est continue sur [0,1] et V¢ €]0,1], ¢'(t) < 0. Ainsi:

’ ¢ est strictement décroissante sur [0, 1]. ‘




3. a. Posons:Vt € [0,+oo, f(t) =sint — t + t2. f est deux fois dérivable sur [0, +oo|.
Yt € [0, +o0], f'(t) =cost—142tet f’(t) = —sint + 2.
f" est positive sur [0, +oo[ donc f’ est croissante sur [0, +oo[. Comme f/(0) = 0, f’ est positive sur [0, +oo].
f est alors croissante sur [0, 4o00[ et comme f(0) =0, f est positive sur [0, +o00[.
Ainsi: Vt € [0, +oo[, sint —t+t2 > 0 ou Vt € [0, +o0[, sint > t(1 —¢).
sint

Alors Vt €]0, +o0|, ¢(t) = — >1—t Comme p(0)=1=1-0ona:

]w € [0, 400, p(t) >1—t. ‘

b. Soit 7 un élément de N*. Vt € [0,1], ¢(t) > 1 —¢ >0 donc Vt € [0,1], (p(t))" = (1 —¢)".

_ t)n-‘,—l

1 1
n n 1
En intégrant il vient: J,, = / (p(t))"dt > / (1—t)"dt = [—(
0 0

1
= - Par conséquent :
n+1 ]0 n+1 4

1
A N* J, > ——-
n e , Jdn ntl

PARTIE II: Etude de I,

1. a. Soit z un élément de [1, +o0].

1

—t

T sint 1 Y A T sint - —cos 1 T cost
/ ST g = — (—cost) 7/ —— | (—cost)dt ou/ ST gt = (zcosz) (= cos ),/ oSt ar
1 t t 1 1 t2 1 t x 1 1 t2

Finalement :

Une intégration par parties simple (avec u(t) et v'(t) = sint) donne:

xT 't x t
v:ce[1,+oo[,/ ﬂdt:coslfcosxf/ O ar.
1 1

t x t2
cosT 1 . 1 L. , . cosT
b. Vz € [1,+00[, 0 < ‘ ‘ < —- Comme lim — =0, le théoréeme d’encadrement donne lim =0.
T x r—+00 I r——+00 x
i cos - : : . o T sint
Ainsi x — cos1 — admet une limite finie en 400 ce qui permet de dire que les intégrales —dt
T
+o0 !
et / R dt sont de méme nature. Montrons la convergence de cette derniere intégrale.
1
cos 1 Feo . . L
Vo € [1,400[, 0 < ‘—2’ < — et t—2dt converge. Les regles de comparaisons sur les intégrales
x X 1
oo lcost
généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de / R dt.
1

+oo

0s

Donc / R dt est absolument convergente donc convergente.
1

T sint
Ceci acheve alors de montrer que / —~ dt converge.
1



+o0 1 +oo
Ainsi K = / ©(t) dt converge. Comme J; = / o(t) dt existe alors I} = / ©(t) dt converge.
1 0 0

+oo +o0
Ky = / o(t)dt et I; = / o(t) dt convergent.
1 0

(1 — cos(2t)).

DN =

. Vt €[0,400[, 1 >|sint| > 0 donc Vt € [0, +oo[, |sint| > |sint|* =sin®t =

Vt € [0, +o0f, |sint] > = (1 — cos(2t)).

|~

dt ou de

- . X . 0 cos(21)
. Utilisons une méthode analogue a celle de 1.a. pour obtenir la convergence de / ;
1

oo 2t
/ cos(2t) it
1

t

Soit  un élément de [1, +oo[. Une intégration par parties simple (avec u(t) = 1 et v/(t) = cos(2t)) donne :

[a ] [ (e

Alors/ cos1(f2t) g = sin(2z)  (sin2) +/ sn;(tQQt) it
1 1

1 1 sin(2x
< — et lim — =0, par encadrement il vient lim (22)
2x z—+00 21 z—+o00 2T

sin(2 z)
2z

Vo € [1,+oof, 0 < =0.

sin(2z)  sin2

N 2z N 2

> cos(2t > sin(2t

/ cosl(ti) dt et / sin(21) dt sont de méme nature.
1 1

Ainsi z — adment une limite finie en 400 ce qui permet de dire que les intégrales

2¢2

Montrons la convergence de cette derniere intégrale.

sin(2 1 oo
Vo € [1,400[, 0 < II;( 2517) < 7.7 et / SYE] dt converge. Les regles de comparaisons sur les intégrales
x x
+00 | o
sin(2¢
généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de / 2(t2 ) ‘ dt.
1

o0 sin(2t)
Donc / 542 dt est absolument convergente donc convergente.
1

+oo
cos(2t
Ceci acheve alors de montrer que / y dt converge. Ainsi:
1

+o00
2t
/ cos(2) dt converge.

_|sint| sin? ¢ 1 cos(2t)
ot Tt 2t 2t
ol T cos(2t e 2t
/ — dt diverge et / cos(21) dt converge donc / — — cos(21) dt diverge.

1 2t 1 2t 1 2t 2t
Les regles de comparaisons sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la divergence

+00 | o3 +00 | o3

sint sint

de / % dt. / % dt diverge alors également.
1 0




1. a

L’intégrale I; n’est pas absolument convergente.

PARTIE III: Etude de I, pour n > 2

Soit n un élément de [2,4oof.

[sint|™ 1
= <

tn S qn

©™ est continue sur [1,4+o00[ et Vt € [1,400[, 0 < |@(t)"]

—+o0
La convergence de / m dt (n > 2) et les régles de comparaisons sur les intégrales généralisées de fonctions

“+oo
positives donnent alors la convergence de / lo(t)™] dt.
1

+oo
Ainsi / (gp(t))n dt est absolument convegente donc convergente.
1

’ Pour tout élément n de [2, 400 l'intégrale K,, est convergente. ‘

Soit n un élément de [2,4o0f.

Comme K, est absolument convergente : |K,| =

+oo +oo
/ e(t)" dt’ </ lp(t)"] dt.
1 1

1 oo too
De plus Vt € [1,+00[, 0 < |p(t)"] < = et / + dt converge done: |1, | < / - dt.
1 1

\t”

oo g : ! : 1 R 1 1 1
—dt = lim —dt= lim |-——| = lim — + = .
1 tm z—+o0 [; " T—+00 (n—1)tn1t ;. rotoo (n—1)zn1 n—1 n—1

1
Par conséquent |K,| < —
n—

1
Vn € [2, y Kl € ——
n e [2,+00l, [Knl < ——

. Soit n un élément de [2, +oo[.

Tr=d= [ ()™ = (el i = / ()" (20 - D

Or V¢ € [0,1], 0 <sinl = (1) < p(t) < p(0) = 1. Par conséquent : V¢ € [0,1], (o))" > 0et (t) — 1 <0.

1

Alors Vt € [0, 1], ((p(t))n (p(t) —1) <0 et ainsi: Jpp1 — Jp = /0 (@(t))n (p(t) —1)dt <O0.

Finalement : Vn € [2, +oo[, Jutr1 < Jp.

’ La suite (Jy,)n>2 est décroissante. ‘

1
W € [2, ool Vi € [0,1], (9())" = 0 donc Vi € [2, +oo], I :/ (o))" dt > 0.
0

La suite (Jy,)n>2 est décroissante et minorée par zéro donc elle converge.



3.b.

’ La suite (J,,),>2 est convergente.

. Soient @ un élément de ]0,1[ et n un élément de [2, +oo[.

© est décroissante, positive et majorée par 1 sur [0, 1].
Par conséquent Vt € [0,a], 0 < p(t) < 1 et Vt € [a,1], 0< (t) < p(a).

Ainsi Vt € [0,a], 0< (p(1)" < Let Vte[a,1], 0< (¢(t)" < (p(a))".

Alors /Oa ((p(t))ndt < /Oa 1dt =aet / ()" dt < / ((p(a))n dt =(1-a) ((p(a))n

Vn € [2,+o0[, Va €0, 1], /0 (o(0)" dt < a et / (0()"dt < (1 - a) ()"

Soit a un élément de 10, 1[.

1
Vn € [2,+oo[, 0 < /0 /0 "dt Jr/ (cp(t))ndt <a+(l—a) (cp(a))n.

Donc Vn € [2,+o0[, 0 < J,, < (1-a)(pla )

Or lim J,=/{et lim (@(a))n =0 car |p(a)] < 1. En passant & la limite dans (%) on obtient 0 <

n——+oo n——+oo

]vae]o,l[, Oéﬁéa‘

En faisant tendre a vers 0 dans I’encadrement précédent on obtient ¢ = 0.

’ ¢ =0, donc la suite (J,,),>2 converge vers 0 ‘

1 +oo
. Pour tout n dans [2,4+o0[, J,, = / ()" dt et K,, = / (¢())" dt convergent donc :
0 1

+oo
pour tout élément n de [2, +oo, I,, = / (¢())" dt converge.
0

1
n—
. 1 .
hm |Jn] =0 et hril 1= 0 alors, par encadrement on obtient :
n—-+oo n—-4oo 1, —
lim I, =0.

n—-+o0o

PARTIE 1V : Etude de la série de terme général I,

Soit p un élément de N*.

! < a.



+oo +oo “+o0
Kot Kapps = [ (o) at+ [ (o)™ at= [ (o0)” (14 pl0)
Or Vt € [1, 4], (gp(t))Qp >0 et VE € [1, 400, 14 ¢(t)) = 0 car Vt €]0, +oo[, |p(t)] < 1.

+oo
Par conséquent Vt € [1, +oo| (cp(t))zp (14 ¢(t)) = 0 donc /1 (gp(t))zp (1+ ¢(t))dt > 0.

’ Vp € N*, Kgp +K2p+1 > 0. ‘

Soit IV un élément de N*. Vp € N*, 0 < Koy + Kopy1 = Iop — Jop + Iopt1 — Jopy1.

Donc Vp € N*, Iy, + Iopt1 = Jop + Jop+1. En sommant de 1 & IV on obtient :

YN EN, 3 (Fop + Iopsr) > 5 (o + Japi1).

p=1 p=1

Soit N un élment de N*. En utilisant 1.3.b et IV 2. on obtient :
2N+2

2N+1 N N 1
S 1= () > 2 () > 3 (4 505) = 2 5

=1 p=1
La série de terme général — est divergente et a terme positifs donc la suite de ses sommes partielles tend
p

vers +0o0.
2N+2 2N+1
Ce qui suffit pour dire que: lim — =400 et ainsi  lim I, = 4o0.
N—+4o00 3 p N—+oc0 2
p= p=

Ceci suffit pour dire que la suite des sommes partielles de la série de terme général I, ne converge pas. Alors

La série de terme général I,, diverge.




SECOND PROBLEME

PARTIE 1I: Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

f est non inversible donc f n’est pas bijective. Comme f est un endomorphisme de E, qui est de dimension

finie, f n’est pas injective. Son noyau n’est donc pas réduit & Og donc 0 est valeur propre de f.

f est diagonalisable car f est un endomorphisme symétrique. Supposons que 0 soit la seule valeur propre de
E. Alors le sous-espace propre de f associé a 0 est F donc Ker f = E et f est 'endomorphisme nul de E ce

qui contredit I’hypothese.

0 est valeur propre de f et f admet au moins une valeur propre non nulle. ‘

. Tout cela est du cours. Soit x un élément de Ef(\) et y un élément de Ef(n). f(z) = Az et f(y) = pny.

A< x,y >=< A,y >=< f(z),y >=<uz, f(y) >=< z,py >=p < z,y > (f est symétrique).

’VIGEf(A), Yy e Ep(p), A<z, y>=p <z,y >.‘

. Soient A et p deux valeurs propres distinctes de f.
Ve e Ef(N), Yy € Ef(p), A<z,y>=p <z,y>doncVe € Ef(N), Yy € Ef(p), (A—p) <z,y>=0.

Comme A — p n’est pas nul: Vo € Ef(N), Yy € Ef(p), < z,y >=0. Ef(A) et Ef(u) sont donc orthogonaux.

’ Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. ‘

Soient z un élément de Ker f et y un élément de Im f. f(x) = Og et il existe un élément ¢ de E tel que
y = f(1).

<zy>=<uzx, f(t) >=< f(x),t >=< 0g,t >=0.

Ve e Ker f, Vy € Im f, < x,y >= 0 donc Ker f et Im f sont orthogonaux. En particulier leur intersection

est {Og}.

Or, d’apres le théoreme du rang, dim £ = dim Ker f +dimIm f. Comme F est de dimension finie ceci acheve

de prouver que Ker f et Im f sont supplémentaires.

’ Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux dans F.




Remarque (Ker f)* =1Im f et (Im f)* = Ker f.
. [ est diagonalisable et admet k + 1 valeurs propres deux a deux distinctes Ag, A1, ..., Ak-

Par conséquent : E' = Ef(Ao) & Ef(M) @ -+ ® E¢(Ax). Ce qui signifie que:

pour tout élément x de F, il existe un unique (k + 1)-uplet (zo,z1,. .., Tk)

de Ef(Ao) X Ef(A1) x --- x Ef(Ag) tel que &z = xg + 21 + -+ - + .

. Soit j un élément de [0, k] et soit x un élément de E.
k
(zo,21,...,2) est 'unique (k4 1)-uplet de Ef(Ag) X Ef(A1) X -+ x Ef(Ag) tel que x = Z Xy
=0
k k
ple) = (% o) = £ pilen
=0 =0

x; appartient & Ey();) donc p;(z;) = x;. Soit £ un élément de [0, k] distinct de j.

xp appartient & E¢(A\;) qui est orthogonal & E¢(\;) donc qui est contenu dans 'orthogonal de Ey(A;). Alors

pj(ze) = 0p.
k

Finalement p;(z) = > p(ze) = z;.
=0

Si j est dans [0, k], si x est dans E et si (zg, 21, ...,zx) est Punique (k + 1)-uplet de

E¢(No) x Ef(A1) x -+ x E¢(A\g) tel que © = 29 + 21 + - - - + 2, alors: p;(z) = z;.

k k
En reprenant les notations précedentes on a: Idg(z) =x =Y, x¢= > pe(x) = (po +p1 + -+ + pi)(z) et
i=0 i=0

ceci pour tout x dans F. Par conséquent :

[Idp =po+p1+---+ps]

. Soient i et j deux éléments distincts de [0, k]. Soit z un élément de E.

k
Soit (zo,x1,...,xx) Punique (k + 1)-uplet de E¢(Ao) X Ef(A1) X -+ x E¢(Ag) tel que x = Z Zy.
=0

(pi o pj)(@) = pi(pj(z)) = pi(z;). j étant différent de i, p;(z;) = Op car z; appartient & 'orthogonal de
E¢(\).

Finalement Vz € E, (p; o p;)(x) = 0g. Par conséquent :

V(i,j) € [0,k]?, i #j = piop; = Oz(E)-




9

b. Soit z un élément de E et soit (zg,z1,...,2x) I'unique (k + 1)-uplet de Ef(Ao) X Ef(A1) X -+ x Ef(Ag) tel

k
que z = E Ty.
£=0

k k k k k k
flx)=1f <Z ﬂfz) =D fla) = Mwe=) Mplz) = (Z Aem) () = (Z Aem) () (Ao =0).
/=1

£=0

k
Donc:Vx € E, f(z) = (Z Agpg) (x). Alors:

=1
k
F= Mepe=Xp1+Xapa+-+ \epr.
=1
k
Remarque Il est aisé de montré que :Vr € N*, f7 = Aepy =MDl +Aapy + -+ A pp
=1

c. Soit z un élément de E et soit (zo,z1,...,2;) 'unique (k + 1)-uplet de Ef(Ag) X Ef(A1) X -+ x E¢(Ag) tel

k
que z = E Ty.
£=0

k
xo appartient & Ef(Ao) donc a Ker f. Posons y = Z xy et montons que y appartient & Im f.
(=1
k k 1 k 1 B
Ve [1,k], A\ #£0d - — = - - - ).
1 A0ty = 3= 3 (Fem) = 3 (E00) =1 (X 1)

Ainsi y appartient a I'image de f.

On a donc z = xg + y avec xo dans Ker f et y dans Im f. Ceci suffit pour dire que p(z) = y.

k k k
Donc p(z) = Z xTp = Z pe(z) = <Z p4> (z) et ceci pour tout élément x de E. Alors:
=1 =1 =1

k
P:ZPe:p1+p2+"'+pk-
=1

Remarque Notons que nous avons montré que Ef(A1) @ E¢(A2) @ --- Ef(\g) est contenu dans Im f. En fait
il n’est pas difficle de voir que Ef(A) @ Ef(A2) & --- Ef(Ag) =1Im f.

k k
1
.a.f: E )\ipietfu: E )ijj'
i=1 Jj=1

foft= (é /\ipi> o jz; ;jpj :zk: Z (()\ipi) o (;jm)) sz: Z (j\\i_piopj)

Rappelons que Vi € [0, k], p; o p; = p; et que V(i,j) € [0, k]]Q, i#j=piop; =0,k

k

k
Alors: fo ff =3 (ip) ~Y pi=p
v i=1

=1
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b. Soient = et y deux éléments de F.

@) =ply) = f(@) = (fo ) = flx) — f(fAy) = Flz— fHy)).

Ainsi on a f(z) = p(y) si et seulement si f(z — f*(y)) = Og, ou si et seulement si z — f*(y) appartient au
noyau de f.

V(z,y) € E?, f(x) =p(y) < = — f*(y) € Ker f.

. a. Soit y un élément de E. Im f étant un sous-espace vectoriel de E le cours sur les projections orhogonales
montre que Z,GMIiIEf |z" — y|| existe et que la projection orthogonale p(y) de y sur Im f est le seul élément de
ce sous-espace tel que ||p(y) — y|| = Z/l\e/lliélf 12" = yl|.

Alors 1;/2%1 | f(x) — y| existe et la projection orthogonale p(y) de y sur Im f est le seul élément de ce sous-
espace tel que [|p(y) —y|| = Min|[|f(z) - yl|.

Dés lors soit « un élément de E. f(z) est de tout évidence un élément de Im f.

Ainsi || f(z) —y|| = Mig | f(z) — y|| si et seulement si f(x) = p(y) donc si et seulements si x — f*(y) est un
re

élément de Ker f.

Si x et y sont deux éléments de E :

N _ sto
. ZElng(z) yl| existe ;

o [f(z) =yl = Min[|f(z) —yll =z — fiy) € Ker f.

b. f¥(y) = f*(y) = O done f(y) — f*(y) appartient alors a Ker f et ainsi: || f(f*(y)) — yll = Min | f(2) - ]I
Montrons alors f#(y) est LE vecteur 2 de E de plus petite norme vérifiant || f(z) — y| = Mig IIf(z) = yll
z€E

Version 1 Soit  un autre élément de F tel que ||f(z) —y| = l\/gg |l f(z) —yl. Alors z — f*(y) appartient &
z
Ker f.

1

Montrons que f#(y) appartient & Im f. V¢ € [1,k], pe(y) € Ef(A\¢) done V¢ € [1, k], /\—pg(y) € E¢(e).
¢

Alors f*(y) appartient & Ef(\1) @ Ef(A2) @ - Ef(Ag) qui est contenu dans Im f. f*(y) € Im f.

x — fP(y) appartient & Ker f, f*(y) appartient & Im f et Ker f et Im f sont orthogonaux donc z — f#(y) et
f*(y) sont orthogonaux.
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Le théoreme de pythagore donne [z — f*(y)[I* + [lFf()II* = (= — f* () + fF W) = [l[*.

Alors [ FA)II* < llo = fEW)I + /£ W) = llz]>. Done [f(y)ll < [l Mieux [|f#(m)] < [l«]* si @ est
différent de f*(y).

Si y est dans E, f¥(y) est le vecteur = de E de plus petite norme vérifiant || f(z) — y|| = Mig IIf(z) = yll
zE

Version 2 Notons S l'ensemble des éléments x de E tels que || f(z) — y|| = Nélél IIf(z) =yl
z
S={zxcE|z— fiy) cKerf} ={fi(y) +t;t € Ker f} = {f*(y) — t;t € Ker f} non?
On cherche zy dans S tel que ||zg|| = Mig ||| Cela revient & chercher to dans Ker f tel que || f*(y) — to|| =
S

Min || f*(y) — t[|.
in 1 £5(y) —

Le cours sur les projections orthogonales montre que la projection orthogonale u de f#(y) sur Ker f est

I'unique élément de Ker f tel que || f*(y) — ul| = I\I/I<inf £ (y) — t]|.
teKer
Donc f#(y) — u est I'unique élément de S tel ||f*(y) — u| = Mig Il
re

Comme f#(y) appartient & Im f qui est I'orthogonale de Ker f, sa projection orthogonale u sur Ker f est

nulle. Ainsi
F¥(y) = J4(y) —w est Vunique élément de S tel /()| = ||f4(y) — ull = Min o]

PARTIE II: Application a un exemple

La matrice A de f dans la base orthonormale B est symétrique donc f est symétrique.

La somme de la deuxi¢me colonne et de la quatrieme colonne de A est nulle donc f(ez) + f(e4) = Og ou

flea +e4) = 0. Ainsi es + e4 est un élément non nul de Ker f. f n’est pas injective donc pas inversible.

La matrice A n’étant pas la matrice nulle, f n’est pas ’endomorphisme nul de FE.

’ f est un endomorphisme non nul et non inversible de FE.

Soit A un élément de R. Cherchons une réduite de Gauss de A — X\ I3. Les opérations Ly < L3 et Ly < L3

3—X 0 -1 0 -1 0 3-X 0
0 1-A 0 -1 0 -1 0 1-A
transforme A — A\ I3 = 1 0 3\ 0 en | oy 0 1 0
0 -1 0 1—A 0 1—A 0 -1
Les opérations Lz «— L3 + (3 — X)Ly et Ly « Ly + (1 — X\) Lo transforme cette dernieére matrice en
-1 0 3—-A 0
0 -1 0 1—A
Bx=110 o (3-N2—-1 0
0 0 0 (1-X)2-1
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A est une valeur propre de A si et seulement si A — A I3 n’est pas inversible, c’est & dire si et seulement si

B, n’est pas inversible.

B, étant triangulaire supérieure elle est non inversible si et seulement si I'un des coefficients de sa diagonale

est nul.

Alors ) est valeur propre de A si et seulement si (3 —\)2 —1 =0ou (1 —X)2—1=0; c’est a dire si et

seulement i3 —A=1oud3—-A=—-1loul—-A=1loul—-A=-1.

Les valeurs propres de A sont donc 0, 2 et 4.

’ f admet exactement 3 valeurs propres distinctes: A\g =0, Ay =2 et Ao = 4.

D’aprés la premiere partie: f = Ay p1 + Aop2 = 2p1 + 4 po. Alors:

]A:2M1+4M2.\

. Soit z un élement de E de coordonnées (x1,x2,x3,x4) dans la base B.

3 0 -1 0 T1 il —T1 — I3 =0
0 1 0 —1 i) _ o —3332 — Xy = 0
u € Ef(Ag) <= 1 0 3 -1 o | = 4 s — oy — w5 =0
0O -1 0 1 Xy T4 —x9—3x4=0
r3 = —I1
u€ Ef(h) <= x4:73x2:7%x2 = r3=—-Tietrya=x4=0

E;(X2) est donc la droite vectorielle engendrée par vy = e1 — es.

1 1
Vg = ——Uh = — (el - 63) est un vecteur unitaire de Ef(A2).

[[os V2

1
E;()2) est de dimension 1 et vy = — <61 - 63) est un élément de Ey(A2) tel que |lvg|| = 1.

V2

. Soit z un élément de E. pa(z) € Ef(A2) donc il existe un réel 7 tel que pa(x) = yve.
x — p2(x) appartient & l'orthogonal de E¢(\2) donc est orthogonal & vs.
Ainsi 0 =< 7 — pa(2),v2 >=< 7,09 > — < pa(),v2 >=< 1,03 > — < Y2,V >=< T,v2 > —7 |Jv2|%.

0=<z,v9 > —v. Alnsi v =< z,v9 > et pa(x) =< x,v9 > vs.

’Vm € E, pa(x) =< z,09 > va. ‘

. Soit z un élément de E de coordonnées (x1,xs,x3,x4) dans la base B.

1 1
< x,v9 >=< (r1€1+Toea +x363 +T404, — (€1 — €3) >= \ﬁ (1 — x3)

V2



pg(l’) =< 2,03 > Vg = 5 (fﬂl — Zg) (61 — 63).

1
Alors pa(e1) = — (e1 — e3), pa(e2) = 0g, pa(e3) = —% (e1 — e3) et pa(eq) = 0p. Donc:

2
1 1
b 0 0o
My = 1 1
-5 0 5 0
0 0 0 O
it A ' # g 1 1 1 1 g 1 1
Soit A* la matrice de f* dans la base B. f* = —p1 + ~—p2 = 5 p1 + - p2. Donc A* = ~ My + — M>.
A1 A2 2 4 2 4
1 1 o1, 3
A =2M; +4 M, donne §M1:ZA7M2 et ainsi A :lAszQ,
3 0 1 0 Lo —1 0
1o 1 0 1] 3[0 0 0 o
f— = _2 ; .
A “20l-1 1 0 -1 1 _% 0 % 0 . Finalement :
0 -1 0 1 0 0 0 O
3 0 1 0
i : 1{o0o 2 0 -2
# 3 A = =
La matrice de f* relativement a la base B est: A sl1 0 3 o
0 -2 0 2




