EM LYON 2005 S J.F. COSSUTTA Lycée Marcelin BERTHELOT SAINT-MAUR

jean-francois.cossutta@wanadoo.fr

PREMIER PROBLEME

Partie I: Etude de la suite de polynoémes (T,)nen-

1. T, =2XT, —To=2X2X)-1=4X2-1etT3=2XTo —T1 =2X(4X?-1)—-2X =8X3—-4X.

T =4X?—1et T, =8X° —4X. |

2. a. et b. Observons que, si n appartient & N, pour montrer que T;, a la parité de n il suffit de prouver

que T,,(—=X) = ()" T,,(X).

Des lors montrons a l'aide d’une récurrence d’ordre 2 que, pour tout élément n de N, T}, est un polynoéme a

coefficients réels de degré n qui vérifie T,,(—X) = (—1)" T,,(X).
e Comme Ty =1 et T7 = 2 X la propriété est vraie pour n =0 et n = 1.

e Soit n un élément de [2, +oo[ ; supposons la propriété vraie pour n — 2 et pour n — 1. Montrons la alors

pour n.

T,_1 est un polynoéme a coefficients réels de degré n — 1 donc 2 X T},,_1 est un polynome a coefficients réels
de degré n. Comme T,,_5 est un polynéme a coefficients réels de degré n — 2 (strictement inférieur a n),

T,=2XT,_1— T, 5 est un polynéme a coeflicients réels de degré n. De plus:
To(—X)=2(-X)Tp 1(—X) —Tp 2o(—X) = 2X (-1)" 1T, 1(X) = (=1)" 2T, _2(X).
En observant que (—1)"~2 = (—1)", on obtient : T;,(—X) = (—=1)" (2 X T,,—1(X) = T,—2(X)) = (—1)" T (X).

Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout élément n de N, T}, est un polynome a coefficients réels de degré n qui a la parité de n. ‘

Pour tout n dans N, notons a,, le coefficient de X™ dans T,,. ag =1, a1 =2, ap = 4 et a3 = 8.

Vn € [2,+0[, T, = 2XTp—1 — Ty—2 donc Vn € [2,4+0], an, = 2a,—1. Ainsi (an)n>1 est une suite

géométrique de raison 2 et de premier terme a; = 2.

Par conséquent : Vn € N*, a,, = 2" ! q; = 2". Notons que ce résultat vaut encore pour n = 0.

Pour tout élément n de N, le coefficient du terme de degré n de T), est 2".
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3. Vn € [2,4+o0], Tn(1) =2T,—1(1) — Ty,—2(1) donc ¥n € [2,400[, Tn(1) = Tp—1(1) = T)—1(1) — T,,—2(1).

(T (1) - Tn_l(l))n>1 est donc une suite constante.

AinsiVn € [1,+oo[, T,,(1)=T,—1(1) = Ty (1) =Ty (1) = 2—1 = 1. (T,(1)), -, est alors une suite arithmétique

n=0
de raison 1 et de premier terme Tp(1) = 1. Par conséquent : Vn € N, T,,(1) =1+ n.

(VneN, T,(1)=n+1.|

Remarque On pouvait également observer que la suite (T ”(1))n>0 vérifie une relation linéaire de récurrence
=

d’ordre 2 dont I’équation caractéristique admet 1 pour unique racine.

4. a. Soit 6 un élément de |0, 7[. Notons que sind n’est pas nul.

< 1o , sin ((n+1)6)
Montrons a ’aide d’une récurrence d’ordre 2, que ¥n € N, T},(cosf) = ————=~-

sin 0
in 0 in((0+1)6
o Ty(cosf) =1= s¥n _ (( ) ) - La propriété est vraie pour n = 0.
sin 0 sin 6
2 0 sin@ in(20 sin((1+1)6
Ty (cosf) =2 cosh = COS, Y sm.( ) = (( ) ) - La propriété est vraie pour n = 1.
sin 6 sin 6 sin 6

e Soit n un élément de [2, +oo[ ; supposons la propriété vraie pour n — 2 et pour n — 1.
sin(ng) sin((n—1)0)

T, (cosf) =2 cosOT,_1(cos) — T,,_2(cosf) =2 cosf g g

Rappelons que 2 cos 6 sin (nf) = 2 sin (nf) cos 6 = sin (n6+6)+sin (n6—0) = sin ((n+1) 6)+sin ((n—1) 9).

2 0 si 0) — si -1)0 51 1)6
Alors : Ty, (cos 0) = e (n ) esm ((n ) ) - ((TH_Q ) ) - Ceci acheve la récurrence.
S111 S

sin ((n+1)6) ‘

sin 0

Vn €N, VO €]0, [, T,(cosf) =

b. Soit n un élément de N*. Soit € un élément de ]0, 7[.

sin ((n + 1))

T, ) =0+
(cos6) sin 0

=0<=sin((n+1)0) =0<=3k€Z, (n+1)§=km.

T.(cos)=0<«<= 3k eZ, 6= 7r1' Notons que 6 est dans |0, 7[.

n +
.. kw
Ainsi, T}, (cosf) = 0 < 3Jk € [1,n], 6 = :
n+1
. kw
Posons alors, pour tout élément k de [1,n], 6 = T et xp = cosby.
n

1, Ta, ..., T, sont des racines réelles de T;,.
0<6<b0y<---<0, <m et cos est strictement décroissante sur |0, 7[, donc 1 > xq > x9 > -+ >z, > —1.

Alors x4, g, ..., T, sont n racines réelles deux & deux distinctes de T;,, appartenant a ] — 1,1].



Notons que comme T;, est de degré n, T;, n’a pas d’autres racines.

27 nm
5 --ey COS .
n+1 n+1

T,, admet n racines réelles, toutes situées dans | — 1, 1] qui sont : cos cos

™
+1’

n
c. Soit n un élément de N*. En conservant les notations de b), on peut dire que le polynéme @Q,, = H (X —xp)

k=1
divise T;, car x1, 2, ..., T, sont n racines deux a deux distinctes de T,.

Comme @, et T,, sont tous les deux de degré n, il existe un réel A tel que T;,, = A Q..

Le coefficient de X™ dans T,, est 2" et c’est X\ dans A @Q,,. Alors A = 2",

n n k
Ainsi T, = 2" Q= 2" [[(X — ) =2" [ (Xcos Il)
n

k=1 k=1

. k
VnEN*,TnZQ"H(X—COS W)-
Pty n+1

k
d. Soit n un élément de N*. T, (1) = 2" H (1 —cos = )
Pl n+1

Rappelons que V0 € R, 1 — cosf = 2 sin?

0
2
Alors T, (1) = 2" 2sin® ———— ) =2"2" [ sin® ————-

ors T, (1) kl:[l< sin 2(n+1)) kl;[lbm ICE)

a km
Hslnm = \/n+1.

k=1

2
_— k
Ainsin+1=T,(1) = <2" kl:[lsin 2(”%) , donc 2"

k k n k
2(711) € }0’ g { Donc Vk € [1,n], sin Q(Tj-—l) > (0. Par conséquent H sin 2771- > 0.

P (n+1)
L kx vn+1
= 1 1 = .
n+ oukl;[lsm2(n+1) on

vk € [1,n],

- k
Finalement 2" kli[l sin 2(711)

2 kr vn+1
v N* II i = .
n e , kZISln 2(n+ 1) on

sin ((n+ 1) 6) .

5. a. Soit n un élément de N. VO €]0, [, T,,(cosf) = o
in

Donc V6 €]0, [, sin 6T, (cosd) — sin ((n +1)6) = 0.
En dérivant on obtient : V8 €]0, [, cos 6T, (cos) + sin 6 (—sin6) T, (cosd) — (n + 1) cos ((n+ 1) §) = 0.
Ainsi: V6 €]0,7[, cosfT,(cosd) —sin® 6T}, (cos#) — (n+ 1) cos ((n+ 1)) = 0.

En dérivant encore une fois il vient pour tout élément 6 de |0, 7[: —sin 6 T}, (cos 8) + cos 8 (— sin §) T, (cos 0) —

2 cos 6 sin 0T}, (cos 0) — sin® § (—sin ) T}/ (cos §) + (n + 1)? sin ((n + 1) 0) = 0.



Alors : V0 €]0, [, —sin 6T, (cos ) — 3sin6 cos 0T}, (cos 0) + sin® 0 T, (cos 0) + (n + 1)® sin ((n + 1) 6) = 0.
En remarquant que V0 €]0, 7], sin ((n + 1)) = sin 6 T;,(cos §) on obtient :

V6 €]0,7[, —sin6 Ty (cosf) — 3sinb cos T, (cos ) + sin® 0 T (cos 0) + (n + 1)? sin 6 Ty, (cos §) = 0.

En divisant par sinf (qui n’est pas nul pour 6 €]0, 7[) on obtient :

V0 €]0, [, —Ty(cos8) — 3cosO T, (cosd) + sin? O T (cos 0) + (n + 1) T, (cos 0) = 0.

Ou encore : V0 €]0, [, sin® T} (cos ) — 3cos T}, (cos ) + ((n+ 1)> — 1) T),(cos @) = 0. Finalement :

Vn € N, V0 €]0,r[, sin?60 T/ (cos ) — 3cos O T),(cos ) + (n* +2n) T;,(cos ) = 0.

b. Soit n un élément de N. Posons H,, = (X? — 1) T/ + 3X T/, — (n®> + 2n) T,.

V6 €]0, x|, sin® O T (cos@) — 3cos BT (cos0) + (n* + 2n) Ty, (cos §) = 0.

Donc V8 €]0,7[, —(cos? 6 — 1) T (cos @) — 3cos O T (cos 0) + (n? + 2n) Ty (cos ) = 0.
Ceci donne : V0 €]0, [, —Hy,(cosd) = 0.

Ainsi V0 €]0,7[, H,(cosf) = 0 ou Vx €] — 1,1[, H,(x) = 0. Par conséquent le polynéme H,, admet une
infinité de racines. C’est donc le polynéme nul. Alors: (X? — 1) T}/ +3X T}, — (n* +2n) T,, = Og[x].

VneN, (X2 - 1)T/ +3X T, — (n* +2n) T, = Og(x)-

Partie II : Etude de I’endomorphisme L

1. e Soit P un élément de E.

P'(resp. P") est un élément de R[X] de degré au plus n — 1 (resp. n — 2) donc 3 X P’ (resp. (X2 —1) P")
est un élément de R[X] de degré au plus n. Par conséquent L(P) = (X2 —1) P” +3 X P’ est un élément de
R[X] de degré au plus n. L(P) appartient & E.

Ainsi L est une application de E dans E.

e Soient P et (Q deux éléments de E et soit A un réel.
LAP+Q)=(X2-1)(AP+Q)"+3XA\P+Q)=X*-1)AP'"+Q"N+3X\P' +Q).
LAP+Q)=XA(X?-1)P"+3XP)+(X*-1)Q"+3XQ =AL(P)+ L(Q).

Ainsi L est une application linéaire. Finalement :

’ L est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E. ‘

2. a. Soit k£ un élément de [0, n].



T}, est un élément de E et L(Ty) = (X2 — 1) T} + 3 X T| = (k* + 2k) T}, d’apres I 5. b.

vk € [0,n], L(Ty) = (K +2k) Ty |

b. Vk € [0,n], L(Ty) = (k* +2k) T}, et T}, # 0. Ainsi pour tout élément k de [0,n], k? 42 k est une valeur

propre de L et T}, est un vecteur propre associé a cette valeur propre.
Posons Vk € [0,n], A\, = k*+2k. Vk € [0,n — 1], Apy1 — M = (k+1)2+2(k+1) —k* -2k =2k +3 > 0.

Ainsi: N\g < A1 < -+ < Ap. Agy AL, -eey Ap sont donc n + 1 valeurs propres deux & deux distinctes de L qui

est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n + 1. Par conséquent :
® )\o, A1, ..., A, sont LES valeurs propres de L ;
e les sous-espaces propres de L sont des droites vectorielles.

Notons alors que pour tout k dans [0,n], le sous-espace propre de L associé a la valeur propre k? + 2k est

la droite vectorielle engendrée par T}.

{k? +2k;k € [0,n]} est I'ensemble des valeurs propres de L.

Pour tout élément k de [0,n], (Tk) est une base du sous-espace propre de L associé & la valeur propre

k2 +2k.

Partie III : Etude d’un produit scalaire
1. Remarque Si P et Q sont deux éléments de E, x — /1 — 22 P(x) Q(x) est une fonction continue sur
1
[—1, 1] donc / V1 —2? P(z) Q(x) dx existe. Ainsi ¢ est bien une application de E x E dans R.
—1

Soient P, @), R trois éléments de F et soit A un réel.

« GAP+Q.R) = /_1 VI— 22 (\P() + Q(2)) R(x) da.

1
AP+ Q,R) = / (AV1—=22P(z) R(z) + V1 —22Q(z) R(z)) dz.
—1
1 1
AP+ Q,R)= A\ / V1 —22P(z) R(z)dx + / V1 —22Q(z) R(xz)dz par linéarité de 'intégrale.
1 -1
Par conséquent o(AP + Q,R) = Ap(P,R) + ¢(Q,R) (1).

1 1
. [1 V1—22P(z)Q(z)dz = [1 V1—22Q(z) P(z)dz donc p(P,Q) = ¢(Q, P) (2).

1

o Vre[-1,1], v1—2a? (P(ac))2 > 0 donc p(P,P) = / V1—a? (P(x))de >0car —1<1.
—1

Ainsi (P, P) 20 (3).

e Supposons p(P, P) = 0.



1
Alors x — /1 — 22 (P(x))2 est continue et positive sur [—1, 1], / V1—22 (P(o:))2 dz=0et —1# 1.
~1

Ainsiz — V1 — 22 (P(gc))2 est nulle sur [—1,1]. Ce qui donne sans difficulté Vo €] —1, 1], (P(Jc))2 = 0 puis
Vr €] —1,1], P(z)=0.

P est donc un polynéme qui admet une infinité de racines donc P est le polyndéme nul.

Par conséquent ¢(P, P) =0 donne P =0 (4).

(1), (2), (3) et (4) montrent que ’ ¢ est un produit scalaire sur E.

2. Soient P et Q deux éléments de E.
Posons Vz € [-1,1], u(z) = —(1 — 22)3 P'(x).

x— —(1— xQ)% est de classe C! sur [—1,1] car 2 > 1. Il en est de méme pour P’. Ainsi u est de classe C!

sur [—1,1]. De plus Vz € [-1,1], u/(z) = —g (—22) (1 — )7 P'(z) — (1 — 22)3 P"(a).
Donc Va € [-1,1], v/(z) = (1 — 2?)? (3z P'(z) — (1—2*) P"(z)) = V1—22((2* —=1) P"(z) + 32 P'(z)).
1

Finalement Vz € [-1,1], u/(z) = /1 — 22 L(P)(z). Alors ¢(L(P),Q) = / v (1) Q(x) d.

-1

u et Q sont de classe C! sur [—1,1]. Une intégration par parties simple donne alors :

o(1(P).Q) = [ (@) Q) do = [ulx) Q)] - / () Q'(x) dr

1 -1 -1

Or u(1) = u(—1) = 0 donc (L(P),Q) = —/ w(x) Q' (z)dx = / (1—22)3 P'(2)Q(z)dx.

—1 —1
1 3
En échangeant les roles de P et Q on a également ¢(L(Q), P) = / (1—2%2 Q' (z) P'(x)da.
-1

Ainsi QD(L(P),Q) = w(L(Q),P) ou <p(L(P)7Q) = @(P,L(Q)).

V(P,Q) € E?, o(L(P),Q) = ¢(P, L(Q))

3. Ce qui précede montre que L est un endomorphisme symétrique de E. Par conséquent deux vecteurs
propres de L associés & des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Ainsi, si k et k' sont deux éléments

distincts de [0,n], T) et Ty sont orthogonaux.

(Tk)ogk<n est donc une famille orthogonale d’éléments non nuls de E. C’est donc une famille libre de cardinal
n+1 de E qui est un espace vectoriel de dimension n+ 1. (T))ogk<n est alors une base de E et une famille

orthogonale. Finalement :

’ (Tk)ogk<n est une base orthogonale de E |




DEUXIEME PROBLEME

Partie I: Calcul de la somme d’une série convergente

1. Soit n un élément de N*.

2

sin(nt
Lesfonctionsulzt—>2——tetm:t—> (n?)
T

sont de classe C! sur R.
De plus Vt € R, ujt) = % —1et Vt € R, vjt) = cos(nt).

Une premiére intégration par parties donne alors:

/O7r (; — t> cos(nt)dt = K; t> sinflnt)}: — /O7r (; _

car sin(nm) = sin(n x 0) = 0.

sin(n t)

)

sont de classe C! sur R.

n

cos(nt)

Les fonctions us : ¢t — 5
n

—letwvy:t — —

i t
De plus Vt € R, u(t) sin(nt),

1
— et Vt eR, v,(t) =
7'[‘e S 71]2() n

Une seconde intégration par parties donne alors:

[ [ (=) |
/07r (;—t> cos(nt)dt = — (0—n12> —# [bm; t)h :%_

t2

* N 1
Vn e N 7/0 (27r_t> cos(nt)dt—$~

e

2. Soit m un élément de N* et ¢ un élément de |0, 7]. Notons que €'’ est différent de 1.

[

(— COSTE;”‘ t>> dt.

—- Ainsi:

imt Z-'mt 77J'mt ZM _ . M
1—e it €2 (e 2 —e 2) it 24 sin & 2 i 7,§t_%+t)781n 5 i(m«gl)t
it = L it L e = t € =t € :
1—e ez (e7t2 —e'7) —21 sin = sin =
2 2
1 t iomt
—e'™mt L, sinTE mane
VYm € N*, Vt €]0, 7], ~ = f etz .
1—e¢e sin 5

Soit m un élément de N* et ¢ un élément de |0, 7).

m 1 — eimt
Observons que g ettt = — — ¢ttt

T car e #£ 1. Alors:
—e

1_eimt
e| —¢e€
1—ett

n=1

- nt _ Z lnt — Re (i eint) _

n=1 n=1

t
-1
™

)

sin(n t)




m sin 7t ; mtn)e sin 2t (m+1)t  cos W sin 72t
g cos(nt) = — Re (e 2 ) = = cos 5 = — .
oyt Sin bl sin 3 Sin 5
. i cos w sin 72t
Vm € N*, Vt €]0, 7], E cos(nt) = — .
el Sin 5

3. Une question de cours! Le lemme de Riemann-Lebesgue! Soit A un réel strictement positif.

cos(At
Les fonctions u et vz :t — — (A1)

sont de classe C! sur [0, 7]. De plus V¢t € [0, 7], v5(t) = sin(\¢).

Un intégration par parties donne alors :

/0 " u(t) sin(A#) dt = {u(t) (-COS(A“)HZ _ / "u ( COS?”) dt.

/O " u(t) sin(A#) dt = {U(O) — u(r) cos(Am) + / ) cos(A4) dt}

> =

N R

/” u(t) sin(A\t) dt
0

w(0) — u(m) cos(Am) + / ) cos(At) dt‘

N

/Oﬂu(t) sin(At) dt| < < w(0)| + |u(m)|| cos(A ) |+‘/ ) cos )\t)dtD

N

/0 u(t) sin(At)de (u(0)| + |u(m)| | cos(A )] —1—/0 [u/(t)] | cos(A )] dt) car 0 <

/07r u(t) sin(\t) dt‘ < % (|u(0)| + |u(m)] +/0

Remarquons que [u(0)| 4 |u(r)] —|—/ |u/(t)] dt ne dépend pas de .
0

™

Or Vt € [0,7], |cos(At)] < 1 donc:0 <

[u'(t)] dt) :

1 ™
Par conséquent N lim 3 (|u(0)| + Ju(m)| + / [u/(¢)] dt) = 0. On obtient alors par encadrement :
— 400 0

s

li t) sin(At)dt = 0.
Jim | u(t) sin(At)

4. Pour utiliser pleinement le résultat du programme sur le prolongement des fonctions de classe C' posons :
vt €]0,7], g(t) = f(t) et montrons que g se prolonge sur [0, 7] en une fonction de classe C* qui n’est autre

que f!!

Remarque En utilisant un corollaire usuel du théoréme de prolongement des fonctions de classe C' on peut
se contenter de montrer que f est continue sur [0, 7], de classe C! sur )0, 7] et que f’ admet une limite finie en
0%. On peut également n’utiliser aucun de ces résultats et montrer que f est de classe C* sur )0, 7], dérivable

en 0 et de dérivée continue en 0.

2
4
t— o t est de classe C! sur |0, 71]. t — 2 sin = est de classe C! sur ]0, 7] et ne s’y annule pas.
7r

Ainsi g est de classe C! sur 0, 7].

= (Y (st o (F ) Leost
VtE]O,W],g(t)—2 s’ - 1 sin 5 5 t 5085 |-




2 [/t Lt t2 1t
Donc g/(t) t:Otiz |:<7T — 1) Slni — (271_ —t) §COS 2:|

t t t2 1t
Cherchons alors un équivalent det — [ — — 1| sin—- — [ — —t ] =cos = en 0.
us 2 27 2 2
Pour cela utilisons des développements limités usuels d’ordre 2 au voisinage de 0.
t t t ot t t t 12
;—1:—14-;-’-0(2‘:2) et Sin§: §+O<t2) Par produit: (71_—1) Sin§ :—§+7+0(t2)

t2 t2 9 1 t 1 (t/2)? o, 1 #2 9
S t=—tt—to(t}) et Zcose == (1 2)= -~ yo@?).
2r Tog Tolt)et g cosy 2( ) tet) =5 g5 tolt)

t2 1t t ot
P duit { — —¢t) zcos—=——+ — t2).
ar produi (27r ) 5 085 = 2+47r+0( )

t t 12 1 t t 2t ¢ 2
Al diffe S 1) sinc — (5= —t) seost = —= + 2= + = — —— +0(t?) = ~— +o(t2),
ors, par différence, (W > sm2 ( ) 2cos2 3 + T + 5 1n + o(t*) pp +o(t%)

. t ot t2 1t t2
Par conséquent: | — —1)sin—-—(——¢t) —cos= ~ —-
T 2 27 2 2t—047
2 (2 1
/ —
Alors ¢'(t) SR <4ﬂ_) =5a Ainsi hmg (t) = P
g est de classe C! sur ]0, 7] et ¢’ admet une limite finie en 0 donc, d’apres le cours, g admet un prolongement

g de classe C! sur [0, 7].

Notons que f coincide avec g sur |0, 7]. Montrons que f(0) = g(0) ce qui revient & montrer que g(0) = —1.
2 t —t
t) = 27 ~ = —1. Alors lim g(t) = —1.
a(t) 2sin L 1502 x L i 9(t)

2
Alors g(0) = }ir% g9(t) = }ir% g(t) = —1 = f(0). Ceci achéve de montrer que f =¢. Ainsi:

’ [ est de classe C! sur [0, ). ‘

1

Remarque f'(0) = o
T

5. a. Soit m un élément de N*.

m 1 ™ t2 m
ngl — = Z / ( — t) cos(nt)dt = /0 l(h — t) ; cos(n t)} dt
s 2 ) cos D oy mt

vt €]0, 7], (%—)Z s(nt) = (%—t 2__

sin £
t2 “ (m+1)t . mt
Alors Vt €]0, 7], o7 t Z cos(nt) =2 f(t) cos ————— sin —-

2
™ = 2 2

Or cette égalité vaut également pour t =0 (0 = 0!). Nous pouvons alors écrire que :

Z = / [( - t) nil cos(nt)] dt — /Oﬂ £(t) <2 cos w sin ”;) dt.



10

n=1
Zi:/ ft) si (2 +1)tdt— f(t) sin = dt
n=1 n2 0 0
T ™1/ t? 17 21" 1 (7 =2 2
~dt = === o (Y Ajnsi
Or ; f@) medt /0 2(27r t)dt 5 |:67T 2]0 5 (67T 2) insi
A Y T . ((2m+1)t
vaN’;E_F_F ; f(t)sm(2 dt.

b. f étant de classe C! sur [0, 7], I 3. donne alors lim f() sin(At)de = 0.

A——+oco 0
2 1 T 2 1)t
Comme lim — tl_ +o00 il vient: lim () sin ((m—i—)) dt = 0.
m— 400 m——+oo 0 2
1 2
D li E — = —. Final t:
onc lim 2 2 5 inalemen

1 X1
la série de terme général 3 converge et nE:l 2=

Partie 11 : Etude d’une fonction définie par la somme d’une série convergente

1. a. Soient x et y deux éléments de [0, +o0].

1 1 1 1

*ra)(nty)nreon O (nta)? (nty) nrroond

. 1 1 "
e Les séries de termes généraux — et — convergent et sont a termes positifs.
n n

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que les séries de termes généraux

1
et convergent.
n+2)(n+y)  (nt+a)?m+y) &

1
Si x et y sont deux éléments de [0, +00], les séries de termes généraux et
v 0ol B G ) ) " nr e )
convergent.
1 1 1
b. Vx € [0, +o0[, Yn € N*, — — =z .
n n+ax (n+z)(n+0)

Ce que nous venons de voir permet de dire, en faisant y = 0, que:

converge.

pour tout élément x de [0, +00[, la série de terme général — —
n




11

S(l)——i:.o 11 = lim i 11 = lim 1—; =1
N — \n n+1 _mﬂ+oon:1 n n+l)] mSfe m+1)

[S(0)=0et S(1)=1. |

3. a. Soient x et y deux éléments de [0, o0

Z\n onty no on+tz o \ntr n+ty n:l(n+x)(n+y)
+o00 1
S(y) = S(a)=(y—2) Y e
2 = 1
V(z,y) € ([0,+o0[)", S(y) = S(z)=(y—=z) Y :

b. Soient z et y deux éléments de [0, +o0].

+o0 too
1 1
Sy —S@)|=ly—= S = - - .
50) =51 = b=+ 3 g =P X wr et
— 1 1
x et y étant positifs: Vn € N*, (n+ ) (n+y) > n? > 0; donc ¥Ym € N*, — < —-
y p ( ) (n+y) ;(n+x)(n+y) ;nQ
= 1 X1 o
En faisant tendre m vers 400 on obtient —_— < — = — car les deux séries convergent.
;(n—kx)(n—l—y) ;nQ 6 &
Alors:
2 72
V(w,y) € ([0, +00])", [S(y) = S(2)| < -y —=].
c. Soit « un élément de [0, +oo].
2 2
vy € [0,400[, 0 < [S(y) — S(a)| < 5 ly — 2| et lim 5 ly — x| = 0.
y—x
On obtient alors par encadrement lim S(y) = S(x) et ainsi S est continue en x.
y—a
’ S est continue sur [0, 400 ‘
4. a. soient z et y deux éléments distincts de [0, 4+o00].
+oo +oo
1 S(y) — S(x) 1
Rappelons que S(y) — S(z) = (y — z - Donc = _
pp que S(y) — S(x) = (y );(n+x)(n+y) - 2 Tty
1
Notons également que la série de terme général m converge d’apres 1 . a. (y = x...).
+oo +oo +oo
- 1 1 1 —
Alorsw_22:z< _ 2>:Z(n+x)2(n+y).
y—x = (nta)? = \(n+z)(nty) (nta) — (n+z)3n+y)

S -S@) X1 (X ! .
PErEd DS rewrs Al Ut L D T ey

n=1



Sy) —S(x) X1 = 1
_ — |z — - - CETEEn
y—x ;(n+m)2 [z =l nz::l(n—i—x) 2(n+vy) |Z (n+a n+y)
+00 +o00 1
Montrons alors que nz:l R T < nz::l e
1

x et y sont positifs donc Vn € N*,

+oo
1
Finalement — 5,
nz;: (n+x)*(n+y)

1
<D

n+z)2(n+y)=>n®>0 AlorsVne N, — <
a2 CERETET
“+o0

car les deux séries convergent.

n=1

+00 g

Sy)—Sx) =X 1 1 1
D - - — _<|y- .
2 S(y) — S(x = 1 =1
W) € ([0, +ool)’, 2 £y = (2_96“—2 | <—el
n=1 n=1

b. Soit z un élément de [0, o0l

Sy) = S) = 1
Vy €0, 4, y£A2z =0 | ——-= — <ly—= —ethm y—

[0, +oc] T ;(HH)Q | \nzl | \nzl

Il vient alors par encadrement lim ( )= ( ) = f ;

vy = (n+x)?

Ainsi S est dérivable en z et S’(z

n=1

OO

Z n—+—x

+oo
1
S est dérivabl 0,+ t Vo € [0, + S'(z) =
est dérivable sur [0, +oo[ et Yz € [0, +o0[, S'(z) nz::l CFSE
+oo “+oo “+oo 2
1 s 1 1 s
S'(0) = —=—cet S(1) = = =—-1
‘ ( ) n=1 ? 6 ( ) n=1 (Tl+ 1)2 TLEZ:Q n? 6
2 2
S'(0)= et §'(1) = = —1
0)=" s ="
+oo
5. Va € [0, +oo], S"(z) = 77; CEEN Donc S” est négative sur [0, +oo[. Alors:
’ S est concave sur [0, +o00[. ‘
6. a. ¢ est continue sur [1,+oo[.

VA € [1,+oo], /lAgo(t)dt/lA(

A
VAe[1,+oo[,/ o(t)dt = In
1

1 1 A t A
S at = [ln|t\71n|t+9:|} = |In :
t t+.’13 1 t+l’ 1
L] A1
—In|——|=1In —In .
A+=x 1+ A+x 1+2z

1

n3

w)

12
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A

1
AirfooA—kxZIdOHCAEToolnA—f—xzoet ainSiALiIJIrloo : @(t)dt:—lnl_’_x:ln(l—i-x).

+o0o
/ ©(t) dt converge et vaut In(1 + ).
1

1 1
b. ¢ est dérivable sur [1,4o0| et V¢t € [1,+00[, ¢'(t) = Tt [(F=E <0 (car 0 <t <t+x).
T

¢ est donc décroissante sur [1, +oo[. Alors Vn € N*, Vi € [n,n+ 1], p(n+ 1) < ¢(t) < p(n).

n+1 n+1

Ainsi ¥n € N*, go(n—l—l):/ ap(n—i—l)dté/ <p(t)dt</ o(n) dt = o(n).

n n n

n+1
Vn € N*, <p(n+1)§/

n

o(t)dt < p(n).

m m n+1 m
Alors Vm € N*, Y~ p(n+1) <Y / p(t)dt <Y p(n).
n=1 n=1"" n=1
m—41 m+1 m
Donc Ym € N*, Z o(n) < / p(t)dt < Z o(n) (%)
n=2 1 n=1
400 +o0 +oo
Or Z ©(n) existe et vaut S(x) — (1) ; Z p(n) existe et vaut S(x); / ©(t) dt converge.
n=2 n=1 1

En faisant tendre m vers +oo dans (%), il vient :

+0o0 +oo Foo
S(@) - 1) < / (1) dt < 5(z) ou / (1) dt < S(z) < / (1)t + (1),

—+oo —+oo
< 1 donc / p(t)dt < S(z) < / o(t)dt + 1. Ainsi:
1 1

+o0 400
/ p(t)dt < S(z) <1 +/ o(t) dt.
1 1

+oo
c. Supposons z dans |1,4o00[. In(1 4+ 2) < S(z) <1+ 1In(1 + ) car / o(t)dt =1In(1 + ).
1

In(1 S 1 In(1
Comme In z est strictement positif on a encore : n(l+ ) < (z) <—+ M ().
Inx Inz Inx Inx

M— 1 <1n<1+1)+lnx>=1+lln<1+1> donc lim le—!—OxO:l.
T T

Inx " Inz Inx z—+o00  Inzx
1 In(1

< 4 +a)

Inx Inx

On a également : lim
T——+00

>:O—|—1:1.

S
L’encadrement (xx) donne alors lim ﬁ = 1. Finalement :

z—+oo Inx

S(x) ete Inz.

7. Donnons les résultats importants pour bien tracer ’allure de la courbe représentative de S.



+oo
1
e S est strictement croissante sur [0, +o00[ car Va € [0, +o00[, S'(z) = E CEE > 0.
n+zx
n=1

7T2 2

° S(0)=0,5(1)=1,5(0) = = ~ 1,6 ct §'(1) = %—mo,ﬁ.

e S est concave donc sa courbe représentative est en dessous de toutes ses tangentes.

e S(z) ~ Inxzdonc lim S(z)= lim Inz=+ocoet lim &: lim
T— 400 r——+00 T— 400 r—+00 X r—+4oc0 I

Inz

La courbe représentative de S admet en +o00 une branche parabolique dans la direction de (z'x).

Désolé pour ’allure de la courbe...

=0.
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