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PROBLEME I

Préliminaires

1. a. Soit n un élément de N.

n ,—t?
vt €]0, +o00], =2t = (152)%2 et

t2

Or par croissance comparée Vo € R, lim (z*e ") =0 donc Yo € R, lim ((tQ)a e_t2) =0.

r——+00 t——+oo
2
. o\ nE2 42 o . tr -t ’
Alors lim ((t%)= e =0. Ainsi lim — = 0. Par conséquent :
t—+oo t—+oo =

t2

n _—t2 1
VvneN, t"e ™" = o - .
t—+oo \ 12

b. Soit 7 un élément de N. f,, :t — t" e~t* est continue sur R.

o= o (1)

1
o Vi € [1, 400, fult) 2 0 et 7 >0.

—+oo
. /1 2 converge car 2 > 1.

Les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que

+oo
/ fn(t) dt est convergente.
1

+oo
/ fn(t) dt converge également puisque f,, est continue sur [0, 1].
0
Soit A un réel strictement négatif.
0 0 —A
Le changement de variable u = —t donne sans difficulté : / fa(t)dt = —/ frn(—u)du = / fn(—u) du.
A —A 0
2

Observons que Yu € R, fp(—u) = (—u)"e ™ = (-1)"u" e = (=1)" fn(u) (fn ala parité de n).

0
Alors /A fa(t)dt = (=1)" n(u) du.

—A
0
—+o00 0 —+o0
Or lim (—A)=+occet / fn(u) du converge. Ainsi/ fn(t) dt converge et vaut (—1)"/ fn(u) du.
0 —o0 0

A——o0



J.F.C.

+o0 +oo
Finalement / fn(t)dt converge et vaut (1 + (—1)") / fa(t)dt.
—00 0
+oo R
Pour tout élément n de N, 'intégrale / t" et dt est convergente.
— 00
o0 5 +o0 5
Remarque Sin est un élément pair de N, / e U dt =2 / et dt.
—00 0
+o0 5
Sin est un élément impair de N, / t"e " dt = 0.
— 00
2. Soit P un élément de R[X].
Il existe un élément r de N et un élément (ag, ai,...,a,) de R™! tel que P = Z an, X".

n=0

+oo +o0 r
Pour tout élément n de [0, 7], / " e~ dt converge donc / <Z an, (t" e_t2)> dt converge.
-0 n=0

— 00

— 00

+o0 r 5 +oo 5
Ainsi/ Z a,t" | e dt converge. Donc/ P(t)e™"" dt converge.
> n=0

+oo
Pour tout élément P de R[X], / P(t) e~"" dt converge.

—00

3. a. Soit n un élément de N. Soient A et B deux réels.

1
Posons Vt € R, u(t) =t"t et Vt € R, v(t) = ~3 et

2

u et v sont de classe Cl sur Ret Vt € R, v/(t) = (n+ 1)t" et Vt € R, v'(t) =te .

Une intégration par parties simple donne alors :

/ " gt gy / Y ) () di = [utt u(t)}j - / " @yl dt.

A A A
B

B 2 1 B 1
/ t"2e " dt = [t”“ (— —et )} —/ (n+1)t" (— —et )dt‘
A 2 A Ja 2

B B
/ tn+2 e—t2 dt = 2 An+1 —A? ; Bn+1 —B? + n+ 1 / tn e—t2 dt.
A

A 2
D’aprés 1.a., B"Tle B L Or lim 1 — 0. Ainsi  lim (Bn+1 6—32) —0
o B—’"‘OO 32 ' B—+oo B2 ' B—+o0 ’
Alim (=A) = +00. Donc hm (( Ayt e*(*A)2> = 0 d’apres ce que nous venons de voir.

Ainsi  lim ((71)’”r1 (A"Jr1 e*Az)) =0donc lim (A”Jr1 ) =0.

A——o0 A——oc0

B 9 2 1 1 A2 1 1 —-g2 n+1 B 2 1 A2
Alors/ 2 et dt = 2 ATl — Z gl =BT / t"e " dt, lim (A"+ e~ ) =0,
A 2 2 2 A A——oc0

+o0 +oo
lim (B”+1 e_BZ) =0, [y1 = / e dt et I, = / " e~ dt convergent.

B—+00 oo oo
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n—+1
Alors en faisant tendre A vers —oo, puis B vers +o0o dans ’égalité précédente on obtient : I, 11 = —2|_ I,.
n+1
Vn € N, In+1 = 9 In
+o0 2
b. Nous avons vu plus haut que si n est un élément impair de N alors / t" e~ dt = 0. Ainsi:
— 00

’Vp €N, Ippp1 =0 \

2p)!
c. Montrons par récurrence que Vp € N, I, = % Nz
p!

+oo
o [y = / e~" dt. Oublions le résultat proposé... pour tester le théoreme de changement de variable sur
—0o0

les intégrales généralisées.

e~ 2. p est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée

t2
e 2z dt =v2r.

1
Posons Vt € R, op(t) =
o(t) oL
réduite. Alors / p(t)dt = 1. Ce qui donne /

— 00 — 00

—+oo “+oo

—Uu

t
h:u— e ¥ est continue sur ] — 00, +00[, 1 :t — —= est de classe C* sur | — 0o, +00], strictement croissante

V2

sur | — 0o, +00[ et définit une bijection de | — oo, +00[ sur | — 0o, +00].

+oo +oo
Alors / h(u) du et / h(w(t)) ' () dt sont de méme nature et en cas de convergence sont égales.
— 00 —0o0

“+oo +oo
Or / h(u)du = Iy existe donc / h((t)) ¢'(t) dt existe et vaut Io.

— 00 — 00

“+o0 +oo 2 “+oo 2 T
Ainsi I = [ h(y(t)) ¢’ (t) dt = [ e T %dt = % [ ez dt = \/5; = /.
(2 x0)!

Alors I(] = \/’E = W

/7 et la propriété est vraie pour p = 0.

e Supposons la propriété vraie pour un élément p de N et montrons la pour p + 1.

2p+1 ., (2p42)@2p+1) . _ (2p+2)(2p+1) (2p)! N
9 2p — 22(p I 1) 2p — 22(p + 1) 22ppl

(2(p + 1))! ! /A

Ty = Dopra = ~ 220D (p £ 1)

Ceci achéve la récurrence.

2p)!
VpeN, I, = 2(251))' N
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I Recherche d’extremums locaux pour une fonction de deux variables réelles

1. Soit = et y deux réels.

—+o0
t — (t — )2 (t — y)? est une fonction polynéme donc / (t —2)2(t—y)>e™ dt est convergente d’apres
— 00

le préliminaire.
P quent F(z, y) = — /+oo(t )2 (t—y)2e " dt exist
ar conséquent F(z,y) = —— - —y)’e existe.
q Y N3 Y
VEER, (t—a)2(t—y)2e " =2 -2zt +22) (12 — 2yt +y2) et Alors:
VEER, (t—2)2(t—y)let = (t4 2@+ y) P+ (@ ey +y2) 2 —2(zy? +ym2)t+m2y2) et

VtER, (t-2)2 (t—y)? et =tle " =2 (aty) P e+ (@2 Hwyty?) 2 et =2 (zyPtya?) tet tatye Tt
—+oo
Rappelons que pour tout élément n de N, I,, = / e dt converge. Alors, par linéarité, il vient :

— 00

+o0
/ (t—x)2(t—y)26_t2dt:14—2(x+y)13+(x2+4xy+y2)12—2(xy2+yx2)ll+x2y210.
0+1 1 2+1 3

5 fo Qﬁe 4 5 12 4ﬁ

(2® +dzy +y°) +2° y2> N

Orlg,:Il:O. Iozﬁ,lgz

Foo 2 3 1
A. x _ 2 _ 2 —t —_ (= -
insi / (t—x)*(t—y)“e " dt <4 + 5

— 00

1 [t 1
Ainsi F(z,y) = 7 / (t—x)%(t —y)? e dt = % + 3 (2 + dzy + y°) + 2% y*.
T — 00

3 1
Y(z,y) € R?, F(z,y) = 14—*( 2+4xy+y2) + z? 92

[\)

2. F est une application polynomiale de R? dans R donc F est de classe C? sur R?. En particulier F' possede

des dérivées partielles premieres en tout point de R2.
oF

1
Y(z,y) € R? %(:c,y) =3 (22 + 4y) + 2z y* = o + 2y + 22 y°.

OF 1
De méme Y(z,y) € R?, a—y(m,y) =3 (4z +2y) + 202y = 2z +y + 22%y.

F F
Wo) € B G (o) = o+ 2+ 20 ot G (o) =204y + 200,

Soit X = (x,y) un élément de R2.

8FX _OF {x+2y+2my2:0

%( )_Fy(X):O(:)

2z +y+222y=0

En rempagant la seconde ligne par la seconde moins la premiere et en factorisant par x — y il vient :
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r4+2y+22y2=0
OF (xy— 9E (x)y— 0 yrey . Alors:
O Oy (—y) (1+22y) =0
=1y 2zy = —1
8F()()ZaF(X):0<:>{ 9 ou
ox y z(3+22%)=0 r+2y+(-1)y=0

r=Yy
{x(3+2x2)—0

g(X):g(X)zoﬁX:(0,0)ouX:( I ) ouX:<—1,\}§).

1 1 1
F possede exactement trois points critiques: O = (0,0), A = ( ) t B = (— )

V2l V2 V2 V2

3. F est de classe C! sur 'ouvert R? donc si F' posséde un extremum en un point X de R? alors son gradient

OF
5y 0 =0

Alors F' ne peut admettre un extremum local qu’en O, A ou B.

F
s’annule en X et ainsi %(X) =
x

Nous avons vu que F est de classe C? sur R2.

OF oF
Rappelons que V(z,7) € R?, a—(w, y) = x4 2y +2zxy* et a—(x, y) =2z +y + 227 y.
@ y
2 2 2 92F

0°F 0‘F 0
Al R?, —— =142y° —= =1+ 222
ors V(z,y) € RY, =5 (2,y) =1+ 2y, oy (z,y) =1+42z" et axﬁy(x’y) y0n

En utilisant les notations de Monge on obtient en O = (0,0):7t — s> =1 x 1 — 22 = -3 < 0. F ne possede

—(z,y) = 2+ 4xy.

pas d’extremum local en O = (0,0).

1 1 1 1
EnA—( —) etB_< > onobtient:rt —s2 =2x2—-02=4>0et r=2>0.

V2' V2 V2 V2
F possede enA—( L )etB— St > un minimum local
V2 V2 V2 V2 .
3 1/1 1 1 1 1 1
N F(A)=F(B)=- 7<7—47 7) - X ===
otons encore que F(A) = F(B) = 1735 5 + > + 5%X5= 35

1 1 1 1 1
EnA=|—,——— )] et B=|———,— | F possede un minimum local qui vaut =-
(ﬁ V2 ) < V2 V2 ) v a 2

De plus ce sont les seuls points de R? oul F possede un extremum local.

Remarque Vous avez dit local 7 Mouais 7

1 3 1 1 1 1
Y(z,y) €R?, Flz,y) -5 =7 +5 5= 5@+ + (@) + (@) + ;

((z +9)° +2ay) + (29)° — 5 = 3
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2
1 1 1

1
Ainsi F' admet un minimum global qui vaut 3 atteint en les seuls points A et B.

ITI Calcul d’intégrales dépendant d’un parametre

1. Soit x un réel. ¢, :x — sin(xt) e~ est continue sur R.
2 2 +oo 2 +oo 2
Vt € [0, +00], 0 < |p.(t)] = |sin(zt)| e <e " et / e~'" dt converge car Iy = / e~'" dt converge.
0 —00

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que

+o0o +oo
/ |z (t)] dt converge. Ainsi / ©z(t) dt est absolument convergente donc convergente.
0 0

Yo i@ — t cos(at) et est continue sur R.

. “+o00 +o00 .
Vi € 0,400, 0 < |Y(t)] = \cos(xt)\te*t2 <te et / te " dt converge car I; = / te " dt
0 —o0

converge.

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que

—+oo +oo
/ |1, (t)| dt converge. Ainsi ¥ (t) dt est absolument convergente donc convergente.
0 0

+o0 5 400 5
/ sin(zt) e dt et / t cos(xt) e”"" dt convergent.
0 0

2. Soit a et A deux réels. sin est de classe C? sur R. L’inégalité de Taylor-lagrange appliquée & sin & ’ordre

1 donne:
. . . la + X —al? -
sin(a + A) — sin(a) — (@ + X — a) sin’(a)] < ———M—— Max sin” (u)].
| sin( ) (a) = ( ) sin’(a)| 5 weiin(ea B e | sin” (u)|
A2 A2
Ainsi |sin(a + A\) — sin(a) — X cos(a)| < — Max —sin(u)| < —- Finalement :
| ( ) ( ) ( )| 2 uE[Min(a,a—&-k),Max(a,a—Q—)\)]| ( >| 2

2
Va € R,VX € R, |sin(a+ A) —sin(a) — A cos(a)| < %

S(x+h) — S(z)

3. a. Soit = un réel et h un réel non nul. Posons A, (h) = -~ C(x).
1
Ag(h) = E(S(x +h) = S(z) — hC(x)).
1 +oo 2 +oo 2 +oo 2
A, (h) = N (/ sin ((z +h)t) e " dt + / sin(zt)e " dt — h / t cos(xt)e " dt).
0 0 0
L[ , g
Ag(h) = 7 / (sm(;z:t + ht) + sin(xt) — ht cos(xt)) e " dt).
0
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Soit A un réel strictement positif.

sin ((x + h) t) + sin(xt) — ht cos(xt) et dt.

/OA (sin ((z + h)t) + sin(xt) — ht Cos(a:t)) e dt| < /OA

En utilisant le résultat de 2. (avec a = at et A = ht) il vient :

A A 2 2 A
ht h
/ (sin ((z + h)t) + sin(at) — ht cos(xt)) e dt| < / ( 2) et dt = 5 2t dt.
0 0 0

+oo 5 +oo 5
/ (sin ((z + h)t) + sin(zt) — ht cos(xt)) e " dt et / t? et dt existent.
0 0
En faisant tendre A ver +oo on obtient alors :

+oo 5 h2 +oo 5 |h‘2 +o00 R
/ (Sin ((z + h)t) + sin(at) — ht cos(wt)) et dt’ < 5 / t?e " dt = 5 / t2e " dt.
0 0 0

1

Alors |A,(h)| = T

+oo ) ) B 2 M +o0 o 42
sin(at + ht) + sin(at) — ht cos(xt) ) e™" dt| < 5 t*e™" dt.
0 0

L
Ainsi |A,(h)| € % / #2 e~ dt pour tout réel A non nul.
0
En faisant tendre h vers zéro il vient par encadrement : }llinb Ay(h)=0.

s i (S =561 i)

Pour tout z dans R : %ir%

<S(x + h})L —S(z) C(x)> N

b. Soit z un élément de R : lim - C’(x)) — 0 done Tim 2EFN =5 oy

—0

S(x+h) — S(z)
( h h—0 h

Alors S est dérivable en z et S'(z) = C(z).

’ S est dérivable sur R et pour tout z dans R, S’(z) = C(x). ‘

4. a. Soit x un élément de R.

1
Soit A un réel strictement positif. Posons ici V¢ € R, wu(t) = cos(zt) et ¥Vt € R, v(t) = —3 et

—¢2

u et v sont de classe C! sur R, Vt € R, u/(t) = —z sin(xt) et Vt € R, v'(t) =te

A A
De plus / t cos(xt) e dt = / u(t)v'(t) dt. En intégrant par parties il vient alors :
0 0

/OAt cos(xzt) e " dt = [COS(xt) (—; e—tz) L‘j _ /OA (- sin(at)) (—; e—tz) dt.

A 2 1 1 2 x 4 2
/ t cos(xt)e ™t dt = = — = cos(zA)e A — 7/ sin(zt) e " dt  (%).
o 27 2 2 Jo

Notons que ’cos(a:A) e*A2’ = | cos(zA)| e=4* < e~ donc, par encadrement Alim (cos(zA) e_A2) =0 car
— 400
lim e 4" =0.
A—+oo
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+oo +oo
De plus / t cos(xt) e~ dt et / sin(xt) e dt converge donc en faisant tendre A vers +oo dans ()
0 0

il vient :

oo 2 A e 2 1
/ t cos(zt) et dt = - / sin(zt) e”" dt ; soit encore : C(x) = 3~ S(z).
0 0

1
2 2

Pour tout z dans R: C'(z) =

S(x).

x
2

N | =

22 T L2
b. Posons Vz € R, {(z) =2eT S(z) — / e dt.
0

z? 22
x — 2e T et S sont dérivables sur R donc  — 2eT S(z) est dérivable sur R.
22 T2
xr — eT est continue sur R. Alors z — / e T dt est une primitive de cette fonction sur R. Ainsi
x t2 0
T — / e 7 dt est dérivable sur R.
0
{ est donc dérivable sur R comme différence de deux fonctions dérivables sur R.

22 22 22 22 1
De plus Vz € R, ¢'(z) =2 (g) eT S(x)+2eT S (x)—eT =2eT (g S(x) — 3 + S’(x)).

22

Alors Vo € R, {'(z) =27 (— C(z) + S’(m)) =0.
Par conséquent £ est constante sur R. Donc Va € R, ¢(z) = £(0).

2 0 fz “+o00 5
Or 5(0):260T S(O)—/ ert:2S(0):/ sin(0 x t) e~ dt = 0.
0 0

22 T2
Ainsi Ve € R, 2e’T S(z) — / e T dt = ¢(x) = 0. Finalement
0

22 T2
Vo € R, QGTS(x):/ eT dt.
0

22 T2 1 T2 1 z2 T2
c. Vx € R, 2e'T S(a:):/ e dt donc Vz € R, S(zx) = j/ et dt:fe_T/ e dt.
T Jo 0

0 2e1 2
1 1 1 . oy 1 *
Vo € R, C’(m)z—S(x)——x<e_42/ efdt):—e 4/e4dt
2 2 \2 o o
1 2 [T 2 1 =z o2
Ve eR, S(z)=<e 4/ertetS’():C(m):f—76 4/ert.

IIT Obtention d’un développement limité

1. Soit = un réel. t — T2 et est continue sur R.
T

1

1 —42 42
14222 '

2
<1et0<e‘t.AlortheR,0<me S€

De plus Vit € R, 0 <
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—+o0
2 \ . . ’ re 7’ . 7’ .
La convergence de Iy = / e~ dt et les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions
— 00
+oo 1

m €7t2 de converge.

positives montrent alors que /
— 00

+o00 1

Pour tout réel x, / e~ dt converge.

oo L4222

1 1- Ha -1 (1+u®) -1 3
2. a. Soit u un réel positif ou nul. 1 —u + u? — _(d-utu)) 1+ :( +u’) =

14+u 1+4+u 14+u T 1+u
Or0< —1 <1et0<ud donc0< o <ud Ainsi0 <1t — — s
T e u® donc u”. Ainsi —u—+u” — U
2 1 3
Yu € [0,+o00[, 0 <1 —u+u”— <u’.
14+u
+o0 2
b. Soit z un réel. ¢t — 1 — x2t? + 2*t* est une fonction polynéme donc / (1 — 22t 4 2t t4) et dt
— 00
converge.
+oeo 2 oo 1 2
/ (1—$2t2+x4t4) et dt—g(m):/ (1—x2t2—|—x4t4—22> e ¥ dt.
oo oo 1+2%¢
1
Vt € R, 22t € [0, 4+00] donc d’apres ce qui précede:Vt € R, 0 < 1 —2%t% 4 2 t* — T e < (2% 12)3.
x
1
Comme Vt € R, et >0:0< (1 — 2?2 4+ 2t t4) e_t2 “Tiae e_752 <288 e_t2 pour tout réel t.
x
Foo 2 +oo ]_ 2 too 2
Alors 0 < / (1 — 22+ 2t t4) et dt — / —53 e dt < / 2848 ¢ dt car toutes les inté-
o oo 425t o
grales convergent.
+o0 5 o0 R
Ainsi 0 < / (1-2? +2*t) e dt — g(z) < / 20107t at.
— 00 —0o0
oo 4+1 53 15
Remarquons que / 2818 et dt = 2° Ig =2 ;_ Iy =2 31 VT = 8\/7? z%. Finalement :
— 00
too 15
Vz € R, 0</ (17x2t2+x4t4)e*t2dtfg(z)gT\ﬁxG.
—00

+oo
3
3. vz €R, / (1—w2t2+x4t4)e‘t2dt=Io—x212+x414:ﬁ—@xu—fﬁ

— 00

3
Posons Q = /7 — g X% 4 Tﬁ X% Q est un élément de R[X] de degré 4 donc de degré inférieur ou égal
a b.

Montrons que g(z) = Q(z) + o(z®) au voisinage de 0. Nous pourrons alors dire que g posséde un développe-

ment limité a U'ordre 5 en 0 de partie réguliere Q.

g(z) — Q(x)

Pour cela il suffit de montrer que lim
x—0 335

=0 ou que lim
z—0
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+°°(1_ 2 157 6

x2t2—|—x4t4)e Pdt —g(x) <

Vr € R, OSQ(x)—g(m):/

— 00

Donc:Vz € R, 0 < |Q(x) — g(z)| = Q(z) — g(z) < 15 /7 6 < 15f| °

8 8
- 1
Donc:VxeR*’og‘Q(x) 59(@ 5f| ]
T
15 B
lim, 8\/% |z| = 0 donc par encadrement il vient lim Q(x)ws g(z) _ 0.

Ceci acheve de montrer que g(z) = Q(z) +o(z°) au voisinage de 0 avec Q = /7 — g X2 3\f X4, Ainsi:

ﬁ—§x2+¥x4+o(gg5).

g admet un développement limité a 'ordre 5 en 0 qui est : g(x) =

IV Nature d’une série

2P
1. Soit p un élément de N. t » ———— e~ est continue sur R.
t2 + (2p)!
2p 2 1 2 1 1 +oo 2
VEER, 0 ———e 1 < 2P ¢t t—l,z—/ t?P et dt ¢ e.
et e RCOR TV AV

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence

+oo 2
t4pP
de / et

oo P24 (2p)!
+oo t2p 2
Pour tout élément p de N, / ———— e~ dt converge.
oo 24 (2p)!
. s t2p _2 1 5 _p
2. SmtpunelementdeN.VtGR,ngie < ——tPe™ .
t* + (2p)! (2p)!
+oo 2p —+o00
Ainsi 0 < / ! N / Pretdi= intégral t
insi 0 < uy = ——e < — e = — car ces intégrales convergent.
") P ) @) @)t i °
212 I2p
Pour tout élément p de N, 0 < u),, < .
(2p)!
1 1 1/4)P
VpeN, I, = (2p )\fdochpEN 2P :f(/) AinsiVp € N, 0 < ﬁ(/)

22p pl

(2p)!
(1/4)P

p!
montrent alors la convergence de la série de terme général u,,.

p!

La convergence de la série de terme général et les regles de comparaison sur les séries a termes positifs

La série de terme général u, converge.
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PROBLEME II

1. a. Par définition méme de la matrice C on a,

pour tout élément ¢ de [1,n — 1] : f(e;) = ej41. ‘

b. Montrons par récurrence que pour tout élément j de [0,n — 1], f(e1) = ej41.

La propriété est vraie pour j = 0 car f0 = id.

Supposons la propriété vraie pour un élément j de [0,n — 2] et montrons la pour j + 1.

Par hypothese f7(e1) = ej41. Alors fit1(e1) = f(f9(e1)) = f(ej+1) = flej414+1) dapres a..

Ainsi s’acheve la récurrence. Donc Vj € [0,n — 1], f(e1) = ej+1. En particulier :

V] € [[1771— 1]]7 fj(el) = €j+1-

Remarque On a alors By = (e1,e2,...,€,) = (e1, f(e1),..., " (er)).
Par définition de la matrice C': f(e,) = —ape; —a1 ez — -+ —ap_2€y_1 — Ap_1 €.

Donc f™(e1) = f(f" e1)) = flen—141) = flen) = —(aver +ar e+ -+ an_2€n_1 + an_16€,).

n—1
fer) = —(ao ertares+ - +ap_9€ep_1+ ap_1 €n) = — Z aj €j41.
7=0

n—1
2. a. gler) = f(ex) + an—1 [ (er) + -+ + a1 fler) + agid(er) = ["(er) + Y a; f(e).
=0

n—1 n—1
En utilisant 1. on obtient: g(e;) = — Z ajeji1 + Z aje;jr1 = Ocn.
=0 =0

g(e1) = Ocn.
n—1 n—1
b. Soit 7 un élément de N. go f! = (f" + Z akfk> of' = JMH“‘Z ap fFH.
k=0 k=0

n—1 n—1
Alors: go f* :f“‘"—i—z ap fiTF = fio (f”—i—z akfk> = flog.
k=0 k=0

’Vi€N790fi:fiog.‘




JF.C. p. 12
c. Soit ¢ un élément de [0,n — 1].
fi(er) = eiy1. Done gleiy1) = g(fi(er)) = (g0 fF)(er) = (ffog)(er) = (f(g(er)) = f*(Ocn) = Ocn.

Alors Vi € [0,n — 1], g(ei+1) = Ocn. Ou:

Vi € [1,n], gle;) = Ocn

Remarque P est également un polynéme annulateur de C' donc de sa matrice compagnon.
d. Ainsi 'endomorphisme g coincide avec ’endomorphisme nul de C" sur la base By.
Ces deux endomorphismes sont donc égaux. Par conséquent g = 0z(cn)-

Org=f"+an1 /" '+ +af+aoid = P(f). Finalement P(f) = 0z(cn).

n—1
P=X"+4+a, 1 X" '+ 401 X4+a=X"+ Z ar X* est un polynéme annulateur de f.

k=0
0 00 01
1 0 0 0 O
Application 1: Posons A=]10 1 0 0 2
0 01 01
0 00 10

A est la matrice compagnon du polynéme Py = X5 + (—0) X* + (1) X3 + (=2) X2 4+ (—0) X + (1) !
Py=X%—-X3-2X?—1et Py est un polynéme annulateur de A. Alors A% — A3 —2A2 — I = Ort5(C)-

Par conséquent A® = A3 +2 A2 + I;.

0 00 01
10 0 0 O
A=[0 1 0 0 2 [ estune matrice de M5(C) telle que A° = A% +2 A% + I;.
0 01 01
0 0 010

e. P est un polynome annulateur de f donc les valeurs propres de f sont des racines de P. Or I’ensemble

des valeurs propres de f est aussi ’ensemble des valeurs propres de C. Ainsi

’ les valeurs propres de C' sont des racines de P. ‘

n—1 n—1 n
3.a. Q(f)en) =D o filer) =) ajej1 = aige
5=0 7=0 i=1

n—1 n
Q(f)(e1) = Z Qjejp1 = Z Qi1 €.
Jj=0 i=1
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b. Reprenons le polynome @ de la question précédente. Observons que c’est un polynéme non nul de degré
inférieur ou égal a n — 1 quelconque .

Supposons que @ est un polynéme annulateur de f. Alors Q(f) = 0z(cn). En particulier Q(f)(e1) = Ocx.

n

Donc Z a;—1e; = 0cn. Comme la famille By = (e1, ea,...,e,) est libre: Vi € [1,n], a;—1 = 0.

i=1
n—1

Alors Q = Z o XF est le polynome nul ce qui contredit 'hypothese.
k=0

’ Il n’existe pas de polynome non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1 et annulateur de f. ‘

c. Soit A une racine de P.

P(f) = (X =N R)(f) = (X = A)(f) o R(f) = (f — Ald) o R(f). Comme P(f) = O(cn):

(f =Ald)o R(f) = OL((Cn).

d. Reprenons les hypotheses du c.
P = (X — AR et P est de degré n donc R est un polynéme de degré n — 1.

En particulier R est un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n — 1. Alors R n’est pas un polynome

annulateur de f.

Ainsi R(f) # 0z (cny donc il existe un élément a de C" tel que R(f)(a) ne soit pas le vecteur nul.
Posons b = R(f)(a). b est non nul.

De plus: (f — Aid)(b) = (f — Aid) (R(f)(a)) = ((f — Aid) o R(f))(a) = Oz(cny(a) = Ocn.

b n’est pas le vecteur nul et ( f—- /\id) (b) = 0¢n donc X est une valeur propre de f donc également de C.

’ Toutes les racines de P sont des valeurs propres de C. ‘

Remarques 1. On pouvait également raisonner par I’absurde. On supposant que A n’est pas valeur propre
de f on obtient I'existence de (f — \id)~! qui permet d’obtenir (par composition) R(f) = 0z(cny donc une

contradiction.

2. Notons que 2. e. et 3. d. montrent que I’ensemble des valeurs propres de C est ’ensemble des racines

de P.
4. a. Soit x un élément de C. Pour tout élément k de [1,n] notons Hy, la k*™ colonne de C' — x I,,.

Pour montrer que C' — z I, est de rang au moins n — 1 il suffit de montrer que la famille (Hy, Ha, ..., H,—1)

est libre non ?
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Notons encore (E1, Ea, ..., E,) la base canonique de M,, 1(C). Vk € [1,n — 1], Hy = —z Ej, + Ej41.

n—1

Soit (21,22, .-+, 2Zp—1) un élément de C"~* tel que Z 2 Hi = O ©)-

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1
Oroa@ = 2 He =Y (2k (—2) B+ 2k Exy1) = = Y (22 Ex) + Y (2 Err).
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n n—1
OMn,l(C) = — (Zk QSEk) + Z (Zk—l Ek) =—z1x k1 + Z ((_Zk x + Zk—l) Ek) + zp_1 B,
k=1 k=2 k=2

(E1, Ea, ..., E,) étant une famille libre on obtient: —z; 2 =0, Vk € [2,n — 1], —zx 2+ 2,1 =0 et 2,1 = 0.
Ne reste plus qu’a démontrer par une petite récurrence descendante que Vk € [1,n — 1], zx = 0.

La propriété est vraie pour n — 1. Supposons la vraie pour k dans [2,n — 1] et montrons la pour k — 1.
Par hypothese zx = 0. Or —z; x + 2,1 = 0 donc 21 = 0. Ce qui acheve la récurrence !

Ainsi Vk € [1,n — 1], 2, = 0. La famille (Hy, Ho, ..., H,_1) est donc libre et C'— z I, est au moins de rang

n — 1.

’ Pour tout nombre complexe x, la matrice C' — x I, est de rang supérieur ou égal a n — 1. ‘

Soit A une valeur propre de C' donc de f. La dimension du sous-espace propre SEP (C,;\) de C associé & A

est la méme que la dimension du sous-espace propre SEP (f,A) de f associé & A.
Ainsi dim SEP (C,\) = dim SEP (f, A\) = dimKer(f — Aid) = dimC" —rg(f — Aid) =n —rg(C — A I,).

Or rg(C — A1,) 2 n—1 donc n —rg(C — X1,) < 1 Ainsi dimSEP (C,A) < 1. Or la dimension d'un

sous—espace propre est toujours supérieure ou égale & 1. Par conséquent SEP (C, \) est de dimension 1.

’ Chaque sous espace propre de C' est de dimension 1. ‘

b. Les sous-espaces propres de C étant de dimension 1, la somme des dimensions des sous-espaces propres
de C est égale au nombre de valeurs propres distinctes de C' c’est a dire au nombre de racines distinctes de

P.

Rappelons que C' est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces propres

est n. Alors:

C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux a deux distinctes.

5. a. Application 2: Notons que A; est la matrice compagnon du polynome P4, = X* — 1.

Or P4, admet quatre racines distinctes dans C: 1, —1, i et —i. Ainsi:
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Ay est diagonalisable.

o= o o
_ o O O

o o= O
oo o

b. Application 3: Notons que Ay est la matrice compagnon du polynéme Py, = X4 -2 X3 -3 X2 4+8 X —4.
1 est racine de Pa,. De plus Py, = (X —1)(X3 = X2 -4 X +4) = (X - 1)(X*(X —1) —4(X - 1)).
Alors P, = (X —1)2(X?2 —4) = (X —1)?2(X - 2) (X +2).

Py4, n’a que trois racines distinctes dans C: 1, 2 et —2 donc

0 00 4
1 0 0 -8 , . .

Ay = 01 0 3 n’est pas diagonalisable.
0 01 2

6. a. Le cours indique que si M est une matrice de M,,(K) (K =R ou K = C) alors M est inversible si et

seulement si M est inversible.
Pour tout nombre complexe t: B —t I, ='C —ttI, =4C —tI,).

Ainsi B — t I,, est inversible si et seulement si C — t I,, est inversible.

pour tout nombre complexe t, B — t I,, est inversible si et seulement si C' — t I,, est inversible.

b. Soit A un complexe. Ce qui précede permet de dire que B — A I,, n’est pas inversible si et seulement si

C — M1, est n’est pas inversible.

Alors \ est valeur propre de B si et seulement si A est valeur propre de C.

B et C ont les mémes valeurs propres. ‘

U1
u
c. Soit A un élément de C et soit U = ,2 un élément de M,, 1(C).
Up
-2 1 0 0
0 X
Notons que B — A\ I, = .
0
0 0 -A 1

—ag —a1 cee P —Qp—2 7)\ — Ap—1



-\ 1 0 0 i 0
0 —Xx .o : u2 0
UeSEP (B,A)«— | = = = : =
: e 0 : :
0 el o0 -\ 1 Un—1 0
—ag —a1 P ce . —Qp—2 —>\ — anp—1 Un, O

U €SEP (B,)) <= Vk € [ln — 1], —Auptupir =0 et —agus—ayug— - —ap_2 ttn—1—(A+an_1) un = 0.

n—1
U e SEP (B,)\) <= Vke[l,n—1], ugr1 = Aug et >, apugs1 + Aup, = 0.
k=0

n—1
U €SEP (B,)\) <= Vk € [1,n], up = "ty et 3 (ap Neuy) + A" Ly =0.
k=0

n—1
U € SEP (B,)\) < Vk € [1,n], up = \*"Luy et (E ak)\k—|—/\”> up = 0.
k=0

U € SEP (B,)\) <= Vk € [1,n], ur, = \*"Luy et P(\)u; = 0.

1
A
Or P(\) = 0. Donc U € SEP (B, \) <= Vk € [1,n — 1], ux = N1y <= U € Vect ( A2 )
Aﬁfl
1
A
Une base du sous-espace propre de B associé a la valeur propre \ est : ( A? )
Aﬁfl
d. P admet n racines distinctes Ay, Mg, ..., A,. Or les valeurs propres de B sont les valeurs propres de C qui
sont les racines de P.
Ainsi B admet n valeurs propres deux a deux distinctes A1, Mg, ..., A,. B est alors diagonalisable.
1
Ak
AZ
Posons pour tout k dans [1,n], Uy = k
ﬁfl
Al

Pour tout k dans [1,n], (Ux) est une base du sous-espace propre de B associé & la valeur propre Ay.

Comme B est diagonalisable, M,, 1 (R) est somme directe des sous-espaces propres de B donc (Uy, Us, ..., Uy)
est une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de B respectivement associés aux valeurs propres

A1, Az, oy Ap.

Notons V' la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) & la base (U1, Us, ..., Uy).
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1 1 ..
A\ Ao A\,
2 2 2
V' est inversible comme matrice de passage et V = A Ag A par définition méme de
)\’;L'fl )\g.fl . )\n.—l
n
Uy, Us, ..., Up.
1 1 o 1
A Ao A
2 2 2
B est diagonalisable et la matrice V = Al Ay A est inversible.
/\717,'—1 )\;1,.—1 . )\Z.fl

7. a. Vi € [1,n], u(e;) = p;ie; done Vi € [1,n], Vk € N, uF(e;) = uFe;. Alors:

Vk €N, uf(a) = uf(er +e2+ -+ en) =ul(er) +ub(e) +- +uf(en) = pfer +pb e+ en.

py
15
Pour tout k dans N, la matrice de u*(a) dans la base £ est Sy, = )
o
E étant de dimension n, la famille B, = (a,u(a),...,u" 1(a)) est une base de E si et seulement si elle est
de rang n ou si et seulement si la famille (Sp, S1,...,S,—1) est de rang n.
(S0, 51, ..., n—1) est de rang n si et seulement si sa matrice dans la base canonique de M,, 1(C) est de rang
n.
_ 1 1 ‘e 1
Vo 3 e oyt
U oo o
Or cette matriceest W =| . . ) ) et sa transposée est K L
1 U, ,LL% e ’ugfl M?.—l M;L‘*l . ’un.—l
Comme les complexes p1, fio, ..., b, sont deux a deux distincts, d’apres 6. d. cette derniére matrice est
inversible. Alors W est inversible donc W est de rang n.
Ceci acheve de montrer que B, est une base de F.
’ Sia=c¢e; +eg -+ +ep alors B, = (a,u(a),...,u""1(a)) est une base de E. ‘

b. Déterminons la matrice de u dans B,. Constatons que Vk € [0,n — 2], u(u*(a)) = u ™ (a)!
De plus u(u""(a)) = u™(a). Soit (co,c1,...,cn—1) la famille des coordonnées de u"(a) dans la base B,.

Posons Vk € [0,n — 1], by = —cj. Alors u(u""(a)) =u"(a) = —boa — byu(a) — -+ — by_y u" " *(a).
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0 0  —bo
Ainsi la matrice de u dans la base B, est: O '

. (0) .00 —bp_2

0 -+ -+ 0 1 —by,

C’est la matrice compagnon du polynéme P; = X" 4+ b,_1 X" ' +--- + by X + by.

11 existe un polynéme P; = X" +b,_1 X" 1 +---+b; X + by tel que la matrice associée & u relativement

a la base B, = (a, u(a),. .. 7u”fl(a)) soit la matrice compagnon du polynéme P;.




