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PREMIER PROBLEME

Partie I Etude de Papplication f.

1
1. 2z — — et x — In(1l + x) sont continues en tout point de ]0, +00[ donc, par produit, f est continue en
x

tout point de 0, 400l

In(1 In(1
In(1+x) ~ @ donc WIS A im 2O 4
xr— €xr— xr— x
Nous avons alors lim+ f(z) =1= f(0). f est donc continue en 0.
z—0

’ f est continue sur [0, +o0[. ‘

1
2. a. * — — est de classe C* sur ]0, +oo[ comme fonction rationnelle.

x
x — x + 1 est de classe C! sur ]0, +o0[; Vz €]0, +00[, 1+ 2 € R**; In est de classe C! sur R**.
Alors, par composition, z — In(1 + x) est de classe C! sur |0, +oo|.

Ainsi par produit f est de classe C! sur ]0, +ool.

1 1 A
Vz €]0,+ocf, f'(z) = = (1+xx—ln(1+x)) = JE;C)
1 / 1 A(:E)
f est de classe C' sur |0, 4+o0] et Vz €]0,+o00], f'(z) = = <1 - In(1 + x)) ==

1
b. Au voisinage de 0, 137 1 —x+ o(x) donc T —T—x =2 — 22 4 o(z?).
2
Au voisinage de 0 on a aussi In(1 + ) =z — % + o(x?).
Alors, au voisinage de 0, — In(1 +x) = (z —2?) v v + o(z?)
v — = =(x— —z——=]|=—-— .
’ S 2 2

2 1 1
Donc 1—:|E—x —In(1+x) Noi%' Alors — <1ix —In(1 +9:)> aotart Alnsi:

T— .%‘2 x—0

lim f(z) = — -

z—0t 2

c. » Version 1 Avec le théoreme de la ”limite de la dérivée” (au programme ?).
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e [ est continue sur [0, +oo];
e f est de classe C! sur |0, +oo[;

1
e f/ admet une limite finie & droite en 0 qui vaut —5

1
Alors f est de classe C* sur [0, +o0o] et f(0) = -5

» Version 2 : avec le théoréme du cours sur le prolongement des fonctions de classe C!.

In(1
Posons Yz €]0, 400, g(z) = w

- Tout ce qui précede montre que :

e g est de classe C* sur |0, +o0[;

e ¢’ admet une limite finie & droite en 0.

Alors g se prolonge en une fonction g de classe C* sur [0, +oc[. Notons que f et § coincident sur ]0, +o0].
Or §(0) = lim g(z) = lirg+ g(z) = Ilil(r)lJr f(x) = f(0). f et g coincident en 0.

Finalement f = § et ainsi f est de classe C! sur [0, +o0].

En particulier f/(0) = lim f'(z) = _L

z—0t 2

1
f est de classe C! sur [0, +oo[ et f/(0) = —=-

2
d. z — 1 _T_ . et z — In(1 + ) sont dérivables sur [0, +oo[ donc A est dérivable sur [0, +o0].
l+z—=z 1 1-(1+2) x
V 0 AI = — = = — .
v l0tool A@) =i “ T T T re2 1+

A est continue sur [0, 400 et Vz €]0, +oo[, A’(x) < 0 donc A est strictement décroissante sur [0, +o0].

Notons encore que A(0) =0 et que lim A(zr) = lim (

r——+00 r——+00

1+$—ln(1+x)> = —00.

A est strictement décroissante sur [0, 400, A(0) =0 et lirf A(z) = —oc.
T—1+00

A étant strictement décroissante sur [0, +oo[, Vo €]0, +oo[, A(z) < A(0) =0.
A(x)

2

Alors Va €]0, +o0], f'(z) = < 0. f étant continue sur [0, 4+o0o[ on peut alors dire que :

’ f est strictement décroissante sur [0, +ool. ‘

e. Vz €]0,+o0[, f(z) = ———= = — T In
Alors:

r—+o0 I z—+00 I x——+00

n(l+z) Iz 1 <1+1)et im %~ m Y= lim ln<1+1)0.
X X

lim f(z)=0.

x— 400
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A
3. a. Rappelons que: Vx €]0, 400, f'(z) = m(f)
Rappelons également que: A est dérivable sur [0, +oo[ et que Vo € [0, +oo[, A'(z) = fﬁo
x
. 1 1 , 1 A(I) 1
Ainsi A est de classe C* sur [0,+00[.  — —; étant de classe C* sur R*,  — —-= est de classe C* sur
x x

10, +o0l.

Alors f est de classe C? sur ]0, +oo[. Ce qui suffit pour dire que f est deux fois dérivable sur ]0, +o0].

De plus: Vz €]0, +o00[, f"(z) = % (A’(x) z? — A(x) (2:17)) = % (— ﬁ T —2 <1 ji o In(1 Jra;)) )
Vz €]0, +oof, f'(z) = % (—W +2In(1 + x)) = % (—m +21In(1 + x))

/ est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et Yz €]0, 400, f"(z) =

(e ) -2

= (+2)? +2In(1+ )

3% 42
b. x — —ﬁ et z — 21In(1 + ) sont dérivables sur [0, 4o0c[ donc B est dérivable sur [0, +o00].
6z +2) (1 + x)? — (322 + 22) 2(1 + @) 2
% 0 B'(z) = ! .
v € 0, +00], B/ o s
23z +1) (1 +x) — 2(322 + 22) 2
Vx € [0, +oo[, B'(z) = — )
7€ 0recl ) Qe i)
—(3z% +4x+ 1)+ (322 +2z) + (1 + 2)? 212
Vo e [0 B'(z) =2 ( = :
Alors Vz € [0, +00[, B'(z) > 0. B est croissante sur [0, +oo[. Notons que B(0) = 0.
2 2 2 2 2
Notons encore que lim ,M = —3 car ,M ~ —3i = —3.
z—+00 (1+2)? (14 2)? a—400 22

. . . 3z% + 2z
Comme lim In(l1+2z)=+oc0: lim B(z)= lim (——— +2In(l+2z) | = +oc.
T—+00 z—+00 T—~+00 (1+ x)z

B est croissante sur [0, +oo[, B(0) =0et lim B(x)= +oc.

r——+00

B(0) =0 et B est croissante sur [0, +o00[ donc Vz € [0, +oo[, B(z) > 0.

B
Alors Vz €]0, +oo[, f"(z) = x(f) > 0. Ainsi:

’ f est convexe sur |0, 4+o0]. ‘

Remarque f est méme convexe sur [0,+oo|. En effet f’ est continue sur [0, +oo[ et de dérivée positive sur

10, +00[. Donc f’ est croissante sur [0, +oo[ et f est alors convexe sur [0, +00].
2
Exercice Montrer que f est de classe C? sur [0, +o00[ et que f”(0) = 3
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4. RAS!! Il convient simplement de se rappeler que :
. £(0) =
o f est (strictement) décroissante sur [0, +o0].
e La demi-tangente au point d’abscisse 0 est portée par la droite d’équation y = —% z+ 1.
e La courbe représentative de f est au-dessus de sa demi-tangente au point d’abscisse 0.

e lim f(x)=0. La droite d’équation y = 0 est asymptote & la courbe représentative de f.

r——+00
Partie IT Un développement en série.
1. Soit N dans N et soit ¢ un réel de V'intervalle [0, 1].
N N
1— (—t)N*L 1 — (=N N+
kok _ k_ _ ; Loal
];) (=17 th = ];) (=t)¥ = o 117 car —t n’est pas égal a 1.
N N
1 _1)N+1 N+ 1 )N+ N1
Z (71)k tk — s o ( )1 - done - — (71)ktk + ( )1 - .
=0 + + +1 P +
N
(—1)N+LgN+1
VN e N, Vt € [0,1], .
< €| ZO T
2. Soit N dans N et soit z un réel de I'intervalle [0, 1].
(—1)N+L¢N+1
vt e [0,1], — = —-
| Z i
En intégrant et en utilisant la linéarité de I'intégrale il vient :
N
T T T (_1 N+1 tN+1
——dt=>_ (-1 / t’“dt+/ EUTT
x 1 z x A k+1
0] ——dt=[In|1+¢|, =In(1 t Vk € [0, N t* dt = .
r/o T+1 [In|1+¢t]]; =In(1+z)e e [o, ]],/0 p—
N
(—1)k gh+1 /r (—1)N+1¢N+1
Alors In(1 = — —dt.
ors In(1 + z) kZ:O E 1 + | 1
N k s T (71)N+1 tN+1
Si NeNetsizel0,1], In(1+2) z;) k+1 + Jn(z) ot Jy(z) :/O W

3. Soit N dans N et soit 2 un réel de 'intervalle [0, 1].

T (L 1)N+1N+1 z
Hdt’ g/

(_1)N+1 tN+1

Comme 0 < z, |Jn(z)] = 14+¢

ItN+1
dt:/ dt.
) 1+t

N+1

1 t
Or Vvt € [0, 2], 1—_~_t<1ettN+1 > 0 donc V¢ € [0, z], mét]\““l.



JF.C. p. 5

ItNJrl x IN+2
Alors |JN(I)| g/o 1+tdt</0 N+ gt = N+2
Z.N+2

4. Soi = un élément de [0, 1].
o N+2 1 1

N < < < LN i
TNEN OSv@l S g S e o i me

Par encadrement on obtient alors : Nlim JIn(z) =0.

+oo
N N
1)k gkt 1)k gkt
Or VN € N, Z %:ln(1+x)f<ﬂv(x). Donc NEIEOO %ZIHOJF:E).
k=0 k=0
_ 1)k gkt +oo (71)1@ !
Alors la série de terme général ————— converge et ————— =In(l+z). En translatant on peut
kE+1 = k+1
-1 n—1 ,.n too -1 n—1 ,.n
dire que la série de terme général (=)™ @ converge et que Z o et =In(1+ z).
n
n=1
-1 n—1 ,.n +oo -1 n—1 ,.n
Pour tout réel = de [0,1], la série de terme général (=)™ @ converge et Z ()" @ =In(1 + z).
n n
n=1
Exercice Montrer que ce résultat vaut encore pour x €] — 1,0[.
Partie III Egalité d’une intégrale et d’une somme de série.
1. Soit N un élément de N et z un réel de Uintervalle 0, 1].
N N
1)k gkt N+2 1)k gk N+2
In(1+=x)— % :|JN(x)|<;+2.Cequidonne: x f(x) — (kjj_f \;+2.
k=0 k=0
N N N
B (71)k:xk - (71)kxk B (71)kxk N2
Alors: x|f(@) =3 Tr1 |l UORDYD | P @ D> k11 |SN12
k=0 k=0 k=0
N
1)F ok N+1
En divisant par x qui est strictement positif on obtient : | f(z) — ; ( 2 _)'_ f < ;_’_ 5

(71)1@ ok . 2N+
- e —

k+1 YT Nt2
vaut encore pour x = 0. Finalement :

prennent la valeur 0 en 0 donc l'inégalité précédente

N
Notons que = — f(x) — Z
k=0

o~ (~DFat
Vo €[0,1], YN €N, |f(z) -




2. Soit N un élément de N.

/o1 (f(x)_ij:<_ig+1 ) /f (_i)f /Olﬂv’“dt=/01f(x)dx_ﬁ:(.

1 N -1
(Drat\ R0
/0 (f(x) - o )dm / f(z)da 3 Alors:

k=0

1 N+1 n—1 1 N Ek .k 1 N k .k
(=1 (=D)" (="
Of(x)dx—z 3 =1/, f(x)—zﬁ dr| < ; f(f’?)—z Pl
n=1 k=0 k=0
N+l -1 1 N+1
x 1
D x)dx — < da = .
onc 0 < T g L N12 x N +2)7°
1 NA+1 (_l)n—l
NETOO m = 0. Alors par encadrement on obtient : Ngrﬂoo nz::l =
pour dire que:
(Gl = (- 1)"71 !
la série de terme général ~——— converge et Z — = flx)de
n 0
n=1

3. Soit N un élément de N*.

g 1 1 al 1 N
e ZN B 1P 2 O A B IR 2
i )= 1 Z (71)(2p+1)71 . Z (71)(2;))71 :i 1
n=1 1<2p+1<2N+1 (2p+1)2 1<2p<2N+1 (2p)? p=0 (2p+1)?

2N+1 N

n=1 =0 p=1

N
1 1 1
Pour tout élément N de N*, Z — = Z g —-
R D rEa TR Oy

2L (g1 N 1 N
Pour tout élément N de N*, nzz:l —F = pz:;) e pz::l yroa

4. Soit N un élément de N*. En soustrayant les deux égalités de Q3 on obtient :
IN+1

AR (—1)n-1 N 2N+1 yo-1 2NH1 1N
E — — 7:25 ou g E ——75 —-
2 Z 2 2 2
n=1 n n=1 n p=1 4p n=1 n 2 p=1 p
+oo n—1 2 2
1" 1
En faisant tendre NV vers +oo il vient : 321 % = % ~3 % 3 Alors :
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Partie IV Recherche d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles.

xT
1. Rappelons que f est de classe C! sur [0, +oo[. Posons que Vz € [0, +oo|, F(z) = / f()de.
0
F est la primitive de f sur l'intervalle [0, +oo[ qui prend la valeur 0 en 0.
Donc F est de classe C' sur [0, +oo[ et Va € [0, 400, F'(z) = f(z). Ainsi F” est de classe C! sur [0, 4o0].

Finalement F' est de classe C2 sur [0, +oo[. Alors la restriction F de F & ]0,+oo[ est de classe C2 sur cet

intervalle.

Notons aussi que: Vz €]0,+oc[, F'(z) = f(z) et F"(z) = f'(z).

o u:(x,y) — zy, v:(z,y) — z et w: (z,y) — y sont de classe C? sur ]0, +oo[?> comme fonctions polynomes ;
o V(x,y) €]0, +oo[%, u(z,y) >0, v(z,y) > 0 et w(z,y) >0;

e F est de classe C? sur |0, +o0.

Par composition (z,y) — F(zy), (z,y) — F(z) et (z,y) — F(y) sont de classe C? sur |0, +oo[2.

G est alors une combinaison linéaire de fonctions de classe C? sur ]0, +oo[2. Ainsi:

’ G est de classe C? sur |0, +oo[2. ‘

Soit (z,y) un élément de ]0, +ool2.

o ) = S rw) F () ~ 5 0) F (0l 0) ~ G ) FY (wla0) = £ o)1 F0) 0% 1 o).

G @) = fley)  fla). De mime 5 (a,y) = 2 flay) - (1)

o) €0, +ools 57 a0) =y (o) = F(@) et 5 () = 2 )~ (o)

Soit (z,y) un élément de ]0, +oc[2. En procédant comme pour les dérivées partielles premiéres on obtient :

0%a 0*G 0%a 0?a
oz @) =y f (wy) = f'(2), 90y OV = 590 @) = flay)rys fay) et 5og (vy) = 2 f'(xy)—f'(y).
2 2
W(a,y) €0, +00P, 00 ) = 2 (ay) — ') et LS (wy) = a2 )~ ().
0?G 0?°G

920y (z,y) = m(x’y) = f(zy) +yz f'(xy).

2. Soit X = (z,y) un élément de ]0, +o0[2.
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In(l14+2zy) In(l+z)

— =0
yf(zy) — f(z) =0

ﬁ(X):%(X):O@ () = J(z) = ! ’

Y )
oG oG
%(X):8—y(X):0<:>1n(1+xy)zln(l—&-x):ln(1+y):0<:>1+xy:1+:v:1+y.
0G oG 2 : o
%(X):a—y(X):O<:>zy:z:y<:>z:yetx =z <=z =y =1 (car x est strictement positif).

’ G admet (1,1) comme unique point critique. ‘

3. ]0,+00[? est un ouvert de R? comme produit de deux ouverts de R et G est de classe C! sur cet ouvert.

Ainsi si G admet un extremum en un point de ]0, +-00[?, ce point est un point critique de G' c’est donc (1, 1).

_ &G, 9°G 9*G

osons (1,1), r 5‘x2( ), s é)y@x( ) et t 352

(4).
r:12f/(1><1)—f’(1):0ets:f(1><1)+1><1f’(1><1):f(1)+f’(1):1n2+%—1n2:é

1
Alors 7t — s* = —s% = 1 < 0 donc G n’admet pas d’extremum en A = (1, 1).

G n’admet pas d’extremum local. ‘
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DEUXIEME PROBLEME

Partie I Etude d’un endomorphisme de E.

2

1. Soit P un élément de E. (X2 —1) P est un polynéme de R[X] de degré au plus n+2 donc ((X?—1) P)

est un polynéme de R[X] de degré au plus n soit un élément de E.

12

Pour tout polynéme P de E, ((X? —1)P) est un élément de E.

"

2. ¢(1)=(X2-1)" = (2X) =2 ¢(X) = (X2 1) X)

(X?-X)" = (3X%2-1) =6X.

]¢(1):2 et $(X)=6X. \

3. D’apres Q1, ¢ est une application de E dans FE.

Soit A un réel. Soient P et @) deux éléments de F.

12 " 1" "

PAP+Q)=((X2-1)(AP+Q) =(ANX>-1)P+(X?2-1)Q) =Ar((X2-1)P) +((X2-1)Q)
par linéarité de la dérivation. Ainsi ¢(AP + Q) = A o(P) + ¢(Q).

Finalement ¢ est une application linéaire de E dans F.

’ ¢ est un endomorphisme de F. ‘

4. Soit k un élément de [2,n].

" "

P(XF) = ((X2—-1)X*) = (XF2—XF)" = ((k+2) X" kX1 = (k+2)(k+1) X" — k(k—1) X*2,

p(1) =2, (X)) =6X et Vk € [2,n], ¢(X*) = (k+2)(k+1) X* — k(k —1) X+2.
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ap 0 b2 0 R 0
0 a 0 :
La matrice A de ¢ dans B est az 0 vk e [0,n], ar = (k+2)(k+ 1) et
bn
o
0 0 an

Vk € [2,n], by = —k(k —1).
Si A = (i) jyeq,nt1]? On @ encore:
G+1)j  sii=]
V(i,j) € [Ln+ 117 aiy = ~(j - 1)(j —2) sii=j—2.

0 sinon

5. a. A est une matrice triangulaire supérieure de M, 1(R) donc I'ensemble de ses valeurs propres est

I’ensemble de ses éléments diagonaux.
Ainsi SpA={(i+1)i; ie[l,n+ 1]} ouSpA={(k+2)(k+1); ke [0,n]}.
Posons Vk € [0,n], A\, = (k+2)(k+1). Sp¢p =SpA={\; ke[0,n]}

Vi e [Ln], Mo— A1 = (k+2)(k+1)— (k+ Dk =2(k+1) > 0. Alors \g < A; < -+ < A

¢ admet n + 1 valeurs propres distinctes Mg, A1, ..., Ay avec Ag < A\; < --- < A\, ou, pour tout k dans

[0, 7], Ae = (k +2)(k + 1).

b. 0<2=X <A1 <:-- <\, donc 0 n’est pas valeur propre de A. Ainsi A est inversible ce qui permet

de dire que:

¢ est bijectif.

c. ¢ est un endomorphisme de E ayant n + 1 valeurs propres deux a deux distinctes et F est de dimension

n+ 1. Ainsi:

’ ¢ est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1. ‘

6. k est un élément de [0,n] et P est un vecteur propre associé & la valeur propre A\, = (k + 2)(k + 1).
a. Notons r le degré de P et «, le coefficient de X" dans P. r € [0,n] et a,. # 0.

Le terme de plus haut degré de (X2 — 1) P est a, X" 2, donc le terme de plus haut degré de ¢(P) est
(r4+2)(r+1)a, X", c’est & dire A\, o, X"

Or ¢(P) = A P et le terme de plus haut degré de Ay P est A\g a,. X™ (A # 0).

Ainsi A\, a = A\ . . m’étant pas nul: A, = Ag. Or A\g < \; < --+ < A\, donc nécessairement r = k.
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Si k appartient & [0,n] et si P est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre Ay alors P est de

degré k.

1"

b. M P=¢(P)=((X?-1)P) =2P+2(2X)P + (X?—1)P” d’aprés la formule de Leibniz.
Alors Ay P(—X) =2 P(—X) +2(2( — X)) P'(—X) + (X2 — 1) P"(—X).

Ainsi A, P(—X) =2P(-X) +2(2X) (= P/(-X)) + (X2 = 1) P"(—X) (»).

On aaussi 6(Q) = (X2 —1)Q) =2Q +22X) Q' + (X2 —1)Q".

Mais comme Q(X) = P(—X), on a: Q/(X) = —P'(-X) et Q"(X) = P"(—X).

Alors ¢(Q) =2 P(—X) +2(2X)( — P'(=X)) + (X2 = 1) P"(=X) = A P(—X) grace & (x).

Finalement ¢(Q) = A\, Q; or P étant un vecteur propre de ¢, P n’est pas le polynéme nul et il en est alors

de méme pour Q). Par conséquent () est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre Ag.

Si k appartient & [0,n] et si P est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre Ay alors le polynome

Q@ défini par Q(X) = P(—X) est également un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre .

7. Soit k un élément de [0,n] et Uy un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre Ag.
1
Uy est de degré k. Notons uy le coefficient de X* dans Uy, et posons Vi, = — Uy,.
U
Alors Vi, est un polynome de degré k, de coefficient dominant égal a 1 et V}, est encore un vecteur propre de

¢ associé a la valeur propre \g.

Notons que Vj, engendre le sous-espace propre de ¢ associé & la valeur propre \i (car celui-ci est de dimension

1... et Vi n’est pas le polynéme nul).

Des lors montrons par ”analyse-synthese” qu'il existe une unique base (Py, P, ..., P,) de E constituée de
vecteurs propres de ¢ telle que, pour tout élément k de [0,n], Py est un polynoéme de degré k, de coefficient

dominant égal & 1 et vérifiant Py,(—X) = (—=1)* Py(X).
e Analyse Supposons que (Py, Py, ..., P,) soit solution du probleme. Soit & un élément de [0, n].

Py est un vecteur propre de ¢ et Py est de degré k. Donc, d’aprés Q6 a, Py est nécessairement un vecteur

propre de ¢ associé a la valeur propre Ag.

Alors il existe un réel «a tel que P, = aVi. Or Py et Vi sont deux polynémes de degré k et de coefficient

dominant 1. Ainsi « = 1 et P, = V4.
Par conséquent si (Py, Py, ..., P,) est solution du probleme: (Py, Py, ..., P,) = (Vo,V1,..., Vy).
D’ot 'unicité de la solution.

e Synthése  Posons (Py, Pi,...,P,) = (Vo,V1,...,V,) et montrons que (Py, Py,...,P,) est solution du

probleme.
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Soit k un élément de [0,n]. Comme Py = Vj, Py est un polynéme de degré k, de coefficient dominant égal
a 1 et Py est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A\;. Notons également que Py engendre le

sous-espace propre associé a la valeur propre Ag.
D’apreés Q6 b, P,(—X) est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre Ag.

Ainsi il existe un réel g tel que Py(—X) = 8 P,. Rappelons que Py est de degré k et de coefficient dominant

égal & 1. Ainsi Py(—X) est de degré k et de coefficient dominant égal & (—1)*. Par conséquent 3 = (—1).

Finalement, pour tout k € [0,n], Pk est un polynéme de degré k, de coefficient dominant égal & 1, vérifiant

Py(—X) = (=1)F P,(X) et Py est un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre \y.

Ne reste plus qu’a montrer que (Py, P, ..., P,) est une base de E. Il suffit pour cela de montrer que cette

famille est libre car c’est une famille d’éléments de F de cardinal n + 1 qui est la dimension de F.

(Py, Py, ..., P,) est une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux & deux distinctes
donc cette famille est libre. Ce que l'on peut confirmer en remarquant que c’est une famille de polynémes

non nuls de degrés échelonnés.

Ceci acheve de montrer que (P, Py, ..., P,) est solution du probléeme.

1l existe une unique base (P, Pi,...,P,) de E constituée de vecteurs propres de ¢ telle que, pour
tout élément k de [0,n], Py est un polyndéme de degré k, de coefficient dominant égal & 1 et vérifiant

Pu(~X) = (~1) Pi(X).

Soit k un élément de [0,n]. Py(—X) = (=1)k Py(X).

Donc P (—X) = Pi(X) si k est pair et Py(—X) = —Pi(X) si k est impair. Ainsi:

’ pour tout élément k de [0,n], Py a la parité de k.

8. Py est de degré 0 et son coefficient dominant est 1, donc Py = 1. P; est impair, de degré 1 et son

coefficient dominant est 1, donc P; = X.

P, est pair, de degré 2 et son coefficient dominant est 1, donc il existe un réel a tel que P, = X2 + a.

1" 1"

pP)=((X2-1)P) =((X>-1)(X?+a) =X"+(a—-1)X?~-a) =12X>+2(a—1).

Or ¢(Py) = Ay P, = 12 (X% +a) donc 12X2 +2(a — 1) = 12 X2 + 12a et ainsi 2a — 2 = 12a.

1 1
Finalement a = — et Py = X% — E

P est impair, de degré 3 et son coefficient dominant est 1, donc il existe un réel b tel que P; = X3 +bX.

1" "

p(Ps) = ((X2-1)P;) =((X>-1)(X3+bX)) =(X°+(b-1)X>-bX) =20X>+6(b—1)X.

Or ¢(P3) = A3 P3 = 20 (X + b X) donc 20X3 + 6(b — 1) X = 20 X® +20b X et ainsi 6b — 6 = 20b.
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Finalement b = f% et Py = X3 — %X.

(R=1| [PA=X]| |B=X"-2| |B=X"-_X

Partie II Un produit scalaire sur E.

1. e Soient P et @ deux éléments de E.

1
x — (1 —2?) P(x) Q(x) est continue sur [—1,1] donc / (1 —2?) P(x) Q(x) dz existe.
—1

Ainsi (.].): (P,Q) — (P| Q) est une application de F x E dans R.

e Soient P, @@, R trois éléments de E et A est un réel.
1

1
(AP +Q|R) = Ll (1—2*) (AP + Q)(z) R(z)dzx = / (1 —2%) (A\P(z) + Q(z)) R(z) du.

-1
1

(AP+QI|R)= / (/\ (1 —22%) P(x) R(z) + (1 — 2*) Q(z) R(a:)) dx.

—1
1

(AP+Q|R)=/\/_1(1—x2)P(x)R(x)dm+/ (1—-2%)Q(z) R(z)dz = A(P|R) + (Q|R).

-1

VAER, V(P,Q,R) € E3, AP+ Q|R)=A(P|R)+ (Q|R). (.].) est linéaire & gauche.

e Soient P et Q deux éléments de E.
1

1
(P1Q) = / (1) Pla) Qa) o = / (1 - 2%) Q(x) P(x) dz = (Q| P).

-1

V(P,Q) € E?, (P|Q)=(Q|P). (.].) est symétrique.

e Soit P un élément de E.

Vo e [-1,1], (1 —2?)P(z) P(x) > 0et —1 < 1 donc (P|P) = /1 (1 —2%) P(z) P(x)dx > 0.

~1
VP e E, (P|P)>0. (.].) est positive.

e Soit P un élément de E tel que (P|P) =0.
1

x — (1 —22) P(z) P(x) est continue et positive sur [—1, 1], / (1—2?)P(z) P(x)dz =0et —1 # 1.

-1

Alors Vr € [-1,1], (1 —2?) P(z) P(x) = 0. Ainsi Yz €] — 1,1], (P(x))2 = 0. Donc Vz €] —1,1[, P(z) =0.

Le polynéme P admet alors une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul.
VPeE, (P|P)=0= P =0g. (.|.) est définie.

Les cinq points précédents montrent que :
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1

(P,Q)— (P|Q)= [1 (1 —2?%) P(z) Q(x) dz est un produit scalaire sur F.

2. a. Soient P et Q deux éléments de E.
Posons P = ((X2 1) P), Q = (X2 - 1)Q), vt € [-1,1], u(t) = P(t) et v(t) = (1 — ) Q(¢t).
Notons que: Vt € [—1,1], v(t) = —(#* — 1) Q(¢).

u et v sont de classe C* sur [—1,1]. V& € [-1,1], «/(t) = (P)(t) = ¢(P)(t) et v/ (t) = —Q(%).

En intégrant par parties on obtient :

P - [

-1

1 1

(1—t2)q§(P)(t)Q(t)dt:/ u’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]fl—/_ w(t) o' (1) dt.

—1

1
1 IR
Remarquons que v(1) = v(—1) = 0; il vient alors: (¢(P) | Q) = —/ u(t)v'(t)dt = / P(t) Q(¢) dt.
-1 -1

1 ~ ~
De méme (¢(Q) | P) = /71 Q(t) P(t)dt. Alors:

(¢(P)]Q) Z[lﬁ(t) Q) dt:[lé(t) P(t)dt = (¢(Q) | P) = (P|¢(Q))- Donc: (¢(P)|Q) = (P|4(Q)).

’ ¢ est un endomorphisme symétrique de E. ‘

b. ¢ est un endomorphisme symétrique de FE donc ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux.
Ainsi deux vecteurs propres de ¢ associés & des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

La base (Py, Py, ..., P,) de E est alors constituée de vecteurs deux & deux orthogonaux ; c’est donc une base

orthogonale de F.

’ (Po, P1,...,P,) est une base orthogonale de E. ‘

3. Dans toute cette question j est un élément de [1, n].

a. (Py, P1,...,Pj_1) est une famille d’éléments de R;_1[X]. Cette famille est libre (comme sous-famille de
la base (Py, Pi,...,Py,)) et elle a pour cardinal j qui est la dimension de R;_1[X]; (Py, P1,...,Pj_1) est
donc une base de R;_;[X].

Or P; est orthogonal aux éléments de cette base de R;_1[X] donc P; est orthogonal & tout élément de

R;_1[X].

’ Pour tout polynéme S de degré inférieur ou égal & j — 1, on a: (S| P;) =0. ‘
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1
b. 1 est un polynéme de degré inférieur & j — 1 donc (1| P;) = 0. Ainsi / (1 —2?%) Pj(x)dz = 0.
~1

Supposons que P; garde un signe constant sur | — 1, 1[. Il en est alors de méme pour z — (1 — z?) P;(z).

r — (1 — 2?%) Pj(z) étant continue sur [—1,1] on peut alors dire que z — (1 — 2?) Pj(z) garde un signe

constant sur [—1, 1].

1
Alors  — (1 — %) P;j() est continue et garde un signe constant sur [—1,1], / (1—2%) Pj(x)dz = 0 et

-1
141,
Ainsi Vz € [-1,1], (1 —2?) Pj(z) =0 donc Vz €] — 1,1[, Pj(z) =0.

Cela donne a P; une infinité de racines ce qui est impossible car P; est de degré j.

’ P; ne garde pas un signe constant sur | — 1, 1]. ‘

c. P; ne garde pas un signe constant sur | — 1, 1[ donc il existe deux éléments distincts ¢; et ¢t de | —1,1]
tels que Pj(t1) P;(t2) < 0.
Or P; est continue sur | — 1,1[ donc P; admet au moins une racine dans | — 1,1[ d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires.
Si toutes les racines de P; appartenant & | — 1,1[ sont d’ordre de multiplicité pair alors P; garde un signe
constant sur | — 1, 1[! Finalement :

’ P; admet au moins, dans l'intervalle | — 1, 1], une racine d’ordre de multiplicité impair.

4.Dans toute cette question j est un élément de [1,n].
Nous supposerons évidemment que x1, g, ..., T,, sont deux a deux distincts...

a. P; est de degé j donc P; a au plus j racines. Ainsi:

m < J.

b. Observons que S, P; est un élément de R[X] dont les racines appartenant a ] — 1, 1] sont d’ordre de

multiplicité pair. Ainsi:

’ Le polynéme S,, P; garde un signe constant sur | — 1, 1]. ‘

c. Supposons que m est strictement inférieur a j.
1
La question 3. a. donne (S, | P;) =0 ou / (1 —2?) Sy (z) Pj(z)dz = 0.

-1
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r — (1 —22)5,,(z) Pj(z) garde un signe constant sur ] — 1, 1] et est nulle en —1 et 1.
Alors  — (1 — 2?) S, () Pj(z) est continue et garde un signe constant sur [—1,1].

1

De plus / (1 — %) Sp(z) Pj(z)dz = 0 et —1 # 1. Par conséquent x — (1 — 27) S,,(x) P;(x) est nulle sur
-1

[—1,1].

Alors le polynome (1 — X?) S, P; admet une infinité de racines c’est donc le polynéme nul.

(1-X2)S, Pj= Orx) donc ou (1 — X?%) = Orpx] ou Sy, = Og[x] ou P; = Og[x]. Ceci n’est pas donc:
m=j.

d. Ce qui précede montre que P; admet au moins j racines distinctes dans | — 1, 1[ et nous avons vu que

P; est un polynéme de R[X] de degré j.

Alors P; ne peut pas avoir d’autres racines et ces racines sont nécessairement d’ordre 1. Finalement :

’ P; admet j racines simples réelles toutes situées dans U'intervalle | — 1, 1], ‘




