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PROBLEME 1

Partie I: Résultats généraux sur les matrices stochastiques - Illustrations

Remarque  Dans la suite nous noterons [1,p] Uensemble {1,...,p}.

Pour toute matrice C de My, 1(R) ou de My, 1(C) et pour tout i dans [1,p] nous noterons (C'); le coefficient
de C situé sur la i®™° ligne.
1. a. Soit A une matrice de M,(R).

V(i 7) € [Lpl*, (A)i; >0 V(i.9) € [Lp]*, (A)ij >0

p

Ae ST, = P =
vie Lol % () =1 vie Lo, % ((A)m- X 1) —1
V(i,j) € [1,p]% (A)ij; =0 )

AeST, s e {V(i,j)e[[l,p]] ()20
vielpl X (i (V) = (V)i AV =V

V(i,j) € [Lp]% (A)i; >0

Pour toute matrice A de M,(R), A € ST, < {
AV =V

1. b. Soit A un élément de ST,. V n’est pas nul(le) et AV = V. Donc 1 est valeur propre de A et V en

est un vecteur propre associé.

1 est une valeur propre commune a toutes les matrices de S7,,.

2. Soient A et B deux éléments de ST,

P
e Soient i et j deux éléments de [1,p]. (AB);; = Z ((A)Z-,k (B)kj)
k=1

Or Vk € [1,p], (A)ir > 0et (B)g,; >0 car A et B sont des éléments de ST .

Donc Vk € [1,p], (A)ix (B)k,; = 0. Ainsi (AB);; = zp: ((A)i,k (B)k,j) > 0, et ceci pour tout (i,7) dans
. k=1

e AV =V et BV =V car A et B sont des éléments de ST, donc (AB)V = A(BV) =AV =V.

Ceci acheve de montrer que AB est un élément de S7 .
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Le produit de deux éléments de ST, est un élément de ST,

3. a) A; est une matrice triangulaire inférieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux c’est
1 1

adire 1, = et —-
2 3

A; est une matrice de M3(R) ayant 3 valeurs propres distinctes donc A; est diagonalisable et ses sous-espaces

propres sont de dimension 1.

A, est diagonalisable et le sous-espace propre de A; associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. ‘

0 0
1 1
Remarque Notons que SEP (A1,1) = Vect(V'), SEP (Ah 2) = Vect(| 1 |), SEP (Al, 3) = Vect(| 0 |).
2 1

3. b. (i) e Les coefficients de A3 sont des réels positifs ou nuls.

1
1 0 o0 1 11 1
oAV =(1/2 1/2 0 1l=|3T3|=(1]=V
o 1/2 1/2) \1 L1 1
272

Donc A3 est un élément de ST 3.
e A3 est une matrice triangulaire inférieure donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux.

1
Ainsi les deux valeurs propres de A3z sont 1 et 3

x
Cherchons les dimensions des sous-espaces propres de As. Soit X = | y | un élément de M3 1(C).
z
r=c
1 0 0 T T
X €SEP (A3,1) <= AsX =X < [ 1/2 1/2 0 yl=1v]| =< 1/2)z+(1/2)y=y
0 1/2 1/2] \=# z (1/2)y+(1/2) z = =

1
X € SEP (43,1) <= {z . Ainsi SEP (As,1) = Vect(| 1 |). Alors dim SEP (A3, 1) =
1

1 1 v 1 ("

X € SEP iz | = A X =X <= 1/2 1/2 yl==-1vy
2 2 2

0 1/2 z z

1/2)y= y:»{ng
)-t
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1 1
dim SEP <A3, 2) + dim SEP (A3, 2) = 2 # 3. Az n’est pas diagonalisable dans M3(C).

As est une matrice de ST3 qui n’est pas diagonalisable dans M3(C).

’ Il existe au moins un élément de S7 3 non diagonalisable dans M3(C), par exemple Aj. ‘

3. b. (ii) e Les coefficients de As sont des réels positifs ou nuls.

1
1 0 0 1 1 1 1
oA V=(0 172 12| |1]=|32Ta|=[1]=V.
o 1/2 1/2) \1 11 1
22
Donc As est un élément de S7 3. 1 est donc valeur propre de As.
T
e Soit X = | y | un élément de M3 1(R).
z
rT=x
1 0 0 z z
XESEP (A, )= ApX =X+ [0 1/2 12| |y | =y ]| = 1/2y+(1/2)z=y
O AR R)AE)A (1/2)y+(1/2)2 = 2

X € SEP (A43,1) <= z = y. Ainsi SEP (A3,1) est l'hyperplan de M3 1(R) d’équation y — z = 0 dans la

base canonique de M3 1(R). Par conséquent SEP (A, 1) est de dimension 2.

L’affirmation << Pour tout élément A de ST 3, le sous-espace propre pour A associé & la valeur propre

1 est de dimension 1 >> est fausse .

4. a. AX = XX donc Yk € [1,p], (AX)r = A(X)k. En particulier (AX); = A (X); = Az;.

P p P P
Alors: il = Xl = [(AX] = 1D (A i) < 2 N(Aig il = D 1(Aheallasl = D (Al (s
j=1 j=1 J=1 i=t
coefficients de A sont des réels positifs ou nuls).
P P
Or Vj € [1,p], |z;] < |as] et (A)iy > 0. Done: Al |zi] <D (A)ig |zil = || D (A)iy = laa| x 1= |
j=1 j=1
[Az;i] < |z
T
T2
4. b. X =| . | n’est pas nul(le) donc |z;| n’est pas nul car |z;| = Mka<x |-
Tp

Alors |A| x| = |Ax;| < |xs] et |z;] > 0. Par division on obtient : |A| < 1

Al <1
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Les valeurs propres dans C des éléments de ST, ont un module inférieur ou égal a 1.

Partie II : Suites des moyennes de puissances de matrices stochastiques

1. a. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, A™ appartient & S7 .

o I, est une matrice de M, (R) dont les coefficients sont des réels positifs ou nuls. De plus I, V = V.
Ainsi I, est un élément de ST ,. Alors A appartient & S7, et la propriété est vraie pour n = 0.

e Supposons que pour un élément n de N, A™ soit un élément de ST,

A et A" sont alors deux éléments de S7,. D’apres I 2. leur produit est un élément de S7,,.

Alors A" appartient & ST,. Ceci acheve la récurrence.

Pour toute matrice A de ST, et pour tout élément n de N, A" est une matrice de ST . ‘

1. b. Soit n un élément de N*.

e Pour tout k dans N, A* appartient & S7,. Donc pour tout k dans N, A* est une matrice de M,,(R) dont

les coefficients sont des réels positifs ou nuls.

n—1
Alors Z A¥ est une matrice de M,,(R) dont les coefficients sont des réels positifs ou nuls.
k=0
n—1
Il en est de méme pour — Z Ak,
" =0

e Pour tout k dans N, A* appartient & ST ,. Donc pour tout k dans N, APV =V. Alors:

B r)emnRun gy ey

n—1

1
Ceci achéve de montrer que — Z A¥ appartient & ST,.
™ =0
n—1
Pour toute matrice A de ST, et pour tout élément n de N*, Z A* est une matrice de ST .
™ =0

Exercice  Montrer que ST, est un convexe de M,(R) et retrouver le résultat précédent.

2. Soit = un réel tel que || < 1 et soit n un élément de N*.
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n—1 n sizx=1 1 n—1 1 siz=1
k . k
" =< 1 —2a" . Ce qui donne encore : — " =< 11-2z" .
2 Tosiz1 4 2 SITT Gip£1
k=0 1-=z k=0 n l—x

Doncsiz=1: lim ( Z xk> = 1! Supposons que x ne vaut pas 1. Alors z € [—1,1[, donc |z| < 1
n

n—-+o0o
n—1 n n
Oglzxk:l|1—x|<ll+|x| <ll+1:£ 2 _
n o= n 1l—=z n 1l—=z nl—-xz nl-—=zx
C T 0 il vient drement i IZ
omme lim | — = 0 il vient par encadremen 1m ¥ | =
n—o+too\n 1 —x p n—o+too \ 1

Finalement : lim l nil 25 = 1 siz=1
.n~>+oo n — - O bl]};ﬁl

1<, 1 siz=1
. <1- 1 1 _
Pour tout réel = tel que |x\\1.nkrfw (n kg_ox 0 siztl’

3. Soit n un élément de N*. Soit (i,7) un élément de [1,p]>.

e Supposons i et j distincts. Notons que pour tout k& dans N, D* est une matrice diagonale.

n—1 - n—1
1 1 1
Alors - (Mn)i’j = (n § : Dk> ﬁ } : - - § 0 = 0. Par conséquent nEI-‘,r-loo(Mn)Zj =0.
k=0 ij k=0 k=0

Soit encore nETm(Mn)i,j = (A)i -
e Montrons maintenant que lim (Mn)“ = (A)i,i~

n—-+oo

Pour tout k dans N, (D¥), ; = ((D)”)k (car D* est diagonale).

1 «— 1 «— k
Alors : = k — — .
s~ (15 0) LS00 E
X k=0 k=0
D est semblable & A donc D a les mémes valeurs propres que A. Or D est diagonale donc ses valeurs propres
sont ses élément diagonaux. Ainsi le spectre de D est Pensemble {(D), ;; i € [1,p]}.

Les valeurs propres de A dans C ont un module inférieur ou égal & 1. Ainsi pour tout ¢ dans [1,p], (D)

est un réel dont la valeur absolue est au plus 1.

Rappelons que par hypothese (D);; =1sii € [1,7] et (D);; # 1 sinon.

n—-+o0o n—-+o00 0 sinon

n—1
1 .o .
Plus de doute alors, d’apres ce qui précede: lim (M,);; = lim ( Z ((D)“)k> = { L siie [[1,7“]]'

Soit encore lim (M,);; = (A)i-

n—-+oo

Finalement Y(i, j) € [1, ], liar_l (M.,);,; = (A);; et ainsi la suite (M,,),>1 converge vers A.
n—-—1+0oo

’ La suite (M, )n>1 converge vers A. ‘
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Posons Vn € N*, U, =P et V,, = P71,
La suite (U,)n,>1 converge vers P et la suite (V},),>1 converge vers P~L.
D’apres ce qui est admis la suite (U, M,,),>1 converge vers P A.

Toujours en utilisant la méme propriété, on peut alors dire que la suite ((Un M,) Vn) converge vers

n>=1
(PA) P

Notons que Vn € N*, (U, M) V,, = P M, P! =B, et que B=PA P~!. Plus de doute:

’ la suite (By,)n>1 converge vers B. ‘

n—1
1
N’en restons pas 1 et observons que Vn € N*, B, = PM, P"'1 =P < Dk> Pt
n

-

|
—
3

n—1 n
1 1
Donc : Vn € N*, Bn:fE PDFpP~Hy ==
onc :Vn k_o( ) -

(PDP Hr =

Ak
0 k=0

3

ES

I
3=

n—1
1
La suite ( Z Ak> converge vers P A P71,
" =0

n>1

n—1
1
4. a. Soit n un élément de N*. Nous venons de voir que B, = — E A*. Alors d’apres I 1. b., B,
n

k=0
appartient a ST, car A appartient & ST .

(VneN’, B, €8T,

4. b. Rappelons que B est une matrice de M,(R) et que V(3,5) € [[1,p]]2, B;j= lim (By)i;-

n—-+oo

De plus pour tout élément n de N*, B,, appartient a ST .

e V(i) € [1,p]?, Vn € N*, (Br)i,; = 0. En passant & la limite il vient : V(4, j) € [1, p]?, B;;>0.

P P
o Vi€ [1,p],Vn € N*, Z (Br)i,; = 1. En passant & la limite il vient : Vi € [1, p], Z B;; =1.
j=1 j=1

Ceci acheve de montrer que:

B appartient & ST .

Remarque Pour le second point il était tentant de passer a la limite sur B,, V =V sauf que le préliminaire

n’évoque pas cette possilbilité !.

Exercice Montrer que toute suite convergente d’éléments de ST, a sa limite dans ST, (et qu’ainsi ST

est un fermé de M,(R)).
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Partie III : Aspect probabiliste

Remarque Nous ne serons pas plus royaliste que le "roi concepteur” et nous ne souléverons pas de difficulté

au niveau des probabilités conditionnelles sur la nullité de la probabilité de I’événement qui conditionne...
1. e Pour tout (7,j) dans [1, 3]]2, A; ; est une probabilité donc A; ; est un réel positif ou nul.
e Soit ¢ dans [1, 3].

Rappelons que P(x,—; est une probabilité et que ((X; = j))j c[1,3) €St un systéme complet d’événements.

3 3 3
Alors Y Aij =) Pixe=n(X1 =) = Pixe= | [J X1 =) | = Pixg=n (@) = L.
=1

i=1 i=1 J
3

Donc Vi € [1, 3], Z A; j = 1. Ceci acheve de montrer que:
j=1

2. Soit n un élément de N. Soit j un élément de [1, 3].

(X, = z‘))ie[[1 5) oSt un systeme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne :

3
P(Xns1 =) = Y (P(Xn =) Px,=(Xos1 = ) ).
i=1
Or Vi € [[1,3]], P(Xn:i)(Xn—&-l = ]) = P(oni)(Xl = j) = Ai,j.

-
M«

Il
A

Alors: (Lyy1); = P(Xp41 =J) = (P(Xn =) Ai,j) = ((Ln)z Az}j)’

% i=1

Finalement Vj € [1,3], (Lnt1); =

-

((Ln)l Ai,j>. Ce qui signifie que L, 1 = L, A.

i=1

]vn €N, Ly, =Ly A.

Montrons par récurrence que Vn € N, L, = Ly A™.
o La propriété est vraie pour n = 0 car A = I5.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

Lpt1 =L, A= (Lo A") A= Ly A" Ce qui acheve la récurrence.

Vn € N, Ln = L()An
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3. Nous savons déja que les valeurs propres de A; sont 1, 1/2 et 1/3, que ses sous-espaces propres sont de

dimension 1 et que A; est diagonalisable.

1
Nous savons également que SEP (A4;,1) = Vect(V) = Vect(| 1 |).
1
0 1 0 0 0 0 1 0
Observons que: A; | 0 | =1 1/2 1/2 0 0= 0 =3 0].
1 1/3 1/3 1/3) \1 1/3 1

0
1
Alors | 0 | est un élément non nul de SEP (Al, 3> qui est une droite vectorielle.

1
- 1

Ainsi SEP (Al, 3> = Vect( ( ) ).

x

1
Déterminons SEP (Al, 2). Soit X = | y | un élément de M3 1 (R).

= o O

1 1 1 0 0 T T
X € SEP (A1,2><:>A1X2X<:> 12 12 0 | [y]=a2y].
1/3 1/3 1/3 z z
' x=(1/2)x x =
X € SEP (A1,2><:,> (1/2)z+ (1/2)y = (1/2)y =0+ (1/2)y=(1/2)y
(1/3)z+ (1/3)y+ (1/3)z=(1/2) = 0+ (1/3)y+(1/3)z=(1/2) =

*esEr (Al’;> {ﬁ{u/g y=(1/6) = <:>{Z:(2)y

0
)
1 0
Alors SEP <A1, 2) = Vect(| 1 |).
2

1 0 0
Bi=(|1]),B2=(|1])etBs=(| 0 |])sont respectivement des bases de SEP (A;,1), SEP (Al, ;)
1 2 1

1
et SEP (Al, 3) .

Rappelons que : M3 1(R) = SEP (4,,1) & SEP <A1, ;) @ SEP (Al, ;)

1 0 0
Alors B="B1UBsUB} = 1]1,{1])],10 est une base de M3 1(R) constituée de vecteurs propres
1 2 1

de A; respectivement associés aux valeurs propres 1, 5 et 3

Notons P; la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) & la base B.

100
Pi=|1 1 0], P estinversible et P, ' A P = Diag(1,1/2,1/3) = D;.
1 2 1
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Notons que A = P} D, Pfl.

100
Pr=[1 1 0] estune matrice de M3(R), inversible et & coefficients diagonaux tous égaux a 1, telle
1 21

que A =P, D Pl_l.

~

x x
Soient X = [ y | et X' = | ¢/ | deux éléments de M 3(R) tels que P, X = X'.
z 2!
100 x x’ x=ua
110 y|l=|9v | Donc x+y=y
1 21 z z' x+2y+z=2
z =2 =1
Ce qui donne aisément: ¢ y= -z +vy = —2' + 9/ DAinsi  y=—2"+49/ .
z=—x—2y+7 =—-a' -2(—2' +y )+ 7 z=a' =2y + 2
Ceci permet d’affirmer que :
1 0 0
Pt -1 1 0
1 -2 1

4. D; = Diag(1,1/2,1/3). Donc Vn € N*, D} = Diag (1, (1/2)™,(1/3)™).
Or lirf (1/2)" =0 et 1i1}_1 (1/3)" =0 car |(1/2)] < 1et |(1/3)] < 1.

Ainsi lirf D} = Diag(1,0,0).

La suite (D}),>1 converge vers

O O =
o O O
(=R e R en]

Ay = P, Dy Py done Vn € N*, A} = (P, D, Py Y = P, D} P, 1.

1
Posons Vn € N*, R, = P, et S, = Pfl. Posons encore D; = | 0
0

o O O
oS O O

(Rn)n>1 converge vers Py et (D}),,>1 converge vers Dy donc (R,, DY")n>1 converge vers Py D;.

Comme (Sy,),>1 converge vers Pl_l, ((Rn DY) Sn) converge vers (P; 5\1) Pl_l.

n>=1
1 0 O 1 0 O

(
- 100 1 00 100 1 00
PD,P'=11 1 0 00 0 -1 1 0o]=(1 00 -1 1 0]l=(100
1 21 0 0 0 1 -2 1 100 1 00
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1 00
La suite (A}),>1 converge vers [ 1 0 0
1 00
5. Vn € N*, L, = Ly A}. Posons:Vn € N*, H, = L.
1 00
La suite (Hy),>1 converge vers Lo, la suite (A}),>1 converge vers [ 1 0 0 | donc la suite (Hy, AY)n>1
1 0 0
1 00
converge vers Lo | 1 0 0
1 00
100 1 00
Ainsi la suite (Lo A})p>1 converge vers Lo [ 1 0 0 |. La suite (L,)n>1 converge vers Lo [ 1 0 0
1 00 1 00
1 00 1 00
Ly |1 0 0] =(P(Xo=1) P(Xg=2) P(Xo=3)) 1 0 0
100 1 00
1 00
Li[1 0 0] =(P(Xo=1)4+P(Xg=2)+P(Xo=3)00)=(100).
1 00

’ La suite (Lj,)n>1 converge vers (1 0 0). ‘

lim P(X,=1)=1, lim P(X,=2)=0et lim P(X,=3)=0.

n—-+4oo n—-+o0o n—-+o0o

’ Donc la suite (X,,),>1 converge en loi vers la variable certaine égale a 1. ‘

Observons que pour obtenir lim P(X, =1)=1, lim P(X,=2)=0et lim P(X, =3) =0 il suffit

n—-+4oo n—-+o0o n—-+o0o

d’obtenir lirf P(X,=1)=1

1 0 0
Rappelons que A; = | 1/2 1/2 0 et que Vn € N, V(i,5) € [[1,3]]2, Pix, =i (Xns1 =) = (A1)
1/3 1/3 1/3

Px,=)(Xny1=1) =1, Px,=)(Xny1 =2) =0, Px,=1)(Xns1 =3) =0
Alors: ¢ Pix,—2)(Xnt1=1) =1/2, Pix,—2)(Xny1 =2) =1/2, Px,—2)(Xpn11=3)=0
Pix,=3)(Xnt1=1) =1/3, Pix,=3)(Xn+1 =2) =1/3, Px,=3)(Xnt1=3)=1/3
Notons que 'urne 1 est ”absorbante” car si & un instant n ’objet est dans cette urne il y reste aux instants
suivants (presque strement...). Donc si presque stirement il se trouve a un instant dans l'urne 1, presque

strement il y restera et nous aurons lirf P(X,=1) =1
n—-—1+0oo

C’est le cas si au départ il est dans 'urne 1.
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Supposons maintenant qu’au départ ’objet soit dans 'urne 2. La probabilité pour qu’a U'instant suivant il
ne soit pas dans 'urne 1 est 1/2. La probabilité pour qu’il ne soit pas dans 'urne 1 au cours des n premiers
instants (n € N*) est (1/2)". La probabilité pour qu’il ne soit jamais dans I'urne 1 est nEIJIrloo(l/Q)n donc 0.
Donc presque stirement & un instant 'objet se trouvera dans I'urne 1 et ainsi nkrfoo P(X,=1)=1

Supposons maintenant qu’au départ ’objet soit dans 'urne 3. La probabilité pour qu’a U'instant suivant il
reste dans I'urne 3 est 1/3. La probabilité pour qu’il soit dans l'urne 3 au cours des n premiers instants
(n € N*) est (1/3)". La probabilité pour qu’il reste toujours dans l'urne 3 est nErfoo(l/i%)” = 0 donc 0.
Donc presque stirement & un instant ’objet se trouvera dans 'urne 1 ou dans I'urne 2. Comme dans le cas
précédent si a un instant il se trouve dans 'urne 2, presque surement a un instant ’objet se trouvera dans

I'urne 1. Ainsi si Pobjet se trouve au départ dans I'urne 3, presque stirement a un instant 'objet se trouvera

dans 'urne 1 et nous aurons encore lirf PX,=1) =1
n—-10oo
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PROBLEME 2

Préliminaires

. 1 . .
1. e La série de terme général — est une série de Riemann convergente car 2 > 1.
n

1

1
- ~ *
° @+ 192 0T ek Vn € N, > 0 et la série de terme général

n2

converge d’apres ce qui précede.

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors la convergence de la série de terme

général
@n+1)%
1

(="

n2

(=n"

e Vn € N¥, 5
n

est convergente.

= —; donc la série de terme général
n

n

Ainsi la série de terme général est absolument convergente donc convergente.

n2
N R 1"
Les séries de termes généraux , et sont convergentes.
n2’ (2n+1)2 n?
2n+1 n 1 1 n 1 n 1
2 V S N* - —_— = — _— _ .
" Z k:2 Z (2k 1 1) 4Zk2+z(2k+1)2
k=1 =0 k=1 k=0
n 2n+1
Alors Vn € N* — — =
ors vn € ’;(2k+1 ZkQ 4Zk2
400 71'2 2n+1 n 1 7T2
Or par hypothese Z o Ainsi nll)rfoo Z k2 = — et nkrfm]; =R
- 1 w2 1r? x?
Al li —_— = — - — = —
or nffooz 2k+12 6 46 8
o - . 1
Nous retrouvons ainsi la convergence de la série de terme général m et de plus:
n
SHER
s =—
— (2n+1) 8
2n+1 (—l)k n k n 2k+1 n 1 n 1
3. Vn € N*, = — .
" ]; R & 2 +; 2k+1 =2 (2k)? Z: (2k + 1)2
- = =0 k=1 k=0
2n+1 k n n
(-1) 1 1 1
Vn € N*, == — - - .
" ; 21 ; 2T A 2kt 1)2

étant convergentes il vient en passant a la limite :
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Partie I: Eléments d’étude de f

xT
1. Soit z un élément de R. ¢t —

; est continue sur |0, 1].

[ ] tw ~ x:L
1+¢tt—0 t
1

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que les intégrales

1,z 1

t dt «

dt et —— sont de méme nature.
0 1 +t 0 t—z

r / pury converge si et seulement si —x < 1 donc si et seulement si x > —1.

1
Le domaine de définition de x — /
0

x

dt converge.

1
pour tout élément z de J, /
0

1+t
2. £(0) /1 LY [In|1+¢], = In2
. = e m— = n = In 2.
o 1+t 0
1 1 1 1
t t+1 1
fy= [ a= [ g —dt:/ 1dt— f(0) =1 —In2.
o 14+t 0 14+t o 1+t 0
| F(0) =m2et f(1) =1—In2.]
. 1, 1 t* 1
3. Soit x un élément de J. Vt €]0,1], 0 < —— < 1 et ¢t* > 0 done Vt €]0,1], 0 < <t = —-
1+t 1+t =

1 x 1 1 T 1

t dt o . t dt¢

Comme dt et —— sont convergentes, il vient en intégrant:0 < dt < — ou
o 1+t o t7F 0 0

1
ng(x)g/ t*dt (car 0 < 1).
0

1 1 m+1 1 z+1
/ t*dt = lim t*dt = lim = cars ¢ +1 > 0.
0 e—0t J, e—0t |z +1 5—»0+ T + 1 x+1 x+1

1
1
Ainsi/ t*dt = -On aalors 0 < f(z) <
0 z+1
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1

Ve e J, 0< f(x) o

N

et lim

Ve e J, 0< <
. f@) rz+1 z—+oo T + 1

= 0. Il vient lors par encadrement :

lim f(z)=0.

r——+0o0

4. a. Soient z et y deux éléments de J et soit ¢ un élément de ]0, 1]. Supposons que z < y.

Int <0 donc = Int >y Int. Par croissance de la fonction exponentielle il vient e* ** > e¥ "t donc t* > tY.

V(w,y) € J2 Ve, (w<y=t° > 1), |

4. b. Soient = et y deux éléments de J tels que x < y.

t* tY
2 O. Donc Vt 6]0, 1], m 2 1+t'

Vit €]0,1], 12 > 1Y et
10,1] T

1 1
t* tY
En intégrant il vient f(x) = de > dt = car 0 <1).
g f(x) /01+t /OlJHf ) ( )

V(z,y) € J?, z <y= f(x) > f(y). Ainsi:

’ f est décroissante sur J. ‘

5. Soit & un élément de J. Notons que = + 1 appartient encore a J.

1 T 1 4241 1,z x+1 1,z 1 1
f(x)+f(a?+1)=/ ! dt+/ ¢ dt:/ icltz/ Mdt:/ t* dt.
0 0 0 0 0

1+t 1+¢ 1+t 1+1¢
1 1 1
Nous avons vu plus haut que /o trdt = ] donc f(z)+ f(z+1) = o

Vi € J, @)+ fla+1) = ——

6. Soit z un élément de ]0, +o00]. Notons alors que x — 1 est dans J. f est décroissante sur J donc

1
$ 1= (x)—i—f(x—l—l)<2f(x)cequidonneerl<2f(x).
! . f(@=1)+ f(@) > 2 f(x) ce qui donne ~ > 2 f(x)
* —=—— = — > i donne — > .
Pl P L x x x) ce qui donne — T
1 1
Ainsi < 2 f(x) < = Cela donne encore v < 2z f(x) <1 car z est strictement positif.
rz+1 T r+1

x
D — <2 <1
onc Yz €]0, o0, 1 x f(x)

Comme lim = 1 il vient par encadrement lim (21’ f (1:)) =1 ce qui permet de dire que:
z—+oo T + 1 r—+00
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fa) ~

z—+00 21

7. a. Ce résultat peut s’obtenir sans difficulté par récurrence. Voici une seconde piste.

1
VkeN,x+k+1 flea+k)+ flx+k+1)

_1\k
DmkaeN,;%%%T:%—Ukﬂx+M+%—Dkﬂx+k+1%:&4ﬁf@+k%ﬂ—nwdﬂx+k+n.
Soit n dans N.

n 1\k n
> % = ((—1>k fl@+k)— (D" fla+k+ 1)) = (1) f(z+0) = ()" flz+n+1).

k=0 k=0
,;m-i-lﬂ—l f(x) = (=) fle+n+1). Alors f(z) = (=1)" " fz +n+1) +Z%

_ (_1\n+1 - ﬂ
Ve e J, VneN, f(z)=(-1) f(”+1+~’5)+k§ E+1+2

7. b. ¥n €N, Z % =f(@) = (=" f(n+1+2).
k=0

Vn eN, |(=1)"" f(n+142)| = f(n+1+2z)et hm f(n+14x) = 0 donc hm (=) f(n+1+2)) = 0.

n—-+oo

~ (=D

Alors lim = f(x). Par conséquent :

(—1)* — (-DF

pour tout élément x de J, la série de terme général ————— converge et f(x) =
k+1+x

8. a. Soient z et y deux éléments de J et soit k un élément de N*.

1 B 1 _ (k+14y) —(k+1+4+2x) _ ly — | _ |z — ¥ .
k+1+z k+1+y (k+1+z)(k+1+y) (k+1+2)(k+1+y) (k+1+2z)(k+1+y)

Ork+1+xz>2k>0etk+14+y>k>0carzetysontdans J (x+1>0ety+1>0..) et k dans N*.

1 1 1 1 1 1 1
Al <— < — et ——— < =D diti : < =
ors 0 Prlta ke 0< PR A ans ces conditions Frltzhtity 2
1 1 |z — v 1
< 5 et |z —y| =0 donc <lz—yl —-
GriTnrizy Sl Gritarizy S Y
1 B |z — vy 1

Al - = <o -yl —-
O iTs hrity| GritoGiiry STV

1 1

v J?, Vk e N* —
(z,y) € J*, Vk € O P el ey ey

1
<|x—y|ﬁ

Soient x et y deux éléments de J. Soit n un élément de N*.
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(=1)*
k+1+x E+1+yl|

<3|

zn: (k:—ll):x k:—1+y>

—~  (=DF
_E:: k+1+y

k=0 k=0
(=1)* (=D* - k( 1 1 ) :

= -1 — . C d :

k+1+z kE+1+4y kZ:O( ) k+14+x k+1+4y ¢ d donme
> | l > (s - ) -2 s - )
— k+1+x k:+1+y ~ k+1+2 k+1l+y lk+l+r k+1l+y
(-1) (—1)* " (—1)k ‘ 1 ‘
Ainsi : —_— —_— .
Zk+1+x k+1+y ];) k+1+z k+1+y - k+1+x k+1+y

1 - 1
- <
ly — = — 1
7 .~ tlT—y 5"
kZ( ®) < mrmny 25

n _1\k n _1\k
> s - i < e+
=kl hktl+y (1+z)(1+y

n

—~ (-D* —~  (=DF 1
_ g — - -
kzzok+1+x kZ:()k+1+y [z =yl (1+x 1+y) +Z K2

1

k=
2
En faisant tendre n vers +oc il vient : | f(z) — -y < CESIOESY + 6)'

V(w,y) € 2, 1£(@) - f@)] < o~y (W i 6).

8. b. Soit a un élément de J.

1 72
Vred, 0< |f(@) - f(a) < |z —dl (( + 6).
7T2

Or lim (| — af ! + Cox (11T 2o
A\ TN T D et - @+12 "6 )"
f(x) = f(a). Ce qui montre que f est continue en a et ceci pour tout

élément a de J.

’ f est continue sur J. ‘

9. Soit « un élément de J. f(z)+ f(x +1) = ﬁ Alors (x 4+ 1) f(z) =1—(x+1) f(z+1).

lim f(x+ 1) = f(0) car f est continue en 0.

z——1

Ainsi lim ((z+1) f(z)) = lim (1—(z+1) f(x+1)) =1-0x f(0) = 1. Ce qui donne:

r——1 r——1

1
z—-1x+1

f(z)

Jm = +o00 donc I_l}ml f(z) = +o00. Alors m1_1)1121]“(95) = 400!
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lim f(x)= +oc.

r——1

Partie II: Dérivabilité de f

1. Soit k un élément de N*. Notons que gi est de classe C*° sur J comme fonction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas sur J. gj est donc en particulier de classe C? sur .J.

Soient x et y deux éléments de J. L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a l'ordre 1 & g; donne :

— 22
06) — ge@) — (-2 (@) < L2 Max o))

21 tela,y] OU [y,a]
e d, gt =~ et =2 T e ) = e
Vted, k+1+t>k>0. AlorsVte J, (k+1+1)3>k>>0. Ainsi Vt € J, |g/(t)] = m < %
Cela permet d’affirmer que: te[w,;\]/[gil( ] lgr ()] < %
Done lon(y) — 0x(0) ~ (v~ D)@l < L5 v i< 5T 2 St

ly—af |z -y
B kS

Alors |gr(y) — gr(x) — (y — ) gr(2)] <

Vk e N*, V(z,y) € J*, |gr(z) — gi(y) — (z — y) gi(z)| <

Remarque Retrouvons rapidement ce résultat a la main. Soit k un élément de J et soient x et y deux

éléments de J. Posons ¢y (z,y) = gx(z) — gx(y) — (z — y) g, (x).

G e (C1f
(Pk(-’l%y)— k+1+z - k+1+y —(l‘—y) (_M)

(1)
E+1+2)2(k+1+y)
Posons : i (z,y) = (k+14+z) (k+1+y)—(k+1+2)2+ (z—y) (k+1+vy).

o) = ¢ (G+142) (ke +14+y) = b+ 142+ (@ =) (b +1+1)).

Yp(z,y) =k +1)2+k+Dz+k+Dy+ay— (E+1)> =2k +Dax -2+ (k+ Dz — (k+ Dy +xy — >

(=1)F+ 2
k+1+2)2(k+1+y) (@=y)"

Ur(z,y) = —2° +2zy — y* = —(z — y)*. Alors: pp(z,y) = (

(~1k+
E+1+2)2(k+1+y)

(x_y)Z — |x_y|2 .
(k+1+z2)2(k+1+vy)

Donc |pi(z,y)| = (

1

k+1+z)*(k+1 > k3 1 ty+1>0. D < -
(k+1+2)*(k+1+vy) >0carz+1>0ety+1>0 Onc(k+1+x)2(k—|—l+y) 3
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|z —y*
k3

Alors |pr(z,y)| <

2. a. La série de terme général 3 est une série de Riemann convergente car 3 > 1.

La série de terme général

1
-3 est convergente.

k

Soit z un élément de J.

— 1 <i(
(k4 142)2 T k2

_1k
Vk € N*,0 < |gi(z)] = ’— (=1 car k+ 1+ 2z > k > 0, air maintenant

(k+14x)2

connu...).

Comme la série de terme général est convergente, les régles de comparaison sur les séries a termes positifs

k2
montrent la convergence de la série de terme général |gj. ().

La série de terme général g; (x) est absolument convergente donc elle est convergente.

La série de terme général g () est convergente pour tout élément x de J. ‘

2. b. Soient z et y deux éléments de J. Rappelons que f(x Z gr(x) et f(y Z g (y
Rappelons également que la série de terme général g (z) est convergente et posons S(x Z g (x
n n n
Soit n un élément de N*. Posons L, (x,y) = > gx(z) — > gx(v) — (x —y) > gi(z).
k=0 k=0 k=0

Observons que lim Ly (z,y) = f(2) = f(y) = (z —y) S(2).

n

> (ov@) — uly) — (& = 9) 6h(@))

k=0

L (2, y)| =

< Jort@) — o) — (2~ 9) gkt
k=0

L (2, 9)] < lgo(x) — g0(y) — (& —y) gh(x)| + Y ’gk(x) —gr(y) — (z —y) g;(w)’-
k=1

Or: ) — ) — (o = D)) = |15 = 135~ @ 0) (1

(1+x)(1+y)—(1+w)2+(fc—y)(1+y)‘
(z+1)2(y+1) '

l90(2) = g0(y) — (z —y) go(2)| =

—z? + 2zy — y?
@+ 1D (y+ 1|

l+z+yt+aoy—1-2z—2>+z—y+ay—y°
(z+1)%(y+1)

(z —y)*
(z4+1)2(y+1)

l90(2) = go(y) — (z —y) go(2)| =

l9o(z) — go(y) — (x — y) gh(z)| = —(z—y) ‘ _

- Dans ces conditions :
@12+ 1)

'L”(f”’y)<($+(1y+1+z l9:@) = 90(9) = (@ = y) gh(@)] < ( Z el
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n T — 2 n T — 2
ng(x)—zgk(y)—(w—y)Zg;(x)‘<W(I)Q%Jrkz_l k3y| '

k=0 k=0 k=0

Ce qui donne

En faisant tendre n vers +o00, ce qui est licite car toutes les séries convergent on obtient :

+o0 +o0 +oo (x_y)Q too |x—y\2
ggk(x)_;gk(y)_(x_y)kz::ogk(x) <m+; R

(z —y)?

—+
i 92écrit . |z7y‘2
Ce aui érit: |(2) = £(9) = (¢ =) S0 € G gy ¥ 22

+oo
Ou encore: |f(z) — f(y) — (x —y) S(z)| < \x—y|2 (Wl(;y—i—l)+z ;3)

Supposons y # z et divisons par |z — y|.

ot | £ = W) 1 S
On obtient : | ———== — § < |z — —— + — |-
n obtien ‘ T—y (fﬂ> |IL’ y| (I+1)2 (y+1) ]; k3
. f(z) — f(y) 1 SE.
Final t V(z,y) € J?, = |—= -5 < |z — — + — |-
inalement V(z,y) y#£x ‘ Ty ()] < |z — vy EESIEIOEY) ; 13
Reprenons = dans J.
/(@) — f(y) 1 S
VyeJ—{z}, 0< | =" -8()|<|z -yl | —— 35—+ 3|
ves =t 0< [T 5| <l il ( g T2 B
1 =1 1 =1
Comme g}l—rgc <|l‘—y (W(y—’—l)_'—; M)) = 0 x <(l‘—|—1)3+; ]g3> = O7 il vient par en-
cadrement :
lim 711(1’) —fW) = 5(z) ou lim 7‘72@) — f@) = 5(z).
y—zr T —Y y—r Y —
Ainsi f est dérivable en x et f'(z) = S(x) i" g5 (z) i" ( (D" ) +§ (=D
poars poars (k+1+2x) = (k+1+4a)
/ P =3y U
est dérivable sur J et pour tout élément x de J, f'(z) = RS
poars (k+1+x)
too k+1  to© n 2
/ (1) _ (*1) _ ™ | . e e s
2. c. f/(0) = 2 Gr1? 2 2T 13 (d’apres la question 3 du préliminaire).
2
"y = — .
o) =-1

3. A défaut de la courbe résumons les informations sur f.
e f est définie, continue et dérivable sur J.
e f est décroissante sur J.

o lim f(z)=+oo et xgrfw f(z)=0.

r——1
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2

e f(0) =In2~0.69, f(1) =1 —In2~0.31, f/(0) = 7% ~ —0.82.

e On a encore: f(2) ~ 0.19, £(3) ~ 0.14, f(4) ~ 0.11, f(5) ~ 0.09, f(6) ~ 0.08, f(7) ~ 0.07, £(8) ~ 0.06,
1

£(9) ~ 0.06, f(10) = 0.05 (en utilisant f(x)+ f(z +1) = m)




