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PROBLEME 1

Partie I: Etude d’une fonction f définie par une intégrale

1. Soit z un réel appartenant a ]0, +o0|.

—t

ot — " est continue sur [0, 4+o0].
vVt € [0,+00[, 0 < Lo« letetzo4 Vvt € [0,4o00[, 0 < L L
o ~e onc -
, TOO, STo Yo [ , TOO|, \$+t\$e

+o0 +oo
e Le cours indique que / e~ dt converge car I': z — / t*~1 e~ dt a pour domaine de définition
0 0

+oo
1
10, +00[ donc est définie en 1. Alors / < et> dt converge également.
0 x

e—t

T+t

dt

+oo
Les régles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives montrent alors que /
0

converge.

—t

. dt converge.

+o00
e
Pour tout réel x appartenant a |0, +oo[, I'intégrale /
0o T

2. Soit z un réel appartenant & ]0, +o0].

et 400 et
oVt € [1,+o0], ert}Odonc/l I+tdt>00ar1<+oo!

1
eVt [0,1], et > e ! (car t — et est décroissante sur [0,1]) et oo >0
T

eft -1

e Lot Lot
> .CommeOél:/ dt}/ dt.
r+t " T+t o T+t o T+t

oo -t - S I 11
Ainsi f(z) :/ dt:/ dt+/ dt?/ dt?/ dt.

6_1

r+t

Donc Vt € [0, 1],

dt.

vz €]0,+o00[, f(z) 2/0

e~ 1

T+t

1
YV €]0,4o00[, f(z) > / dt =e™! [ln\x+t\](1) =e¢ ' (lnjz+1-Inz|) =e ' (In(z+1) —Inz).
0
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Par conséquent Vz €]0,400[, f(z) > e ' (In(z +1) —Inz).
Or lim In(z+1)=0, lim (—In(z)) =+occet e ! >0donc lim (e " (In(z+1) —Inz)) = +oo.
z—0+ z—0+ z—0+

Les deux points précédents permettent alors de dire que:

lim f(x)=0.

z—0t

3. Soit z un réel appartenant a ]0, +oo.

Comme nous l’avons vu dans la premiére question V¢ € [0, 4o00[, 0 <

—+o0
De plus / et dt converge et vaut I'(1) donc (1 — 1)! ou encore 1.
0

et | 1
<= e "dt == Donc 0 < f(z) <
T+t T Jo T

+oo
Alors, comme 0 < +00, 0 < /
0

8=

1
Vz €]0,+00[, 0 < f(z) < .

1 1
Vz €]0,400[, 0 < f(z) < — et lim — =0. Il vient alors par encadrement :
x

r—4o0o

lim f(z)=0.

r——+00

+oo
4. Comme nous lavons déja dit I': z — / t*~te ' dt a pour domaine de définition ]0, +oo[ donc est
0

+oo
définie en 2. Par conséquent / te~'dt converge.
0

+oo
/ te~tdt converge.
0

Soit x un réel appartenant a ]0,+oo].

f(x)_l:f(ac)—é xl:f(a:)—il‘u):/;oo e’ dt—1/0+°°e—tdt:/0+oo<

T x+t x

[

1 1
4[ —])@
x+t T

1 B 400 T (17 + t) B +oo —t eft 1 _ +oo teit
s@ - = <6@+ﬂx>&_é eyt Do g == [ o

Vt € (0,400, z+t>x et x>0 donc Vt € [0, 400, x (z+1) > 2% > 0.

1 1
Alors Vt € [0, , 0 ———— < S ettet>0.
ors [0, +00[ \x(ert)\xQe et >
te”? 1 teo
Ainsi Vt € [0, 400, 0 < ———— < —te ', 0< +ooet / te~tdt converge.
x(x+t)  2? 0

+oo te—t 1 +0o
En intégrant on obtient alors: 0 < / —dt < — / te tdt.
0 z(x+1) z2 Jo



1 I
DoncOS;—f(x)é— / te~tdt. Alors |f(z) — —
0

1
vz €]0, +o0f, ‘f(x) -—|< = te tdt.

x| 2?2 Jy

too 1 1
Remarque / te~tdt =T(2) = (2—1)! = 1. Donc|Vz €]0, +o0], ’f(a?) ——| < 5|«
0 X X
1 2| oo —t 1 e —t 1o[re —t
Vr €]0, 400, 0 < |z f(z) — 1] = [z] |f(z) = =| < — te 'dt = — te tdt = — te " dt.
x = Jo lz| Jo T Jo
. 1ot L : . f(@)
Comme lim [ — te”tdt ) =0, il vient par encadrement lim (:c f (:1:)) =1lou lim == =1
r— 400 €T 0 r——+00 r— 400 =z
Alors :
1
fla) ~

Partie II: Une autre expression intégrale de f

Remarque 1l convient quand méme de noter que les arguments utilisés dans cette partie sont totalement

inappropriés.

Le changement de variable uw = x 4+ t donne en une ligne le résultat de la question 11. Qui permet, toujours

1

en une ligne, de montrer que f est dérivable sur ]0,+o00[ et que Vx € R, f'(z) = —= + f(z).
x

Mais pourquoi faire simple lorsque 'on peut faire compliqué 7! <

A- Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme intégrale

x
5. Dans cette question x est un réel strictement positif et A un réel non nul strictement supérieur a —3

e—t

a. t— CEE est continue sur [0, +o0l.
T

Vt € [0, 400,z +t =z > 0 donc Vt € [0, +oo], (z +t) = 2% > 0.

1 1
Alors Vt € [0, +0[,0 < ——= < — et e7 ¢ > 0.
(x+1)2 = a?
Par conséquent V¢ € [0, 4+00[,0 < (xe—i—it)Q < = et

—+o00 +oo 1
Comme nous l'avons déja vu / e~ ' dt converge. Il en est alors de méme de / (2 et> dt.
0 0 x

Les deux points précédents et les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives

e—t

+oo
montrent que —— dt converge.
d /0 (z +1)2 &
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o0 et
/ —  dt converge.
0 (CE + t)2

b. Soit ¢ un réel de l'intervalle [0, +oo].

1 1 1 N 1 |1 fz+t—(z+h+t) 1

h \z+h+t x4+t (x+t)2| |h \(z+h+t)(z+1) (x+1)2

1 1 U S (—h) Lo

h \z+h+t x4+t (x+t)2 S h (@t h+t)(x+t) (x+t)2

1 . o 1 et htt—(z+t)

h x+h+t T+t (z+t)2] |[(z+t)?2 (z+h+t)(z+t)| |(+h+t)(z+1)?2

g o N

h\z+h+t e+ |(@+h+t)(z+1)?

r+h+tzz+h>o g §>Ocarh>—§ et (x+t)? > 22 > 0 (comme nous Pavons déja vu).
3

Donc (z +h+1t) (z +1)? > g;v > 0. Alors’(x+h+t)(x+t)2|:(x+h+t)(x+t)2>%>0.

Par conséquent L < 2

r conséquen < =
T e thr @02 S a?
1 1 1 1 Ih| 2|h|
C h|>0:|— — + = < .
1 1 1 1| 20H
YVt e o - -
€ [0, +ocl; h(x—i—h—i—t x+t> (x+ )2 3
h) — o0 —t 2|h
c. Posons A(h)_w+/() (J;e—l—it)th et montrons que |A(h)|<%
x Too et
» Remarque Notons que A(h) a un sens car x > 0, x +h > 0 (puisque h > ) etz >0) et/ Wdt

0 X

converge. d

1 +oo et oo ot too ot
A(h) = = B
(h) h(/o x+h+tdt /0 x+tdt)+/0 (x+t)2dt
teo g 1 1 1
A(h) = - — —tdt.
(k) /0 {h(m—&-h—i—t x+t)+(:c+t)2]e

1 1 1
t — —
VE[O’jLOO[”Hh (a:—l—h—i—t a:+t) a:+t }
1
+

1 U U
r+h+t x+t (x +1)?

1 1 1 20h|
vt € 07 ’ ,O g 7 -t <
0, +o0] Hh <x+h+t x+t>+( t)}e x3
LR 20, . 21h|
Or e~ " dt converge et vaut 1 donc e~ " dt converge également et vaut ——-

Les régles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives permettent alors de dire

/+°° 1 1 1 N 1 . o0 2|h —y
que o h\z+h+t x+t (z +1t)2 ¢ 23 © '

dt converge et est majorée par /
0



JF.C. p. 5

—+oo

1 1 1 1

Ainsi / — — + e~' ) dt est absolument convergente (donc convergente).
o h\z+h+t z+t (x4 1t)?

0 h\z+h+t x4+t (x +t)2 c bat
/+°° 1 1 1 1 .
- - + e
0 h\z+h+t x4+t (x+1)2

D !A(h>\</+m oy — ) B S
n < - -
one 0 h \z+h+t x4+t (z+1t)2 ¢

Finalement :

On peut alors majorer

dt.

“+oo

2|h 2|h

dtg/ %e‘tdt:%~
0 T T

‘f(x+h})L—f(x) +/0“0 (xe—:f)2 dt‘

6. Soit x un réel strictement positif.

Vhe}—f,o[u]ogroo[, 0< ’JM_JC(”C)JF/M e’ dt’ < 2|h|
0

2 h (x +1)? 3
2 fla+h) - (@) /+°° 20n 20
—= < |t - < T et lim — = 0.
vh e |-Z,0[UJ0,+ocl, 0 ‘ - G| < e m s =0
_ +o0 —t
Alors par encadrement il vient : lim M =— _c dt.
h—0 h 0 (l' + t>2

+o0 —t
Ainsi f est dérivable en z et f'(z) = 7/ S
insi f riv nx et f'(x) N

+o0 —t
[ est dérivable sur ]0, +o0[ et Vz €]0, +o00], f'(z) = —/O (:re—i—itﬁ dt.

Remarque 11 est aisé de montrer que f' est strictement négative sur ]0,+oco|. Ainsi f est strictement
décroissante sur |0, +oo[. Ce que 'on peut aussi obtenir en une ligne en utilisant la définition de la stricte

décroissance. 4
7. Soit x un réel strictement positif. Soit (e, A) €]0,1] x [1, +o0l.

Posons Yt € [0, +-00[, uy(t) = et v(t) = e~'. u, et v sont de classe C! sur [0, +o0].

_x+t

De plus Vt € [0, +oo|, ul,(t) = et v'(t) = —e .

(z+1)?

Ceci autorise I'intégration par parties suivante.

A —t 1 A A 1 —A —c A —t
/ _C dt=|-— xet —/ - (—et)dt=—— +e——/ ° .
. (x+1)? T+t . R x4+t r+A z+e J. x4+t

A ot e_A e~ ¢ A et
vz €]0, , Ve, A) €]0,1 1, ) —dt=——— — dt.
z €]0, +o0], V(e,A4) €]0,1] x [ +°O[/E (z + )2 st A Tte /5 T+t

» Remarque Le e n’était pas franchement utile ici...



JF.C. p. 6

On pouvait directement obtenir Vz €]0,4+o00[, VA € [0, —i—oo[/OA (x(:_tty dt = —;:4 + é — /OA ;:t dt «
8. Soit x un réel strictement positif.
o (e, A) €]0,1] x [1, +00], /A S P /A T a (%),
. (z+1)? x+A x+e J, x4t

+oo et
° — dt converge et vaut —f'(x).

+oo et
° dt converge et vaut f(x).
/0 @0 g f(z)
. e ¢ 1
e lim = —-
e—0t T+ € x

e~ a4 1
e lim = lim (e~ =0x0=0.
AsFooxz + A A—+oo z+ A
En faisant tendre successivement € vers 0 par valeurs supérieures et A vers +oo dans (%) on obtient :

/(@) =+ f(z). Done f(z) =~ + [(a)

Vz €]0,+oc[, f'(z) = —% + f(2).

1 1
9. z — —— et f sont dérivables sur ]0,+oo| donc x — —— + f(x) est dérivable sur ]0,+oo[. Ainsi f’ est
x T

dérivable sur |0, +o0].

Alors f est deux fois dérivable sur ]0, +o00| et Vz €]0, +oc[, f”(z) = — <—> + f(x) = 2 f'(@).

1
f" est dérivable sur |0, +-oo[ donc est continue sur ]0, +oo[. Comme  — — est continue sur |0, +o0o[, par
x

somme f est continue sur |0, +oo[. Finalement :

f est de classe C? sur ]0, +o0] et Va €]0, +o0[, f”(z) = = + f'(z).

B- Intervention d’une fonction auxiliaire g

10. x — e~ ® et f sont dérivables sur |0, +o00[ donc, par produit, g est dérivable sur ]0, +o0].

vz €]0,+00], ¢'(z) = —e * f(z)+e " fl(x) = (f'(z) — f(z)) =e " (_1) _

g est dérivable sur |0, +oo[ et Vz €]0, 40|, ¢'(x) = ——-

—Uu

e
11. Soit  un réel appartenant & )0, +oo[. u —

est continue sur [z, +00l.
A —u

e A
i [ (=g ) du=[ - 9] = g(x) - g(4).

. . —A
Or Alirfm g(A) = ALITOO (e=* f(A)) =0x0=0.

VA € [z, +o0], /

x
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A —u
D li = i —g(A)) = —0= .
one lim | ——du= lim (9(z) = g(4)) = g(z) — 0 = g(x)
+oo —u
Par conséquent / —— du converge et vaut g(x).
u
xr
+oo e U +oo e U
Pour tout élément = de |0, +o00], / —— du converge et g(x) = / du.

“+oo e

du.

vV €]0,+o00[, g(x) = e™* f(x) donc Vz €]0,+o00[, f(z) =¢€" g(x) =€” /

2 u

—u

du .

YV €]0,4o00[, f(z)=¢€" /+<><> ¢

u

1
12. Nous avons vu dans la question 4 que f(z) ~ -

Tx—-+00 I

+oo —u 1
Donc / € du=g(x)=e"f(zx) ~ e ¥—= °
- U

“+oo e~ U e~ 1 1 n—1
13. D’apres la question précédente n? ~— du ~ nP—=ne"=-n .
n U n—+00 n e

“+ o0 —u 1 1 n—1
on2/ e—du ~ -n () .
n u n—-+oo e e

1 /1\"!
OVnEN*,n<> > 0.
e

~1
s . 1"
e La série de terme général n ( converge car
e

‘ < 1 (série géométrique dérivée) donc la série de
e
1 1 n—1
terme général —n <) converge également.
e e

Les régles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que la série de terme général

“+oo e~ U
2
n —— du converge.
n U

“+o0 e U
La série g (n2 / du) converge.
n

u
n>1

Partie III : Etude d’une densité

14. e Nous avons vu dans la question 3. que Vz €]0,4o00], f(z) > 0. Donc f(1) > 0.

Alors pour tout élément ¢ de [0, +oo[, f(1) (1 +¢) >0et et > 0.
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S (A +1)

Ainsi h est définie et strictement positive sur [0, +oo[. De plus h est nulle sur | — 0o, 0[.

Donc pour tout élément ¢ de [0, 4o00], est un réel strictement positif.

Alors h est définie sur R et Vt € R, h(t) > 0.
—t

1
; sont continues sur [0, o0, donc t — M 16—_” est continue sur [0, +o0].

et—elett—

Alors h est continue sur [0, +00].
Comme h est nulle sur | — 0o, 0], h est continue sur | — oo, 0[.

Par conséquent h est au moins continue sur R — {0} donc sur R privé d’un ensemble fini de points.

too gt Too ] et 1
° dt converge et vaut f(1) Alors —— —— dt converge et vaut —— f(1) donc 1.
[ . s o [ 5 . TORAS
400
Par conséquent / h(t) dt converge et vaut 1.
0

0

Comme h est nulle sur | — 00, 0], / h(t) dt converge et vaut 0.
—00

+oo
Alors / h(t) dt converge et vaut 1. Ceci achéve de montrer que:

— 00

’ h est une densité de probabilité.

0
15. ¢ — t h(t) est nulle sur | — oo, 0] donc / t h(t) dt converge et vaut 0.
1 tet 1 (1+t-1)et 1 1 et 1
Vt € [0,+00[, th(t) = - _ et _ et _ h(t).
Otk MO=Fm T e o gm ¢ qmiee gm0

+o00 +oo
/ e~ ' dt converge et vaut I'(1) donc 1 et / h(t) dt converge et vaut 1.
0 0

+oo
Alors / t h(t) dt converge comme combinaison linéaire de deux intégrales convergentes.
0

+o0 1 +o0 +o0 1 1
Deplus/ th(t)dt:—/ e_tdt—/ ht)dt = ——~ x1—1= —— —
0 f(l) 0 0

—+oo
1
Alors / t h(t) dt converge et vaut Ol 1. Par conséquent :

1
X possede une espérance qui vaut —— — 1.

f(1)
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PROBLEME 2

Dans ce qui suit (Eq, Ea,. .., E,) est la base canonique de M,, 1 (R).

Rappelons alors que si M est une matrice de M,,(R), pour tout j dans [1,n], C;(M) = ME;.

Dans les parties I, II, III, IV < .,. > est le produit scalaire canonique de M,, 1(R)...

Partie I: Un exemple

1. Vj € [1,4], C;j(Ao) = AoE; = Uy'VoE; ="V E; Uy (car 'VoE; est assimilable & un réel).

Vi e [1,4], C;(Ao) = AoE; =< Vy, E; > Up.

< Vo, E1>=1,<Vy,Es >=—1, < Vg, E3 >=2¢et < Vy,Eqy >= —1.

Ainsi C1(Ag) = Ao Ly = Uy, C2(Ao) = AgEa = —Uo, C3(Ag) = AoE3z = 2Ug et Cy(Ag) = AoEy = —Up.
Alors Vect (C1(Ag), C2(Ap), C5(Ag), Ca(Ag)) = Vect(Uy, —Uo, 2 Uy, —Uy) = Vect(Uy).

Donc rg Ay = dim Vect (C1(Ay), C2(Ap), C5(Ao), C4(Ag)) = dim Vect(Up) = 1 (car Uy n’est pas nul).

Par conséquent rg Ag < 4. Alors la matrice Ag n’est pas inversible et 0 est valeur propre de Ayp.

0 est valeur propre de Ag.

1 -1 2 -1
Remarque Ay = § :; é :;
4 —4 8 —4

dim SEP (A(),O) =4 — I‘gAO = 3. De phlS A(El —|—E2) = AEl —|—AE2 = UO — UO = OM4,1(]R)7 A(El + E4) =
AFE1 + AE, =Uy— Uy = 0M4,1(R) et A(2E1 7E3) =2AF, — AE3=2Uy —2Uy = 0M4,1(]R)'

Alors By = (E1 + Es, By + E4,2 E; — E3) est une famille de trois éléments de SEP (Ag, 0). Montrons que
B; est une base de SEP (4, 0).

Comme SEP (Ay,0) est de dimension 3 il suffit de montrer que cette famille est libre.
Soient «, 3 et v trois réels tels que o (Ey + E2) + B (E1 + E4) + v (2 E1 — E3) = 00y, , (m)-
(CM—FB—FQ ’}/) E1+Oé EQ—’}/ E3+ﬂ E4 = OM4,1(R) et (El, E27E37E4) est libre dOIlC O[+ﬂ+2")/ == —77= ﬁ = O

a = =v=0. Ceci achéve de montrer que B est famille libre.
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B; est une famille libre de SEP (Ay,0), dont le cardinal coincide avec la dimension de SEP (Ap,0). Clest
donc une base de SEP (4, 0).

1 1 2

By =(E1+FE2,E1+FEy,2FE—E3)ou By = ( (1) , 8 o ) est une base du sous-espace propre
0 1 0

de Ay associé a la valeur propre 0.

2. a. AoUo:UotVoUO:tVOUoUo:<VE),U0> U0=(1—2+6—4)U0=U0

b. AUy = Up et Up # O, ,(r) donc 1 est une valeur propre de Ag et Uy un vecteur propre associé. Notons

que dim SEP (Ap,1) > 1!

Alors4> > dimSEP (Ao, \) > dim SEP (A, 0) + dim SEP (Ag, 1) = 3+ dimSEP (A, A) > 3+1 = 4.
AESP Ap

Donc 4 = Z dim SEP (4, A) = dim SEP (40, 0) + dim SEP (A, 1) = 3 + dim SEP (4o, A).
AESP Ag

Ceci montre que :
1. 0 et 1 sont les seules valeurs propres de Ayp.
2. dim SEP (Ao, 1) = 1. Ainsi By = (Up) est une base de SEP (A, 1).

3. Ag est diagonalisable dans My (R).

’ Ay est diagonalisable dans My(R). ‘

c. B = (E1 + Es, E1 + E4,2 E1 — E3) est une base de SEP (4, 0), By = (Up) est une base de SEP (Ao, 1)
et My1(R) = SEP (4p,0) & SEP (4o, 1).

Alors B ="8B1UBy" = (Ey + Es, E1 + Ey4,2 By — E3,Up) est une base de My 1(R) constituée de vecteurs

propres de Ay respectivement associés aux valeurs propres 0, 0, 0 et 1.

Soit P la matrice de passage de la base canonique de My 1(R) & la base B.

11 2 1
1 0 0 2
L P= 00 -1 3
01 0 4

2. P est inversible car c’est une matrice de passage.

3. P71 AyP est la matrice diagonale D = Diag (0,0,0,1) = . D=PAP .

O O OO
OO OO
O O OO
_— o o o
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0 00O 11 2 1
. 0 00O . . 1 0 0 2
D = Diag(0,0,0,1) = 00 0 0 est une matrice diagonale de My(R) et P = 00 -1 3
0 0 01 01 0 4
est une matrice inversible de My(R) telles que Ag = PDP~!.

-2 3 -4 2
-4 4 -8 5
3 -3 5 =3
1 -1 2 -1

Exercice Montrer que P~! =

Partie II: Trace d’une matrice carrée

3. Soit A un réel. Soient A = (a; j)1<ij<n €6 B = (b; j)1<i j<n deux éléments de M, (R).

)\A+B = ()\ aiijrbZ-’j)l@’jgn donc TI'(AA+B) = Z ()\ (e7%7 + bz,z) = Z am-Jr Z bi,i =A TI'(A)+TI’(B)

i=1 i=1 i=1

VA ER, ¥(A4,B) € (My(R))?, Tr(A A + B) = A Tr(A) + Tr(B). Ainsi:

’ Tr est une application linéaire de M,,(R) dans R. Tr est une forme linéaire sur M, (R). ‘

4. Soient A = (ai,j)lgi,jgn et B= (bi,j)lgi,jgn deux éléments de MH(R)

Posons C' = (Ci,j)lgi,jgn =ABet D= (di,j)lgi,jgn = BA.

n n n n n n

C)=> cii=3_ Y airbei=»_ Y aixbri= Zzbkzazk—zdkk—
i=1

i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1

Y(A, B) € (My(R))®, Tr(AB) = Tr(BA).

5. Soit A = (aij)1<i,j<n une matrice de My, (R). Posons *A = (a ;)1<ij<n et "AA = (hij)i<ij<n-

n n
!/
(i, j) € [Lnl*, af; =ajiethig =) dfpae; = ariar;.
k=1 k=1
n n n n n n n
2
= E hii = E E Qi Ok i = E ai ki E E aj ;-
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 j=1
n n
i A= (a; . . i t = 2
Si A = (aij)1<i,j<n est une matrice de M, (R), Tr (*AA) = E E ai; -
i=1 j=1

Partie III: Une caractérisation des matrices de rang 1

6. a. U est V sont deux éléments de M., 1 (R).
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Alors U est une matrice ayant n lignes et une colonne a coefficients réels, et !V est une matrice ayant une

ligne et n colonnes a coefficients réels.

Alors le produit U!V a un sens et est une matrice ayant n lignes et n colonnes & coefficients réels. Ainsi:

’ U'V appartient & M, (R). ‘

Posons UV = (i j)1<i,j<n- Soit (i,j) un couple d’éléments de [1,n].

i ; est le produit de la i®™ ligne de U qui est la matrice (u;) de M;(R) avec la °™¢ colonne de 'V qui est

la matrice (v;) de M1 (R) donc o ; = w; v;.

’ UV = (uivj)1<ij<n- ‘

n n

b. Tr (UtV) = Z Q4 = Z (ui UZ').

i=1 i=1

Tr (‘U'V) =) (uivy).

i=1

c. Vje[l,n], C;(UV)=UVE; = ((VE)U =< V,E; > U =, U.

Alors Vect (C1(U'V),Co(U'V)...,C(U'V)) = Vect(vy U,v2 U, ..., v, U) C Vect(U).

V n’est pas la matrice nulle de M, 1(R) donc il existe un élément jy de [1,n] tel que vj, # 0.

Alors C;,(U'V) = v;, U donne U = 1’10 Cj, (U'V) donc U € Vect (C1(U'V),Co(U'V)...,C(U'V)).
Ainsi Vect(U) C Vect (C1(U'V),Co(U'V) ..., Cp(U'V)).

Finalement Vect (C1(U'V),Co(U'V)...,C,(U'V)) = Vect(U).

Alors rg (U'V) = dim Vect (C1(U'V), Co(U'V) ..., Cr(U'V)) = dim Vect(U) = 1 car U # Op,, ,(r)-

’ Le rang de U'V est 1. ‘

7. a. rig A = 1 donc dim Vect (C1(U'V),Co(U'V)...,C,(U'V)) = 1.

Nécessairement il existe un élément jo de [1,n] tel que Cj,(A) # Opq, ,(r)- Ainsi (Cj,(A)) est une base de
la droite vectorielle Vect (C1(U'V), Co(U'V) ..., Cr(U'V)).

Alors pour tout élément j de [1,n], il existe un réel o tel que C;(A) = o Cj, (A).

Il existe un élément jo de [1,n] tel que, pour tout élément j de [1,n], il existe un réel «; vérifiant :

Cj(A) = a; Cj, (A).
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aq
Q2
b. Posons U = C},(A) et considérons la matrice V' de M, 1(R) égale & [ . | ou & (a;)i<i<n-
o727
SiU = Opm, myousia =ay = =a, =0:Vj € [ln], Cj(A) = a; Cj,(A) = O, ,w); alors

AZOMn(R) et I’gA:O”
Par conséquent U # Opq,, () €t (a1, 02,...,a,) # Orn donc U # Opq,, (r) €t V # Opq,, , (R)-
V] S [[1,’11]], C](UtV) = UtVEj =< Vv,Ej > U = Qi U= Qa CjO(A) = C](A)

Vj e [1,n], C;(U'V) = C;(A) donc U'V = A.

’ Il existe deux matrices colonnes non nulles U et V de M, 1(R) telles que A = U'V.

8. Les résultats des deux questions précédentes montrent que :

une matrice A de M, 1(R) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices non nulles U et V' de

My, 1(R) telles que A =U'V.

Partie IV : Une application en probabilités

et Uy = (P(Y =i

Z)) 1<ign

Alors d’apres Q6 a, Ux'Uy = (P(X =14) P(Y = j))1<ij<n.

Or X et Y sont indépendantes donc ¥(i,j) € [1,n]°, P(X =i) P(Y = j) = P{X =i} n{Y = j}) = ma.

Z P(X=i)=1et Z P(Y = j) =1 donc il existe deux éléments i; et j1 de [1,n] tels que P(X =1i1) #0
i=1

Donc:

Jj=1

Alors Ux et Uy sont des matrices non nulles de M,, 1(R), et M = Ux'Uy. Q6 montre que:

’ M est de rang 1. ‘

71

72
10. a. Posons Cl(M)—FCQ(M)—i-—‘rCn(M) = . = (7i)1<i§n~

Tn
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Vie[l,n], i=mia+mio+-+mi, =3 PU{X=in{Y =j})=PX=i)car ({Y = j})je[[1 €5t
i=1 ’
un systeme complet d’événements. Alors

| CL(M) + Co(M) + -+ + Cp (M) = Ux. |

b. M est une matrice de rang 1 donc Vect (Cy(M),Co(M),...,Cy(M)) est un sous espace vectoriel de
My, 1(R) de dimension 1 qui contient Cy (M) + Co(M) + - -+ 4+ Cp (M) donc Ux.

Comme nous 'avons vu plus haut Ux n’est pas la matrice nulle de M,, 1(R) donc (Ux) est une base de

Vect (C1(M),Co(M), ..., Crp(M)). Alors:

’ pour tout élément j de [1,n], il existe un réel 5; tel que C;(M) = §; Ux. ‘

c. Vje[l,n], C;(M)=p;Ux. Donc V(i,j) € [1,n]?, P{X =i}n{Y =4}) =my; = 6; P(X =1).

Or ({X = z})Z

e[Ln] est un systeme complet d’événements donc :
,

n n

Vie[ln], PV =4)=> PUX=in{Y=4})=> (8 P(X=14) =3 Y P(X=1i)=p8x1=4.

i=1 =1 i=1

’Vje [[17”]]7 P(Y:j)zﬁj' ‘

d. Nous avons vu plus haut que V(i, 5) € [1,n]", P{X =i}n{Y =j}) =my; = B; P(X = ).

Alors V(i) € [1,n]?, P({X =i} n{Y =j}) = P(Y = j) P(X = i) = P(X = i) P(Y = j). Ainsi:

’ X et Y sont indépendantes. ‘

Finalement :

X et Y sont indépendantes si et seulement si la matrice (P({X =i} N{Y = j})), . i<n de My (R) est

de rang 1.

Partie V : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisable

11. Ae M,(R) et r g A=1<n (car n > 2). Donc A n’est pas inversible et ainsi:

’ 0 est valeur propre de A.

dimSEP (4,0) =n—1rg(A—-0.I,)=n—-rgA=n—1.

’ Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0 est de dimension n — 1.
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12. Posons U = (u;)1<i<n €6 V = (vi)1<i<n-
n

Comme nous lavons déja vu: A = U'V = (u; vj)1<i j<n. Donc a = Tr(A) = Z (i vg).

i=1
U1
V2 n
De plus ‘UV = (ujuz ... uy) | . | est une matrice de M;(R). Mieux UV = (c) avec ¢ = Z (u; v;).
. i=1
Up

Alors 'UV = (a).

’ tUV = (a) avec a = Tr(A). ‘

A2 = (U'V)(U'V) =U("VU)'V = ("VU) U'V car ‘VU est une matrice de M;(R) assimilable & un réel.

Donc A? = (a) A = a A.
A2 =aA.

13. Supposons que a est nul. Alors A% =0 Mo (R)- X 2 est alors un polynéme annulateur de A dont la seule

racine est 0. Ainsi Sp A C {0}. Comme 0 est valeur propre de A, Sp A = {0}.

Mais le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0 est de dimension n — 1 donc A n’est pas

diagonalisable puisque Z dim SEP (4, )\) # n.
AESP A

’ Si a =0, A n’est pas diagonalisable.

14. AU = (U'V)U =U('VU) = ("VU) U = aU.

U #O0p, ,r) et AU = aU donc a est valeur propre de A. Ainsi {0,a} C Sp A.

A? = g A donc X? — 0 X est un polynéme annulateur de A dont les racines sont 0 et a. Par conséquent

SpA C {0,a}.
Finalement Sp A = {0,a} et a # 0.

Rappelons que la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est inférieure ou égale a n et que la

dimension de SEP (A, a) est supérieure ou égale a 1.
Alors n > dim SEP (A,0) + dim SEP (A,a) =n— 14+ dimSEP (A,a) >2n—-1+1=n.

Donc n = dim SEP (A4,0) + dim SEP (A, a). A est diagonalisable.

’ Si a n’est pas nul, A est diagonalisable. ‘
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15. Les deux questions précédentes permettent de dire que:

une matrice de rang 1 de M,,(R) est diagonalisable si et seulement si sa trace n’est pas nulle.

Exercice A est une matrice de rang 1 de M,,(K) (n > 2).
Q1. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si elle admet une valeur propre non nulle.

Q2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A? n’est pas la matrice nulle de M.,,(K).

Partie VI: Construction d’un produit scalaire et d’un endomorphisme symétrique

16. e < .,. > est une application de M,,(R) x M,,(R) dans R.

e Soit A un réel et soit (M, N, P) un triplet d’éléments de M, (R).

<MAN+P>=Tr ("M(AN + P)) =Tr (X\MN +'MP) = X Tr(*MN) + Tr(* M P) car Tr est lindaire.
Donc < M\(AN+P>=AX<M,N>+<M,P >.

YAER, Y(M,N,P) € (M,(R))’ < MJAN +P>=X <M,N>+<M,P >

e Soit (M, N) un couple d’éléments de M., (R).

{MN et sa transposée ont les mémes éléments diagonaux donc ont méme trace.

Alors < M, N >= Tr(*MN) = Tr ({(*MN)) = Tr(*N*(:M)) = Te(*NM) =< N, M >.

V(M,N) € (Mn(R))?, < M,N >=< N, M >.

e Soit M un élément de M,,(R). Posons M = (m; ;)1<i,j<n-

D'aprés Q5, < M, M >=Tr('MM) =YY " m?, donc < M,M >> 0.
i=1 j=1

VM e M, (R), < M,M >>0.

e Soit M un élément de M,,(R) tel que < M, M >= 0. Posons M = (m; j)i<i,j<n-

Alors < M, M >= Z Z m?l =0et V(i,5) € [1,n] m3,; > 0. Donc V(i,j) € [1,n]%, m2, = 0.

J,
i=1 j=1
Ainsi V(i,5) € [[1,n]]2, mj,; =0 et M est la matrice nulle de M,,(R).
VM € Mp(R), < M,M >=0= M = Opq, (r)-

Les cing points précédents permettent de dire que:

< .,.> est un produit scalaire sur M,,(R). ‘
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17. Comme nous l’avons vu dans Q8 a, S est une matrice de M,,(R).
De plus 'S =*(V'V) =*(*V)'V = V!V = S donc S est symétrique.

S2=(VV)(VIV) =V('VV)IV. Or 'VV =) v =1, donc 2 = V'V = 8.

j=1

’ S est une matrice symétrique de M,,(R) et S? = S. ‘

18. a. e Pour tout élément M de M,,(R), SM est un élément de M,,(R).

Ainsi ® est une application de M,,(R) dans M,,(R).

e Soit A un réel et soit (M, N) un couple d’éléments de M,,(R).

BAM + N) = S(\M + N) = ASM + SN = A®(M) + B(N).

YA ER, Y(M,N) € (M,(R))?, ®AM + N) = AB(M) + ®(N). @ est linéaire.
Ainsi @ est un endomorphisme de M,,(R).

Soit (M, N) un couple d’éléments de M,,(R).

< (M), N >=Tr ("®&(M)N) = Tr ({(SM)N) = Tr (*M'SN).

Or S est symétrique donc < (M), N >=Tr (tMSN) =< M,SN >=< M,®(N) >.

V(M,N) € (M,(R)), < ®(M),N >=< M, ®(N) >. ® est symétrique.

’ ® est un endomorphisme symétrique de M, (R). ‘

b. VM € M,(R), ®*(M) = ®(®(M)) = ®(SM) = S(SM) = S*M = SM = &(M). Ainsi:
P2 = P.

Remarque Notons que ® est une projection de M, (R). Mieux c’est la projection sur Ker(® — e) ou sur

Im & parallélement a Ker ®.

X? — X est un polynéme annulateur de ® dont les racines sont 0 et 1, donc:

les valeurs propres de ® sont contenues dans {0, 1}. ‘

L v

-

? = 1 donc V n'est pas la matrice nulle de M, 1(R). Alors S = V'V est une matrice de rang 1

j=1
d’apres Q8. Ainsi S n’est pas la matrice nulle de M,,(R) et ®(S) =SS = 5% = 9.

Alors 1 est valeur propre de ® et S est un vecteur propre associé.

e Soit D la droite vectorielle de M., 1 (R) engendrée par V. dim D+ =n —dimD =n —1 > 0.
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Donc D contient une matrice U différente de OM,, 1 (R)-

Posons Mg = UtU. Toujours d’apré Q6, My est une matrice de M,,(R) de rang 1 donc My est une matrice
non nulle de M,,(R).

®(Mo) = SMy = VIVU'U. Or 'VU =< V,U >= 0 donc ®(Mp) = O, &) b Mo 7 Opq,, )-

Alors 0 est valeur propre de ® et M, est un vecteur propre associé.

’ Les valeurs propres de ® sont 0 et 1. ‘

16. ® est une projection de M, (R) donc Ker ® et Ker(® — ¢) sont supplémentaires dans M., (R).
® est symétrique donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux dans M., (R).

Or Ker ® = SEP (®,0) et Ker(® — e) = SEP (®,1). Ainsi Ker ® et Ker(® — e) sont orthogonaux.

’ Les sous-espaces vectoriels Ker ® et Ker(® — e) sont supplémentaires et orthogonaux.




