
▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊❙ ■✱ s❡ss✐♦♥ ✷✵✶✼

❖♣t✐♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡

➱❝♦❧❡ ❝♦♥❝❡♣tr✐❝❡ ✿ ❊▼▲❨❖◆

▲❡ s✉❥❡t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✿ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✱
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s②♠étr✐q✉❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✿ ✐♥té❣r❛❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ s✉✐t❡s✱
❧✐♠✐t❡s✱ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ sér✐❡s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ❞❡♥s✐té✳

Pr♦❜❧è♠❡ ✶

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s✳

P❛rt✐❡ ■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■✱ très ❢❛❝✐❧❡✱ ❛ été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

✶✳ ■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
◗✉❡❧q✉❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ✐♥✈♦q✉❡♥t✱ à t♦rt✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡✳

◗✉❡❧q✉❡s ré♣♦♥s❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✳

✷✳ ❉❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝r♦✐❡♥t✱ à t♦rt✱ q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳

❯♥ ❝♦♥tr❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(

1 1
0 1

)

❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳

✸✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r A✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦rr❡❝ts ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s D ❡t P ❞♦✐✈❡♥t ✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✳

P❛rt✐❡ ■■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ét✉❞✐❡ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉
é❣❛❧ à n✱ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■■ ❛ été✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t tr❛✐té❡✳

✹✳ ▲❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ T ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ ❢❛✐t❡✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ T ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E ❞❛♥s E✱ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥✲
s❛❜❧❡✳

✺✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❛❜♦r❞é❡ ❡t rés♦❧✉❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ✈✉ ✐❝✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❧❡ttr❡ X✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ tr♦♣ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❞♦♥♥❡♥t n✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ n+ 1✱ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✳

✶



✻✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ rés♦❧✉❡✳

▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ T ❞♦✐t êtr❡ ❡①♣r✐♠é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♥♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s✳

■❝✐ ❛✉ss✐ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ n ❡t n+ 1✳

✼✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❡t s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✳

❉❛♥s ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s k(k + 1)✱ ♣♦✉r k ∈ {0, ..., n}✱
s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r✳

■❝✐ ❛✉ss✐ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ n ❡t n+ 1✳

P❛rt✐❡ ■■■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♦♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛❜♦r❞é ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■■■✳

✽✳ ▲❛ s②♠étr✐❡✱ ❧❛ ❜✐❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ ✈✉❡s✳

▼❛✐s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐ s♦♥t tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡ts ✿ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱
♦✉ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

✾✳ ◗✉❡st✐♦♥ s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉❡✳ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡ ❝✐t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ C1✳

✶✵✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦♥♥és ♥❡ s♦♥t
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❜♦♥s✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ rés♦❧✉❡✳

✶✶✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✱ s♦✉✈❡♥t tr❛✐té❡✳

✶✶✳❜✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❡rr❡✉rs q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✾ ✭❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐✮✳

P❛rt✐❡ ■❱

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■❱ r❡✈✐❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s n = 2✱ ❡♥ ❧✐❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✱ ❡t ❛♠è♥❡ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❝❛rré ❞♦♥♥é✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♦♥t✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ tr❛✐té ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■■■✱ ♠❛✐s ♦♥t
❢❛✐t ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ❡♥s✉✐t❡✳

✶✷✳ ◗✉❡st✐♦♥ très ❢❛❝✐❧❡✱ tr❛✐té❡ ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s✳

✶✸✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

■❧ ② ❛ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ϕ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r R
3✱

❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✱ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡✳

❚r♦♣ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♥❡ ✈♦✐❡♥t ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr♦✐s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✸ ❡st
❞é❥à ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳

✶✹✳ ◗✉❡st✐♦♥ r❛r❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡✳

❉❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t V ◦ V (P ) ❡t
(

V (P )
)2
✳

✷



Pr♦❜❧è♠❡ ✷

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❡s✳

P❛rt✐❡ ■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♦♥t ❛❜♦r❞é ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ tr♦♣ ❞✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡s ❡t ❞✬❡rr❡✉rs✳

✶✳ ■❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ♦✉❜❧✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r [0 ; +∞[✱ ♦✉ ♦✉❜❧✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳

◗✉❡❧q✉❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ x ❡t ❞❡ t✳

✷✳ ❚r♦♣ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡ ❡t s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✱ ❡t ❝♦♠♣❛r❡♥t
H(x+ 1) ❡t H(x)✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ rés♦✉t ♣❛s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ér✐✈❡r s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳

✸✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t rés♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉rs s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆r❝t❛♥ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ✐❝✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
q✉❡st✐♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳

✸✳❜✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r
♣❛rt✐❡s s✉r ✉♥ s❡❣♠❡♥t [0 ;A]✱ ♣✉✐s à ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ A ✈❡rs +∞✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s✳

✸✳❝✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❡t ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té❡ q✉❡
❞❛♥s ✉♥❡ ♠✐♥♦r✐té ❞❡ ❝♦♣✐❡s✳

✸✳❞✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✱ ♠❛✐s tr♦♣ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s s✬❡♥❧✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧
❡st s♦✉✈❡♥t ❜❛❧❛♥❝é ❛♣rès ❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❢❛✉①✳

P❛rt✐❡ ■■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ H(x) ❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs
1

2
✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣✉✐s ❞✬✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■■ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❧❛❝✉♥❡s✳

✹✳❛✳ ❉❡ tr♦♣ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t

✲ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ϕ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ−1✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ ◦ ϕ−1 = ϕ−1 ◦ ϕ = IdR✱

✲ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ϕ✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
1

ϕ
q✉✐✱ à u✱ ❛ss♦❝✐❡

1

ϕ(u)
✱ ❡t q✉✐ ❡st ✐❝✐ ❤♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s✳

❉❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❝♦♠♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❣r♦ss✐èr❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❡t ❞ér✐✈❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u 7−→ e −u

❡♥ u 7−→ − e u ✭❢❛✉①✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ u 7−→ − e −u ✭❡①❛❝t✮✳

✹✳❜✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st tr❛✐té❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠✐♥♦r✐té ❞❡ ❝♦♣✐❡s✳

✺✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ très ❢❛❝✐❧❡✱ tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

✺✳❜✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✜♥❛❧ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞✬❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡s ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❢❛✐t ♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t✳

✻✳ ■❧ ② ❛ tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ 2x− 1 ❡t
1

2x− 1
✱ ❡t ❧❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ♦♥t été ét♦♥♥és ❞❡ ❧✐r❡

q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
1

2x− 1
✱ ❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs

1

2
✱ ❡st 0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝✬❡st✱ ❜✐❡♥ sûr✱ +∞✳

✸



P❛rt✐❡ ■■■

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■■■ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ H(x) ❧♦rsq✉❡ x t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❈❤❛s❧❡s✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ❞❡♥s✐té ❡t ❞❡s ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥ts✳

▼♦✐♥s ♥♦♠❜r❡✉① s♦♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ■■■✱ ❡t ✐❝✐ ❛✉ss✐ ❛✈❡❝ tr♦♣ ❞✬✐♥✲
s✉✣s❛♥❝❡s✱ ❞✬❡rr❡✉rs ❡t ❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s✳

✼✳❛✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❜❧❛❜❧❛s ❡t ❞✬❡rr❡✉rs✱ ✐♥✈♦q✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡①✐té ♦✉ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❧✐♠✐tés✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

✼✳❜✳ ▲❡s ❝♦♣✐❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✐❝✐ tr♦♣ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r ♦✉❜❧✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛r✐té ♦✉ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

■❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t é❝❛rt✲t②♣❡✱ ♦✉ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ x ❡t
1

x
✳

✼✳❝✳✱ ❞✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s ♥✬♦♥t été ❛❜♦r❞é❡s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠✐♥♦r✐té ❞❡ ❝♦♣✐❡s✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❛❧♦rs ❝♦rr❡❝t❡✳

✼✳❡✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ❢❛❝✐❧❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ② ❛ tr♦♣ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ à ♣r♦♣♦s ❞❡s
❜♦r♥❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳

✽✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♥✬❡st ♣❛s ♣♦✉ssé ❛ss❡③ ❧♦✐♥
❡t ♣❡✉ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡①❛❝t✳

✽✳❜✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ un+1 − un ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡
❣é♥ér❛❧ un✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ té❧❡s❝♦♣❛❣❡ s✉r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

✽✳❝✳ ◗✉❡st✐♦♥ ♣❡✉ s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t tr❛✐té❡✳

✾✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❛ q✉❛s✐♠❡♥t ❥❛♠❛✐s été ❛❜♦r❞é❡✱ ❡t ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧♦rs
s♦✉✈❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s✳

P❛rt✐❡ ■❱

▲❛ ♣❛rt✐❡ ■❱ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉tôt ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳

✶✵✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✱ s♦✉✈❡♥t tr❛✐té❡✳

✶✶✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❝♦✉rs s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❆r❝t❛♥✱ ❡t s♦✉✈❡♥t tr❛✐té❡✳

✶✶✳❜✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st q✉❡❧q✉❡❢♦✐s
❢❛✉①✳

✶✷✳❛✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✳ ◆❡ ♣❛s ♦✉❜❧✐❡r ❞❡ ❝✐t❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉ ♠♦✲
♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✳

❉❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♣✐❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

✶✷✳❜✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t tr❛✐té❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❡ ❡st ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t ❛❜♦r❞é❡✳

✶✷✳❝✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡✱ ❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❡✉ tr❛✐té❡✳

✶✷✳❞✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡✱ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦rr❡❝t❡✳

✹



▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s✬❡st ❛tt❛❝❤é❡ à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ s✉❥❡t ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊❈❙✱ ♣r♦❣r❡ss✐❢
❞❛♥s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❞❡ ✈❛❧♦r✐s❡r ❧❡✉rs ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ✿
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉rs✱ ❛♣t✐t✉❞❡ ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡✱
♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ é❝r✐t❡ ❡t q✉❛❧✐tés ❞❡ s②♥t❤ès❡✳

▲❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ♦♥t ❡st✐♠é q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s✉❥❡t✱ ❡①❡♠♣t ❞✬❡rr❡✉r ❞✬é♥♦♥❝é✱ ❞❡ st②❧❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❧❡ttr❡ ❡t à ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ très ré❞✐❣é✱ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❣r❛❞✉é❡✱
❝♦✉✈r❛♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡①✐❣✐❜❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛♥♥é❡s✱ très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ ✈♦✐❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❜✐❡♥ ❝❛❧✐❜ré❡✳

▲❡ s✉❥❡t é✈❛❧✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❡t à s②♥t❤ét✐s❡r✳

❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❛ ♣❡r♠✐s ❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧
❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝t✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s✱ ♣❛r
❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♦✉ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡s✱ ❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉r✭❡✮s ❞❡ s❡ ❞é❣❛❣❡r✳ ▲✬❛♣t✐t✉❞❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t
❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés à r❡❧✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡st✐♦♥s✱ à ❛r❣✉♠❡♥t❡r ❡t à s②♥t❤ét✐s❡r ❢♦♥t
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s très ❜♦♥♥❡s ❝♦♣✐❡s ❡t ❧❡s ❝♦♣✐❡s très ❢❛✐❜❧❡s r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ♦♥t
tr♦✉✈é ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♣✐❡s très ❤étér♦❣è♥❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ❡♥ ❜❛✐ss❡✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♥♦♥ ♣ré♣❛ré✭❡✮s
♥✬♦♥t ♣❛s ♣✉ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✿ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❡①✐❣❡❛✐t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉rs✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♣✐❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♦♥t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ♠♦❜✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧♦rs ❞❡s s❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ✈❛❣✉❡ ❡t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✱ ❡t ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✳

❯♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ sûr❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝♦✉rs ❡t ✉♥ ❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❛ss✐❞✉ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳

❉❡s rè❣❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✳ ❖♥ ❞♦✐t é✈✐t❡r
❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ❛❜✉s✐✈❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ ♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❧❡s ❡♥❝❛❞r❛♥t ♣r♦♣r❡♠❡♥t✱ ❞❡ sé♣❛r❡r ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦✐✈❡♥t ✜❣✉r❡r s✉r ❧❛
❝♦♣✐❡✳

▲✬é✈❡♥t❛✐❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ♥♦t❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé✱ ❡t ❧❡ s✉❥❡t ❛ ❥♦✉é ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s♦♥ rô❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳

❆✉ ❜✐❧❛♥✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛t✭❡✮s ♥✬♦♥t ♣❛s été s✉r♣r✐s✭❡s✮ ❡t ❧❡ sér✐❡✉① ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ré❝♦♠♣❡♥sé✳

▼♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬é♣r❡✉✈❡ ✿ ✯✯✳✯✯ ✴ ✷✵✳

✺


