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Préliminaires

1 . a .  J u s t i f i e r ? p o u r t o u t n e  N :  t ^  
! 2  r 1 r, ,e- ,  : ,_*9"o 

\p  )

b. Montrer que, pour tout n € lN, l'intégrale [** ,'"-" dtest converge'te.
J _oo

2. En déduire que, pour tout polynôme p de R.[x], l ' intégrale [** o(r)" 
.r 'dt 

converge.
J - æ

on ac lmet  dans tout  le  problème :  [ t *  " - ' "  d t :  J i ..  
J *

On note, dans tout le problème, pour tout n € N : In : [-* { e-t' <].t.
J _ *

3.a. Établir,  à I 'aide d'une intégration par part ies, pour tout n e D{ : I  
n* 7'

n + 2 :  
2  

t " .

b. Nfontrer, pour tout p € N : I2o,,y :0.

c. N{ontrer, pour tout p € N : I, 
(zP)l

2p :  
Z2ppl .V1T'
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2.

I Recherche d'extrémums locaux pour une fonction de deux variables réelles

On notc F : IR2 ---+ IR I'application définie, pour tout (r,A) e IR2, par :
1  r -+ -

F ( r . a ) :  
{ ,  J  , _ f t _  

x ) 2 f t - u ) 2 e " , l t .

1 .  M o n t r e r ,  p o u r  t o u t  ( r , y )  e  R 2 :  F ( r , y \ :  
l *  ) U ' '  

* 4 t : y * , s 2 ) + r 2 u 2 .

2. Calculer les dérivées partielles premières de F en tout point (r, g) de IR2, et en déduire les trois
poirrts critiques de ,F.

3. Déterminer les extrémums locaux de ,F. En chacun de ceux-ci, préciser s'il s'agit d'un minimum
local ou d'un maximunr local, et préciser la valeur de F en chacun de ces points,

II Calcul d'intégrales dépendant d'un paramètre

f + r n  ^  f  l c o

1. Montrer que, pour tout r € IR, les intégrales / sin(r l)e-t 'df et I  tcos(rt) s-t 'cU convergent.
J o  J o

On note S : R -+ IR et C : lR --+ R les applications définies, pour tout r € IR, par :

r+ -  . ,  f * *
S( . r ' )  :  /  s i r r ( r t ;e - "  d /  eL  C1r ;  :  I  t cos( r t ) " - "  d l .

J o  J o

É t u b l i . ,  p o u r t o u t a € l R . e t  t o u t  À  e  R  :  l s i n ( a + À )  - s i n a - À c o s a l  a  +
On pourra utiliser I'inégalité cle Taylor-Lagrange.

l)rinronrrt 'r. porrr rorrt r e IR : 
'ç('r + hI- ^9(r) - ce) ---+ 0.

h ,  ' à - " + o

En décluirc que S est dérivable sur IR et que, pour tout r € IR, S'(r) : "\r).

À I 'uit l" cl 'urre intégration par prart ies, établir,  pour tout r € IR : C(r):;  - 
i trrr.

III Obtention d'un développement limité

l. Montrer que, pour tout r € IR, l ' intégrale 
[-* ;*e-" 

d, converge.
J _ c n  r  -

r+oo 1

on note g : IR --+ lR I'application tléfirrie, pour tout r € IR, par : g(r) : 
J _,_ * Ftr 

e-" dt.

2 . a .  M o n t r e r ,  p o u r t o u t u e  [ 0 ; + o o [  :  0 (  ( 1  - ,  + u ' ) -  
1 |  

( u 3 .

b .  E n d é d u i r e ,  p o u r t o u t r € I R : 0 (  / * - ( t  _  r 2 t 2 + r 4 t 4 ) "  " d t _  g ( r \ <  
t t f r u .

' - . , / - . - t '  ' Y \ * ' / \  
8  

- '

3. Mclntrer que g adrnet un développement limité à l'ordre 5 en 0, et former ce développement limité

3.a.

b.

4.a.

b .

c .

I\{ontrer, pour tout r € IR , z"} S(r) : 
fo" 

"4 at.

En  dédu i re ,  pou r  tou t  r  €  IR . :  S ( r )  :  ! " -4  
fo "  

"4  a t  e t  C ( r ) : ; - i " -4  
I r "  

" *  a r .
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IV Nature d'une série

1. Montrer que, pour tout p € N, l ' intégrul" /*- - I:-e-".it converge.*  
J  - *  t '  +  (2P) l

o r r  no te ,  por r r  to r r l  p  €  N :  ? rp  :  [ ' *  u+=e. "  r l l .
J  _,  f 'z  + (2p) l

2 .  M o n t r e r , p o u r t o u t p € l l \ { :  0 ( u z (  
h

En déduire que la série de terme général u, est convergente.

Pnogl,ÈnnB II

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par I, ,  Ia matrice unité de M"(C).

O n c o n s i d è r e L l n n - u p l e t  ( a o , a t , . . . , a n - t )  d e C " e t l e p o l y n ô m e P : X n + r i ,  r X ' - t + " ' * a 1 X * a s .

0  " '  0  - n o

1  " .  ( 0 )  :  - o r

On note C la matricr', de M,,(C) dé{inie par C :

0  " '  0  1  - a , - l

On dit que C est la matrice compagnon du polynôme P.

On  no te  Bo :  (e t , . . . , €n )  l a  base  canon ic lue  de  C" .

On note id I'application identité de C" et on appelle / I'endomorphisme de C" tel que C soit la
matrice associée à / relativement à la base 60.

On note ,f0 : id et, pour tout entier naturel k, fr* '  :  Tk o f .

1.a. Exprimer, pour tout z € [1;n - 11, f (e) en fonction de e.;11.

b .  E n d é d u i r e  :  V  j  €  [ 1 , n  - 1 i .  f i ( e r ) : p i + 7  e t  / " ( e 1 )  -  - ( o o " r * a 1 e 2 + ' . ' +  a n - t € r , ) .

2 .  S o i t  g  l ' e n d o m o r p h i s m e  d e  C ' d é f i n i  p a r  g :  f " + a n - t f n - l + . . . + a 1 l + o s i d .

a. Vérif ier :  g(e1) : 0.

b . M o n t r e r  :  V i € N ,  g o f i : T i o g .

c .  E n  d é d u i r e  :  V i  e  [ 1 ; n l ,  g ( e r ) : 0 .

d. Montrer que le polynôme P est annulateur de I'endomorphisme /.

ATtpl i ,cu,t i ,on 1 : Déterminer une matricr: Ae Ms(C) tel le que A5 : A3 +2A2 +Is.

e. Étublir que toutes les valeurs propres de C sorrt cles racines clu polynôme P.

3 1 4



3 .a .  So i t  Q :ao*a1X+ . . .+  en - tXn - r  un  po l ynôme non  nu l  e t  de  deg ré  i n fé r i eu r  ou  éga l  àn  -  1 .
On note Q(/) I 'endomorphisme de O" défini par 8(/) :  ao id * arf + " '  + ù, r[n-r.
Calculer Qff)@).

b. En déduire qu'il n'existe pas de polynôme non nul, de degré inférieur ou égal à n - 1 et
annulateur de /.

c. Soit À une racine du polynôme P.
I l  existe donc un unique polynôme n e A[X] tel que p : (X - À)Ë.
Vérif ier que (/ - À id) " ,q(/) :  0, où 0 est I 'endomorphisme nul de C".

d. Conclure que toutes les racines du polynôme P sont des valeurs propres de C.

4.a. Montrer que, pour tout nombre complexe r, la matrice (C - rI") est de rang supérieur ou égal
à n - 1. En déduire que chaque sous-espace propre de C est de dimension 1.

b. En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux à deux distinctes,

6. On note B : tC la matrice transposée de C.

a. Montrer qu(l) pour tout nombre complexe I, la nratrice (B - tI") est inversible si et seulement si
la nratrice (C - t I,,) est inversible.

En déduire que les nratrices B et C ont les mêmes valeurs propres.

Soit À une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé à À.

On suppose que le polynôme P admet n racines Àr,.. . ,  À,, deux à deux dist i Montrer que

5.a. Appti,cation2 : Montrer que ra marrice ^, : 
f: 

j 
S 

j) ." Mo$)est cliagonalisable

) :  : l '1 ,
b.  Appl i ,u t t i ,on3:  Montrerquelamatr iceor :  

l l  1  3  l  la" , , tz r tc)  
n 'estpasdiagonal isable.

\o o 1 2J

b .

c .

d .

B est cliagonalisable et en déduire que la matrice V :

7. Soit E un Oespace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres Ft,. .  . ,  p,, deux à deux dist inctes.
L'endomorphisme u est donc diagonalisable et on note t :  (et,. . . ,€n) une base de E constituée
de vecteurs propres de u respectivement associés à pr,. . . , ltrn.

a .  So i t  a :  € r  *  ez  *  . . . *  e  , .  Mon t re r  que  l a  fam i l l e  Bo :  (a ,u (a ) , .  .  .  , un -7  (o ) )  es t  une  base  de  .8 .

b. Montrer qu' i l  existe un polynôme Pr : X" +bn-tX"-r +. .  .+ hX + ô6 tel que la matrice associée
à u relativement à la base Bo -- (o ,u(a), .  .  .  , 'un-1 (a)) soit la matrice compagnon du polynôme Pr.

1
À 1

À?

)?-'

1
I

^2
t 2A2

:
r  n -  l
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