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PREMIER PROBLEME

On considerce 'application

In(l1+z)
_ ——t 8 >0
fi]0;400] — R, 7+ f(z)= r
1 si r=0.
Partie T

Etude de 'application f

1. Montrer que f est continue sur [O ; +oo[.
2. On considere 'application

A 0,40 — R, mh—aA(m):I%—ln(l—kx).

a. Montrer que f est de classe C' sur |0; +00| et que, pour tout z € [0; +oo[, f(z) =

1 . . .
b. Montrer que f admet —g comine limnite en 0 & droite.

c. Démontrer que f est de classe C* sur {;+o0][ et préciser f/(0).
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d. Dresser ie tableau de variation de A.

En déduirc que f est strictement décroissante sur [D ; +oo[.

e. Déterminer la limite de f en +o00.
3. On considere 'application

3% 4 2

B:[0;+00] — R, 2+ Bla)=— arae

+ 2 In{l 4 ).

a. Montrer que f est deux fois dérivable sur ]U ; +oo[, et que, pour tout x € }{] ;00 [,

b. Dresser le tableau de variation de B.

En déduire que f est convexe sur ]0;+oo[,

4. Tracer allure de la courbe représentative de f.

Partie 11

Un développement en série

1. Montrer, pour tout ¥ € N et tout £ € [(): 1] :

)Nuf’\’}l

“Z( D+ T it

2. En déduire, pour tout N € N et tout z € [0; 1] :
N (___1)k$k+1
P k+1
N+1 gN+1

ol on a noté Jylz) = /’I et e dt.
6 1+¢

In(l +x) = + Jn(x),

N2

NT2

3. Etablir, pour tout N € N et tout « € [0:1] : |In(z) €

, ) -1 n--1 :L.n
4, FEn déduire que, pour tout z € [U; 1], la série Z L converge ct que :

i
nzl

- U
N n=1 &
Partie ITI
Ega]ité d’une intégrale et d’unc somine de série
1. Montrer, en utilisant le résultat de IL3., pour tout ¥ € N et tout x € [U : 1] :
N

‘f( ) (_1)k$k| mN{l
] — ~| & .
— k+1 N+2
( 1)71, 1 0 n 1
2. Mont 1 — ) : =
oltrer que la série Z 2 converge et, que [ j(SC Z ’.’l2

2l
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fiw) = 2%




3. Montrer, pour tout N € IN* :

el A R -

Foo p
1
4. On admet que Z ol % Montrer : flae)dx = T,
oy 0

Partie IV

Recherche d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réelles

Onnote F : ]0;400] — R, xM}"(m)zfzf(t)dt
et G ]U;+oo[2 — R, (z,y)— G(z,y) = Flay) - F(x) - F(y).

1. Montrer que G est de classe C? sur ]O oo [2.

Exprimer, pour tout (z,y) € }0 ; +oo [2, les dérivées partielles premiéres et secondes de GG en (z,y)

en fonction de z, y, f(x), fly), flzy), f(2), f{y), ['(zy).
2. Etablir que G admet (1,1) comme unique point critigue.

3. Est-ce que G admet un extremum local 7

DEUXIEME PROBLEME

On note n un nombre entier fixé supérieur ou égal 2, F le sous-cspace vectoriel de ]R[X] constitué des
polyndmes de degré inférieur ou égal 4 n et B= (1, X, ..., X") la base canonique de E.

Partie 1

Etude d’un endomorphisme de F

1. Montrer que, pour tout polynéme P de E, le polynome ([Xg— l)P)” est élément de F, ot ((X*- l)P)”
désigne le polyudme dérivée seconde de (X% — 1} P.

On note ¢ : E — E Tapplication qui, & tout polynéme P de E, associe ¢(P) = ({X? — I)P)”.
2. Vérifier . ¢(1) =2, ¢(X)=06X.
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

4, Calculer ¢(X*) pour tout k € {0,...,n} et écrire la matrice A de ¢ dans la base B.
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1.

a. Montrer que ¢ admet n + 1 valeurs propres denx a deux distinctes que I'on notera Ag, Ar,..., A,
avec Ap < Ay < - < A,

b. Est-ce que ¢ est bijectif ?

¢. Montrer que ¢ est diagonalisable et déterminer, pour tout k& € {8,...,n}, la dimension du sous-
espace propre de ¢ associé a Ay .

Sotent & € {0,...,n} et P un vecteur propre de ¢ associé¢ & la valeur propre Ay .

a. Montrer que le degré du polyndme P est égal & k.

b. Montrer que le polynome @ défint par Q(X) = P{—X) est un vecteur propre de ¢ associé 4 A .

En déduire qu'il existe unc unique base (£, 1A,..., P,) de E constituée de vecteurs propres de ¢

telle que, pour tout k € {0,...,n}, P; est un polynéme de degré k, de coefficient dominant égal 4 1

et vérifiant Pi(—X) = (—=1)*Pu(X).
Que peut-on en déduire sur la parité de P, 7

Calculer 7%, P, P, Pi.

Partie II

Un produit scalaire sur E

1
Montrer que Papplication @ (P, Q) — (P| Q) = / (1 —2®)P(2)Q(x)dz est un produit scalaire
-1

sur F.

On munit dorénavant E de ce produit scalaire noté (. ].)-

2,

a. A laide d’intégrations par parties, établir que ¢ est un endomorphisme symétrique de F.

b. Montrer que la base (%, ,..., F,) de F obtenue & la question 1.7 est orthogonale.

Soit j & {1,...,n}.

3.

a. Montrer que pour tout polynéme S de degré inférieur on égal & j — 1, ona: (S|F;) =0.
b. En considérant (1 |7%), montrer que P; ne garde pas un signe constant sur U'intervalle ] - 1; 1

¢. En déduire que P; admet au moins, dans l'intervalle ] -1, l[, unc racine d’ordre de multiplicité
impair.

On note {x;....,Zn,} Uensemble des racines d’ordre de multiplicité impair de P; appartenant a
I'intervalle } —1: Zi.[ et Sy = (X — 2 ) (X —ax) - (X —2).

a. Justifier : m < 4.

b. Montrer que le polyndme S, FP; (produit des polynomes S, et P;) garde un signe constant sur
I'intervalle ] —1; l[.

c. En considérant (5., | F;). montrer que m = j.

d. En déduire que P; admet j racines simples réelles toutes situées dans Uintervalle ] - 1; 1[.
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