CoNCcOURS ESCP 2024, CORRECTION

ECT2 23/24

EXERCICE 1

1. (a) Pour tout ¢ de ]0,4+o0[, on a :

/ _ -1 -Vt
W(t) = 5 \/ie .
Remarque : I'énoncé sous-entend que la fonction h est dérivable sur |0, +oo[ ¢’est la raison
pour laquelle nous n’avons pas justifié la dérivabilité; mais il n’est pas difficile de le faire : la
fonction ¢ — —+/t est dérivable sur |0, +oo[ et & valeurs dans | — oo, 0[, ensemble sur lequel
la fonction exponentielle est dérivable. Donc, par composition, la fonction h est dérivable
sur ]0, +o0[.

(b) Pour tout y de ]0,+o00[, on a (¢f question précédente pour 'obtention d’une primitive) :

Y YoVt Yy
= _ = |— -Vt = — VY _ (— 4 = — VY 0 _ _o=V¥
/Og(t)dt /0 Wi dt { e }o e ( e ) e + e e + 1.

On a obtenu :

y
/ g(t)dt = —e V¥ 4+ 1.
0

Remarque : on sort du cadre usuel de la ECT ici car la fonction h n’est pas continue par
morceaux, en effet :

e~ Vit
lim g(t) = lim = 400
t—0+ t—0t \/i
car lim e Vi=1 (par composition) et lim Wt=0 par valeurs supérieures.
t—0+ t—0+
Ce qui fait que la démarche précédente n’amene <pas de probléemes est que 'on a :
Yy —\/E Y
lim ¢ dt = lim {—e_\ﬁ} = lim —e_\/g—(—e_\/g) = lim —e VV4e Ve = —e VU4,
=0t Jo 2/t e—0t e &0t e—0t

2. e Pourtouttde]—oc,0],ona: f(t)=e* > 0et, pour tout t de J0, +oo[,ona: f(t)=0 >0.
Donc, pour tout ¢t de R, on a: f(t) > 0.

e La fonction f est continue sur R éventuellement privé de 0 (car coincide avec la fonction
exponentielle -qui est continue sur R- sur | — 0o, 0[ et constante sur |0, +o00f).
+oo
e Comme la fonction f est nulle sur |0, +oc[, 'intégrale f(t) dt converge si, et seulement
o0

0 oo 0
si, I'intégrale / f(t) dt converge, auquel cas, on a : f@)dt = / f(¢)de.
—o0 —o0 —o0

Or, pour tout B de | — 00,0[, on a :

0 0
/f(t)dt:/etdtz[et]%:eo—ele—eB.
B B

Comme lim e®=0,ona: lim 1—eP =1, ce qui permet de conclure que 'intégrale

B——o0 B——o0
0 0
/ f(t) dt converge et que l'on a : / f®)dt=1.

Par conséquent, I'intégrale f(t)dt converge et on a :
o0

F&)dt =1.

Avec les trois points précédents, on peut conclure que :

‘ f peut étre considérée comme une densité de probabilité. ‘




3. (a) Supposons z > 0. On a alors :

Fet) = [ roa= [ Ooof<t>dt+ /

0dt.
N
=0

0
Or, dans la question précédente, on a vu que 'intégrale / f(t)dt était convergente et
—0o0

égale a 1. On a donc bien, dans le cas x > 0 :
Fx((E) =1.

(b) Traitons le cas z < 0. On a alors :

@) = [ oL

/ et dt

X
= lim el dt
B——oco /B
— 1. t xT
L
= lim e®—¢Pf
B——o0
= e
On a obtenu, dans le cas < 0 :
Fx(z) =€".
e s x<0
Remarque : on a finalement, pour tout « de R, Fx(z) = { 1 si 230"

4. (a) On a, pour tout z de R :
G(z)=P(-X < z) = P(X > —2) =1 — Fx(-x).

On a obtenu, pour tout x de R :

|G(x) =1 Fx(-2).|

(b) Soit  un réel. D’apres la remarque de la fin de la question 3., on a :

F(—z) = e s —z<0 [e® s x>0
x\=%) = 1 si —2>0 1 si <0

D’ou, d’apres la question précédente :

1—e™® si x>0 1—e™ si x>0
G(m):l—FX(—a:)Z{ 1-1 s z2<0 :{ 0 si =<0

Par conséquent, G coincide avec la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit
la loi exponentielle de parametre 1, donc :

th suit la loi exponentielle de parametre 1. ‘

1
(¢) e D’apresla question précédente, —X admet une espérance, donnée par: E(—X) = 1= 1.

On en déduit, par linéarité de ’espérance, que 'on a :
—-EX)=1

donc :

X admet une espérance, donnée par : E(X) = —1. ‘




1
e D’apres la question précédente, —X admet une espérance, donnée par: V(—X) = = 1.
Or:

donc :

‘X admet une variance, donnée par : V(X) = 1. ‘

5. (a) D’apres la formule de Huygens, on a : V(X) = E (X?) — (E(X))*. Dot avec la définition
de Y et la question précédente :

EY)=E(X?)=V(X)+(EX)*=1+(-1)*=2.

On a obtenu que :

‘Y admet une espérance, donnée par : E(Y) = 2. ‘

(b) Il est clair que 'Y est a valeurs dans [0, 400[. On en déduit que, pour tout y de | — oo, 0],

—X2
| Fy(y) = P(Y < y) = P(2) = 0.

De plus :
F0)=PY<0)=P <X2 < O) =P (X2 = 0) =P (X =0)=0 (car X est une variable aléatoire & densité).
Il nous reste a traiter le cas y > 0. On a alors :

Fy(y) = P <y)
= P(X*<y)
= P (\/ﬁ < \/§> (par stricte croissance de la fonction ¢t — v/t sur [0, +00])
= P(X|<Vy)
- P-X<Vi) ()
= G\VYy)
= 1—e Y (car Vy > 0).

Détail de (*) : une densité de X est f qui est nulle sur |0, 4+00], donc on peut supposer que
X est & valeurs dans | — 0o, 0], c’est-a-dire & valeurs négatives.

Finalement :
0 i <0
Fy est la fonction définie, pour tout y de R, par Fy (y) = { | — ¥ zi ;‘j ; 0
Remarque : on peut aussi conclure en constatant que ’on a :
Py(y)=..=P(X<\y)=P(X 2y =1-Fx(—y)=1-e V" (—/y<0)

(¢) Vu sa définition, la fonction Fy est dérivable sur R éventuellement privé de 0 (¢f question
1.(a) pour la dérivabilité y — e~v¥ donc de f sur ]0,+oc[). La fonction Fy est donc
continue sur R éventuellement privé de 0 et comme :

lim Fy(y) = lim 0=0
y—0— y—0—
1 = 1 — _\/'1“7 = — =
yli)%l+ Fy (y) ylggh 1—e 1-1=0
Fy(0) = 0



la fonction Fy est aussi continue en 0.
Remarquons que, pour tout y de R*, on a :

FL) 0 si y<0 0 si y<0O
v\y)= 1 . = VY .

0—<—me ﬁ) si y>0 CQﬂ si y>0
Donc la fonction Fy, est continue sur R éventuellement privé de 0 (la fonction y — e V¥
est continue sur ]0,4+oo[ car dérivable et la continuité de Fy sur ]0,+oo[ en découle par
quotient).

On peut donc conclure que :

‘ Y est une variable aléatoire & densité et qu'une densité de Y est la fonction g. ‘




EXERCICE 2

1. (a)

Commencons par expliciter A%2. On a :

31 1 3 1 1 9+1+4+2 3+3+2 3+1+4 12 8 8
A2=11 3 1 13 1 |=|3+3+2 1+9+2 1+3+4 |= 8 12 8
2 2 4 2 2 4 6+2+8 2+6+8 24+2+16 16 16 20
D’oit :
12 8 8 3 1 1 12 8 8 24 8 8 -12 0 0
A% 84 = 8 12 8 -8 1 3 1 = 8 12 8 — 8 24 8 = 0 —12 0
16 16 20 2 2 4 16 16 20 16 16 32 0 0 —12
Or, avec a = —12, on a :
100 -12 0 0
al=-12( 0 1 0 | = 0 -12 0
0 0 1 0 0 —12
donc :

avec a = —12, on a : A2—8A:al.‘

D’apres la question précédente, on a :
A? —8A =121 dou A(A—8I)=-12I
-1
don —A(A-8I)=1
ou o3 ( )

-1
o Al —(A-8I))| =1
d’olt <12( 8))

Donc A est inversible et on a :

. . 3.1 1 100 (51
,4*1:5(,4*81):1—2 3 1 ]-8[0 10 -1 1 -5 1
2 2 4 0 0 1 2 2 -4
On a obtenu que :
(1
A est inversible, d’inverse A™! = — 1 -5 1
2\ 2 2 4

D’apres la question (a), on a: A% —8A+ 12 = 044 (R)> donc le polynome X2 -8X +12est
annulateur de A. Les racines de ce polynéme sont donc les valeurs propres possibles de A.
Déterminons les :

Le polynéme X2 — 8X + 12 est de discriminant :

A=(—8)2—-4x1x12=64—48=16 >0
donc il admet deux racines qui sont :

—(—8)—\/16_8—4_%_2 ot —(—8)+\/16_8+4_E_6
2x1 T2 T2 2x1 D

Finalement, on peut conclure que :

’ les valeurs propres possibles de A sont 2 et 6. ‘




AX =6X

Par conséquent :

2. (a) Pour tous réels x et y, avec X =

!

!

, on a les équivalences :
3 1 1 T T
1 3 1 y | =61y
2 2 4 2 2
3r+y+2 6z
r+3y+2 =| 6y
2 4+ 2y + 8 12
3 +y +2 = 6x
z +3y +2 = 6y
2z +2y 48 = 12
-3z +y +2 = 0
r =3y +2 = 0
2z +2y = 4
—3r 4y = -2
r =3y = —2
20 42y = 4
r =3y = -2 L1+ Ly
—3x —|—y = =2 L2 < Ll
2r +2y = 4
r =3y = =2
—8y = —8 Ly Ly+3L4
Sy = &8 L3 — L3 — 2L1
r—3y = -2
y = 1
y = 1
r—3 = =2
y = 1
r = 1
y = 1

I’équation AX = 6X d’inconnue X

(b) On a:

et :

1 3 1 1 1 2
-1 =11 31 -1 | =1 -2
0 2 2 4 0 0
1 3 11 1 2
-1 2 2 4 -1 -2

1 1

Al 1 | =6(1

2 2




et d’apres la question précédente, on a :

1 2 1
Al -1 | = -2 | =2 -1
0 0 0
1 1
Comme de plus les matrices | 1 | et —1 | ne sont pas nulles, on en déduit que la ma-
2 0
1 1
trice | 1 | est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre 6 et la matrice [ —1
2 0

est un vecteur propre pour A associé a la valeur propre 2.
En particulier les réels 2 et 6 sont des valeurs propres de A. Comme ce sont les seules

possibles (¢f question 1.(c)), on peut conclure que :

‘les valeurs propres de A sont 2 et 6.

e On a:
1 1 1 1 1 1 1+41+2 1—-3+2 1+1-2
PQ = 1 -1 O 1 -3 1 = 1-14+40 1+3+0 1—-1-0 =
2 0 -1 2 2 =2 2+0-2 2—-0—-2 24+0+2

On a obtenu :

40 0
PQ=|0 4 0 | =41
00 4

1
e D’apres le point précédent, on a : PQ = 41, donc : ZPQ =41, donc :

p(la)-1

ce qui permet de conclure que :

1 1 1 1
P est inversible, d’inverse Pt =-Q=-| 1 -3 1
4 4
2 2 =2
e Ona:

3 1 1 1 1 1 6 2 2

AP = 1 3 1 1 -1 0 = 6 -2 0
2 2 4 2 0 -1 12 0 -2

et :

1 1 1 6 0 0 6 2 2

PD = 1 -1 0 0 2 0 |= 6 —2 0
2 0 -1 0 0 2 12 0 =2

e D’apres le point précédent, on a : AP = PD. Comme la matrice P est inversible (cf
question (a)) et la matrice D est diagonale, on peut conclure que :

la matrice A est diagonalisable.

S O =~

O =~ O

- O O



(c) Notons P, la propriété <A™ = PD"P~!

de N, P, est vraie.
Initialisation :
On a:
PD'P'=pPIP ' =PP =1
donc P, est vraie.
Hérédité :

> et montrons par récurrence que, pour tout n

Soit n un élément de N. Supposons que P, est vraie et montrons que P, est vraie. On a :

PDD"P!
= APD"P~! (d’aprés la question précédente)

= AA"™ (car P, est vraie)
AnTL

PDnJrlel

Donc P41 est vraie (lorsque P, l'est).

Conclusion :
Pour tout n de N, P, est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N, on a :

| A" = ppp1 |
(d) Soit n un élément de N. On a :
A" = PD"P~! (dapres la question précédente)
11 1 6 0 0\", /1 1 1
= 1 -1 0 0 2 0 -1 -3 1 (d’apres la question (a))
2 0 -1 0 0 2 2 2 =2
1 1 1 1 0 1
= 1 1 -1 0 1 -3 1 (car D est diagonale)
2 0 -1
1 1 1 1
= -1 -1 0 —3 2n 2n
2 0 -1 2. 2" 22" =227
1 6" + 2™ +2.27 —3.2" 422" 6" 42" —2.27
= 2 6" — 2" 6" +3.2" 6" — 2"
2.6™ —2.2™ 2.6™ —2.2" 2.6™ +2.2"
1 6" +3.2" 68,27 6" — 2"
= 2 6" — 2" 6™ +3.2" 6" — 2"

2.6" — 22" 26" —2.2" 2.6"+2.2"
$(6"+3.2") (6" -2 (6™ —2m)
1 (6™ —2m) 1 (6" +3.2") 1 (6" —2m)
(2.6 —2.27) 1(2.6™—227) 1(2.6"+2.27)

1 1 1
4 4 4

Donc la derniére colonne de la matrice A™ est égale a :

(6™ —2m) 7 (3 x2)" — 2%)
1(6m —2m) = 3 (3x2)"—2m)
1 (2.6™ +2.2m) 77 (2.(3 x 2)™ +2.27)
(3" x 2m —2")
= | perxe o2
25 (2% 3" x 2" +2.27)



L@ -1
— 2 3n71
= (2.3" 4+ 2)

1)

1)

2n 2 3n_
— on— 2 3n_
2"72 (2 (3"+1))
3" -1
_ 2n72 3n 1
2(3" + 1)

On a bien obtenu que, pour tout n de N, la derniére colonne de A™ vaut :

3" —1
2n—2 3n 1
2(3"+1)
Le premier jour, Lucile lit un livre de dinosaures. Donc :
C1 P(Cl) 0
Xi=|m |=| PP) | =] 0
dq P(Dy) 1

La formule des probabilités totales utilisée avec le systéme complet d’événements (C,, Py, Dy,)
permet d’obtenir :

Cn+1 = P(Cn+1)
= P(C,) x Pc,(Cpy1) + P(P,) X Pp, (Cpy1) + P(Dy,) X Pp, (Cpy1)

1 1 1
= n 5 n = dn -
c><2+p ><6+ x & (%)
3

1 1
= 2o 4 =d, + =d,.
6T T

Détail de () : sachant que le jour n Lucile lit un livre de chevaux, la probabilité qu’elle lise

un livre de chevaux le jour n 4 1 est %, d'our : P, (Cry1) = 7
Sachant que le jour n Lucile lit un livre de princesses, la probabilité qu’elle lise un livre de
chevaux le jour n + 1 est %, d’ou: Pp (Cpy1) = 6
Sachant que le jour n Lucile lit un livre de dinosaures, la probabilité qu’elle lise un livre de

1
chevaux le jour n + 1 est o d’ou: Pp, (Chy1) = 6
La formle des probabilités totales, utilisée avec le méme systeme complet d’événements,
permet aussi d’obtenir :

Pnt1 = P(Pat1)
= P(Cyn) x P, (Pat1) + P(Py) x Pp,(Ppi1) + P(Dy) X Pp, (Ppi1)
== ><1+ X}—Fd ><1 (%)
= Cp 6 Pn B n 6
1 3 1
= 667L+6d”+6d"

détail de (xx) : justification similaire & celle donnée plus haut



et encore :

dn+1 = P(Dn+1)
= P(Cy) x Pc,(Dnt1) + P(P) x Pp,(Dpt1) + P(Dy) x Pp,, (Dny1)
X L + pn X L +d, X 2
= Cp > n > n -
3 P73 3
2 2 4
= —cp+ =dp + =dy.
6T TG
Déduisons-en 1’égalité souhaitée. On a :
3 1 1 c
1 1 "
2 2 4 dn
= = Cp + 3pn + dn
2671/ + 2pTL + 4d'ﬂ
% (SCn + pn + dn)
= & (cn 4 3pn + dn)
& (2¢ + 2pn + 4dy,)
Scn+ gdn + gdn
— 1 3 1
2¢n 4 2dy + 2d,
Cn+1
= DPn+1 (d’apres ce que l'on vient de voir)
dn+1
- Xn+1

On a bien obtenu, pour tout n de N* :

1
Xn+1 == EAXn

Remarque : en toute rigueur on devrait traiter le cas n = 1 a part (car P(Cy) = P(P;) = 0).
Vérifions que le résultat obtenu est encore valable dans ce cas.

Comme le premier jour Lucile lit un livre de dinosaure, vu le protocole de l'expérience
aléatoire, on a :

1
&) P(Cs) 6 !
X2 = P2 = P(Pg) = % = 6 1
do P(Dy) 2 4
Or :
3 1 1 0 1
1 1 1
2 2 4 1 4

1
donc : X5 = BAXI’ c’est-a-dire que le résultat obtenu plus haut est bien valable dans le

casn = 1.
Notons @, la propriété <X, = 6"1*1 A" 1X|> et montrons par récurrence que, pour tout
n de N*, @, est vraie.
Initialisation :
On a:
1

1
1-1 _ —
AT X = 11X = X

10



Donc @ est vraie.

Hérédité :

Soit m un élément de N*. Supposons que @, est vraie et montrons que ()41 est vraie.
On a:

1
Xpny1 = BAXn (d’apres la question précédente)
1 1 . .
= 6A o — AT X, (car Q,, est vraie)
1 1
= - —FAA" ¢
6
1
= 61+n Tt AT
= —A”Xl
6n

Donc @41 est vraie.

Conclusion :
Pour tout n de N*, @,, est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N* on a :

Xn =

6n71

(d) e Soit n un élément de N*. On a :

X, = 6”1 (¢f question précédente)
1 0
= — =l (d’apres la question (a))
6 1
1 3 1—1
_ 6n71.2n—1—2 gn—1 _ (%)
3n 1+71
1 3n=t—1
= 22_1.2—2 3t -1
2(3"1 4+ 1)
n—1 3n—l_1
= (2) 2% 3n=t—1
203"t +1)
n—1 3n—1_1
- (1> g1
3 2371 4 1)
-1 n—
@ e
n=1 ron—
= 1| G 67—
(32 @)
n—1 n— n—1
) (3" 3 =(3)
n—1 55— n—1
S @)
n—1 n— n—1
2(()" e ()"
n—1 n—1
) (3x3)" - (3)
n—1 n—1
=L o)
n—1 n—1
2((3x3)" + (")

11



e

I
| =
—
|
—~

Détail de (*) : le produit A"~ !

3n—1 -1
donc est égal & 2712 3n—l -1 d’apres la question 3.(d).
2(3"7 1 +1)
Cn
De plus, X,, = | pn |, donc:
dn

w3 (146) )00,

¢ Ona: 3>1donc: lir}rl 3""! = 400. On en déduit (par somme et inverse) :
n—-+0o0

1
lim 1+ —=1

n—-+4o00 3n—1

donc, avec le point précédent :

. . 1 1 1

12



EXERCICE 3

Partie I)
1. (a) Les numéros pairs de 'urne sont : 2, 4, ..., 2N; c’est-a-dire :
2x1, 2x2, ... , 2xN.
On a donc :

‘card ([1, N]) = N numéros pairs dans l'urne. ‘

(b) e La variable aléatoire X est le numéro de la bille obtenue lors d’un tirage au hasard dans
une urne qui contient des billes numérotées de 1 a n, donc :

‘X suit la loi uniforme sur [1, @

On en déduit que :

X admet une espérance et une variance données par : E(X) = et V(X) =

12

n+1 n?—1

e La variable aléatoire Y prend les valeurs 0 et 1. De plus, d’apres la question précédente,
on a : N o )
P Y frng = — = — = —,
( 0) n 2N 2

Donc, comme la famille ([Y = 0], [Y = 1]) est un systéme complet d’événements :

Par conséquent :

1
Y suit la loi de Bernoulli de parametre 2

On en déduit que :

1 1 1 1
Y admet une espérance et une variance données par : E(Y) = 3 et V(Y) = 5 (1 — 7> =3 X

2. On peut compléter le programme Python de la fagon suivante :

import numpy as np
import numpy.random as rd
def jeu_1(N):

n=2*N
rd.randint (1,n+1)
rd.randint (0,2)
return X+Y

< <
nn

Remarque : ce qui fait que ce programme est correct est que la loi uniforme sur [0, 1] est <la
1
méme chose> que la loi de Bernoulli de parametre 3
3. Comme il y a remise de la bille tirée lors du premier tirage avant de procéder au deuxieme

tirage (et que X est relative au premier tirage uniquement et Y relative au deuxieéme tirage
uniquement) :

‘les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

13




4. Les valeurs prises par X sont 1, 2, 3, ..., n. Les valeurs prises par Y sont 0 et 1. Comme X
et Y sont indépendantes, les valeurs prises par X + Y sont :

1+0, 1+1, 240, 241, 340, 341, ..., n+0, n+1

c’est-a-dire :
1,2,2,3,3,4, ..., n, n+1.

Par conséquent :

I’ensemble des valeurs prises par X +Y est [1,n + 1M

5. (a) e Comme on peut le constater dans la question précédente, ’événement [X + Y = 1] est
réalisé, si et seulement si, les événements [X = 1] et [Y = 0] le sont. On en déduit :

P(X+Y=1) = P(X=1n[Y =0])
= P(X=1)xP((Y =0) (parindépendance de X et Y)
1 1 1
= n><<12) (carX<—>Z/l([[1,n]])etY<—>B<§))
1 1
= — X =
n 2
-1
- 2n’
On a bien obtenu :
1
P(X+Y=1)=—.
(X + = -

¢ A nouveau a partir de la question précédente, on obtient que I’événement [X +Y = n+1]
est réalisé, si et seulement si, les événements [X = n] et [Y = 1] le sont. On en déduit :

P(X+Y=n+1) = P(X=n]Nn[Y=1])
= P(X=n)xP(Y=1) (parindépendance de X et Y)
1

(car X < U ([Lin]) et Y < B (%))

On a bien obtenu :

1
P(X+Y=nt1)=_-.

(b) Comme X (2) = [1,n] (¢f question 1.(b)), la famille ([X = 1],[X =2],...,[X =n]) est un
systeme complet d’événements. Avec la formule des probabilités totales, on en déduit :

P(X+Y =k)

= P(X=1NX+Y=k)+P((X=2N[X4+Y=k)+...4P([X=n]Nn[X+Y =k])

= P(X=1Nn[1+Y=k)+P(X=2Nn24+Y =k)+...+ P([X=n|Nnn+Y =k]) (%)

= P(X=1n[Y=k—-1)+P([X=2INn[Y =k—2]) +P(X=n|Nn[Y =k—n])

= P([X=1nY=k-1D)+P(X=2InY =k-2))+...+P((X=k—-1N[Y =k—-(k-1)])
+P((X=kNY=k—k)+...4+P([X=n]N[]Y =k—n])

= P(X=1n[Y=k-1)+P(X=2INn[Y =k—=2))+... 4+ P([X=k—-1N[Y =1]) (*x)
+P(X =kNnY =0))+...+ P([X=n|Nn[Y =k—n])

14
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=
»

|
ol

|
-

= 1>< + — X

T nT 2 n
1

= 2X —
2n

1

= -

)x P(Y =1)+ P(X =k) x P(Y =0) (par indépedance de X et Y)

@MX¢+UﬂLﬂ)aYW+B<%)

Détail de () : pour tout j de [1,n], les événements [X = jIN[X+Y =k]et [X =j]N[j+Y = k]

sont égaux.

Détail de (xx) : car les valeurs prises par Y sont 0 et 1.
On a obtenu (pour tout k de [2,n]) :

1

Remarques : on aurait pu conclure en constatant que [X +Y = k| est 'union des événements
[X =kN[Y =0 et [X =k—1]N[Y = 1] mais ce n’est pas (tout & fait) la démarche
imposée par I’énoncé.

On a:

PX+Y=1D)+PX+Y=2)+..+P(X+Y =n)+P(X+Y =n+1)

1 1 1 1
—t =ttt
2n n n 2n

————
1 1

2n 2n
141 n-—1

2n n

1 n—1

n n

n

n

1.

Détail de () : ¢f les deux questions précédentes pour les valeurs des probabilités et on a

n+1—2=mn—1 termes égaux a — car la somme contient n + 1 termes et deux de ses
n

termes ne sont pas égaux a —.
n

On a bien obtenu :

On a:

E(X+Y)

On a obtenu :

= FE(X)+ E(Y) (par linéarité de I'espérance)
1 1
= n—2i- + 3 (¢f question 1.(b))
_ n+2
= 5
2
mx+m:”;.

15



Par

conséquent :

. , . n+2
le nombre moyen de points marqués par le joueur est —

(b) Le programme simulation retourne la moyenne de 1000 simulations de la variable aléatoire X,
donc renvoie une valeur approchée de I'espérance de X.

’ C’est bien cohérent avec la valeur numérique obtenue car, avec N =4, ona: n=2 x4 =38,

donc, on a (¢f question précédente) : E(X +Y) = =5 = 5~ 4,939.

8§+2 10
2

Partie II)

1. (a) o

Avant le premier tirage, l'urne contient N numéros pairs et N numéros impairs (cf
question 1.(a)). Sachant que I’événement [X est paire] est réalisé, I'urne contient, au
moment du deuxieme tirage, N — 1 numéros pairs et N numéros impairs. Donc, sachant
que I'événement [X est paire] est réalisé, la probabilité que Pévénement [V = 1] le
soit, ](i;est—é—dire qjl\lf’on obtienne un numéro impair lors du deuxieéme tirage, est égale a

N_1+N 2N_-1
Dot :

N
T ON -1

P[X est paire] (Y = 1)

Raisonnons de fagon similaire pour déterminer Pix est impaire] (Y = 1).

Sachant que 1’événement [X est impaire] est réalisé, l'urne contient, au moment du

deuxieme tirage, N numéros pairs et N — 1 numéros impairs. Donc, sachant que

Pévénement [X est impaire] est réalisé, la probabilité que 'événement [Y = 1] le soit,

c’est-a-dire qu’on obtienne un numéro impair lors du deuxieme tirage, est égale a
N-1  N-1

N—-1+N 2N-1'

D’ou :

_ N-1
2N -—1°

P[X est impaire](Y = 1)

(b) D’apres la formule des probabilités totales utilisée avec le systéme complet d’événements

(X

est paire], [X est impaire]), on a :
P(Y =1) = P(X est paire) X Pix est paire] (Y = 1) + P (X est impaire) X Pix st impaire] (Y = 1)
N -1
= P (X est paire) X SN 1 + P (X est impaire) x SN 1
N -1

= P (X est paire) x s 1" (1 — P (X est paire)) x SN 1"

Déterminons P (X est paire). On a :

P (X est paire) = P([X =2JU[X =4]U...U[X =2N])

P(X=2)+P(X =4)+...+P(X =2N) (x)
1 1 1

= —+—+...+ = (%)
non n
(S

N termes

_ N

on

_ N

- 2N

_ !

= 5

16
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Détail de () : par incompatiblité deux & deux des événements de I'union.
Détail de (xx) : car X suit la loi uniforme sur [1,n] et qu’on a N numéros pairs dans 1'urne.

D’ou :

HY:U:AHX%mmMmg%+PM%mmm@x$:i
= 1>< N +(11>><N_1
272N -1 2) " 2N -1
1 N 1 N-1
= 3¥aN_—1 T2 aN 1
 N+N-1
202N —1)
2N -1
22N -1)
1
= 5
On a obtenu :
1
PY =1)=73.

Avec la question précédente (et les valeurs prises par Y qui sont 1a encore 0 et 1), on obtient
que :

1
Y suit la loi de Bernoulli de parametre 3

On a:

IN(2N — 1)

Détail de () : sachant que I’événement [X = 1] est réalisé, 'urne contient, au moment
du deuxiéme tirage, N numéros pairs et N — 1 numéros impairs (les N initiaux moins

le numéro 1). Donec, sachant que I'événement [X = 1] est réalisé, la probabilité que
Pévénement [Y = 1] le soit, c’est-a-dire qu’on obtienne un numéro impair lors du deuxiéme
N-1 N -1

tirage, est égale a

N_1+N 2N _1
On a obtenu :

P([X:I]O[Yzl}):%.

P(X=1ny=1))-P(X=1)P(Y =1) = mﬁ&in_

N -1

g
»
I

X
b<
I

1 1 1
= 7—ﬁxi (carX‘—>L{(ﬂ1,n]])etY;>B<§))

2N(2N — 1)

N -1 11
S >< —
2N(2N —1) 2N~ 2
2(N —1) 2N — 1
AN(2N —1) 4N(2N —1)

17
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2N —2—2N +1
AN(2N — 1)
-1
AN(2N — 1)

Donc: P([X=1]n[Y =1]))— P(X =1)P(Y =1) #0, donc :
P(X=1nNn[Y=1)#P(X=1)P(Y =1)

ce qui permet d’affirmer que :

‘les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. ‘

3. Le calcul d’espérance effectué dans la partie I (question 6.(a)) est toujours valable car X et ¥
suivent les mémes lois. Donc :

aucune version du jeu n’est plus favorable en moyenne au joueur que ’autre.

18



EXERCICE 4

1. (a) e Vu la définition de la suite (vy,) on a:

neN*?
14+ 1Dvig2—2x1+Dvyp1+1xv3 =0 dout 2v3—3ve4+v; =0
dou  2v3 =3vy — v
d'on 203=3x1-1
d’out  2v3=2
d'on w3 =1.
On a obtenu :

e Avec la définition de la suite (v,) on obtient aussi :

neN*?
(2 + 1)’1}2+2 — (2 X 24 1)1}2+1 +2xwve=0 dou 3vy—5v3+2v=0
d’ou  3wvs = dvg — 209
dou 3vy=5x1-2x1
dou 3vs=3
dou 1wy =1.
On a obtenu :
b) Notons P(n) la propriété <v, =1 et v,.1 = 1> et montrons par récurrence que, pour tout
+
n de N*; P(n) est vraie.
Initialisation :
On a v; = 1 et vp = 1 par définition de la suite (vy,),, ¢y, donc P(1) est vraie.
Hérédité :
Soit » un élément de N*. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que 'on a : v, =1 et
Un+1 = 1, et montrons que P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que 'on a : v,11 =1 et v,40 = 1.
L’égalité v,41 = 1 est déja acquise par hypothese, il reste a établir I’égalité v,,1o = 1. Or,

d’apres la définition de la suite (vy,),cn«, On a :

(n+ Dvpao — 2n+ Dvges +nv, =0 dout (n+ Dvpas = (2n+ Vv — no,
dot (n+1Dvpg2=2n+1)x1—nx1 (car P(n) est vraie)
dot (n+1lvp4e=2n+1-—n
dout (n+1)vppe=n+1

d’ott  wvpqo=1.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion :
Pour tout n de N*, P(n) est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N* on a :

v, =1et v, =1.

(¢) i Ona:

S 5 2N1 N1

oN — SN ;k ;k
11 1 1 1 1 1 1
S R A S R s 2N<1 2t *zv)
1 1 1
- N+1 N+2 v TaN
1 1 1
N N+1+N+2+' +N+N



Or :
1 1 1 1 1 1

> b > b AR ) Z
N+1-"N+N’> N+2~- N+N N+N - N+N
donc, par sommation membre & membre :
1 1 1 1 1
- o

B > b
N+l Nie N+N-N+N " NiN

Comme la somme de droite (et celle de gauche) contient card ([N + 1, N+ N]) =N+ N—-(N+1)+1=N
termes, cette inégalité se réécrit :

1 1 1 1

I SN

N+l N2 T NIN Y NN
—_——
N _1
—2N 2

soit encore, d’apres ce que 'on a vu plus haut :

1
Son — Sy = 5

ii. e Pour tout N de N*, on a :

3
+

L A
Sn—&-lfsn = ZE*ZE
k=1 k=1
_ 1 1 1 1 1 1 1
= 1+2+...+ﬁ+n+1—(1+2+...+n>
_ 1
 on+1

Comme

1 > 0, on peut conclure que :

est croissante.

‘la suite (Sy),,cn-

e D’apres le point précédent la suite (S, ), cy- est croissante. Donc il n’y a que deux
possibilités :
— la suite (Sy,),cy- est de plus majorée, auquel cas elle converge.

— la suite (Sy),cy- D'est pas majorée, auquel cas on a :  lim S, = +oo.
n—-+oo

Supposons que la suite (S,), cn- est majorée. La suite (S,), cy. est alors conver-
gente, notons ¢ sa limite.
D’apres la question précédente, on a, pour tout n de N* :

1
SQn - Sn Z 5 (*)

Or, comme (S,,),cy- converge vers £, on a : nll)rfm S, =/ et nll)rfm Son, = L.
En passant a la limite dans l'inégalité (x) (lorsque n tend vers +o0), on obtient

1
donc : ¢ — ¢ > 2 c’est-a-dire :

0>

DN | =

ce qui est exclu. Donc la suite (S,), oy~ n'est pas majorée, ce qui, d’apres ce que
I'on vient de voir, permet de conclure que 'on a :

lim S, = 4o0.

n—-+oo

20



iii. e Pour tout N de N*, on a

N
Z :
nuv
n=1 n=1

= Sn.

(d’apres la question (b))

Mz
3|

Or, d’apres la question précédente : 11111 SN = +o00, donc :
o0

- [ 1 .
la série de terme général — est divergente.
Nnun

e Pour que X, existe, il faut et il suffit que :

«@
— pour tout n de N*, —2

soit positif
n

‘o ‘g Ay .
— la série de terme général — soit convergente et de somme 1.
noy,

La premiere condition est satisfaite car «, est positif par hypothese. Intéressons-
nous a la deuxieme :

Pour tout N de N*, on a

N N
Yo=Yy
= np —n
1
= Z — (car ay est indépendant de n)
—n
= a,Sn
N
Par conséquent, dans le cas a,, =0, on a : lim X Jim 0 =0 et dans
N ——+oco ot Nnuy, N—+oo
N
le cas a, > 0,0ona: lim Lo _ lim a,Sy = +o0.

N—+o0 1 Ny N—+o0
n=
Donc, quel que soit «,, la deuxieme condition n’est pas satisfaite. Donc :

‘Xv n’existe pas. ‘

e Par définition de la suite (), o+, O0 & :

1
(I4+1Dups2—2x1+Dugy1 +1xup =1In (1 + ) d’ott  2uz — 3us +up =1n(2)

d’ott  2u3z =1n(2) + 3uz —uy
d’ou 2u3:1n(2)+3><1—1
dot  2uz =1n(2)+

1
dot  wug = iln (2) + 1.

On a donc :

us =1+ %hl (2) = <= 1+ %hl (2)+0.In (3)> .
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e Par définition de la suite (uy,), o+, ON & aussi :
1 . 1
(24 Duggo — (2x 2+ Dugg1 +2 X ug =1In <1 + 2> d’ot  3uy — Susz + 2us = In <1 + 2>
241
dou 3us=1In (;) + Bug — 2usg
. 3 1
d’ot  3us =1In (2> +5X (1 + 21][1(2)) —2x1
5
d’ott  3ug =In(3) —In(2) +5+ §ln(2) -2
5
dot  3us =3+ (—1 4 2) In(2) + In(3)
. 3

dot  3us =3+ §ln(2) +1n(3)

1 1
d'ot wg =1+ §1n(2) + gln(S).

On a obtenu :

1 1
ug =1+ 5111(2) + gln(?)).

3. On peut compléter la fonction Python de la maniére suivante :

import numpy as np
def Suite U(N):
u = np.ones(N)
for k in range(1,N-1)
ulk+1]1=1/(k+1)*(np.log(1+1/k) +(2*k+1)*u[k] -k*u[k-1])
return u

On utilise ici le fait que ’énoncé :
N 1
Vn e N*, (n+ Dupte — 2n+ Dupr +nup, =In [ 14 —
n

se réécrit :

1
Vk e N* ) (k4 1ugse =1In <1 + k) + (2k 4+ Dugyr — kug

soit encore :

§ 1 1
Vk eN y Uk42 = k_—|—1 (ln (1 + k) + (2]€ + ].)Uk;+1 - kUk)

et que, pour tout k de [0, N —1], ulk] modélise le terme uj11 (ce qui ameéne <un décalage> sur
les indices des termes de la suite mais pas sur le reste -et n’est donc pas tres aisé a appréhender-).

4. (a) On a:
el (uiy1—u1)
w = —
1
— eu2*u1
— ol-t
1.
On a obtenu :
w1 = 1
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(b) Notons P, la propriété <w, = 1> et montrons par récurrence que, pour tout n de N*, Pn
est vraie.

Initialisation :
On vient de voir que 'on a : wy; = 1, donc P; est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N*. Supposons que P, est vraie et montrons que P,y est vraie.
On a:
e(+1)(Unt2—uni1)

n+1
e(’l’b+1)un+2 —(n+Dunt1

Wn+1 =

n+1
eln(1+%)+(2n+1)un+1 —nUp —(n+1)Upt1

= (%)

n+1
1n(1+%)+(2n+17(n+1))u"+17nun

e

n+1
eln(1+%)+nun+1 —NUp

n+1
eln(1+%)+n(un+17un)

n+1
eln(l"l‘%) X en(un+1—un)
n+1
(L+4) entimae
n+1
nl enlu—un)
X
n n+1

en(un+1 _un)

n
= Wy

= 1 (car P, est vraie).

Détail de () : par définition de (uy,) ona:

neN*»
1
(n+ Dupeo=In {1+ - + (2n 4+ Dupyr — nug,.

Donc P, est vraie.

Conclusion :

Pour tout n de N*, P,, est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N*, on a : w, = 1.
Par conséquent :

la suite (wy,), cy- est constante.

(¢) Soit n un élément de N*. D’apres la question précédente, on a :

en(tnt1—un)
w,=1 dou ——=1
n
don  eMUnt1—un) —

dott  n(upt1 — uy) = In(n)

d’ott  Upq1 — Uy =

On a bien obtenu, pour tout n de N* :

In(n) .

n

Up+1 — Up =
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N-1

(d) On va calculer Z (Upt1 — Up

n=1
On a d’une part :

N-1
§ un-i—l - un
n=1

) de deux manieéres.

Ui41 — UL U241 — U2 + U341 — U3+ ...

+UN-—241 —UN—2 T UN—14+1 — UN-1

U — U] + U3 — U2 + UL — U3+ ...

+UN-1 —UN—2F+UN —UN-1

= —uj+uny (par téléscopage)
= —l+4un
et, d’autre part, d’apres la question précédente :
N—-1 N—-1 n(n)
Z un+1 - un =
n=1 n=1 n
N—1
In(1) In(n)
N 1 + Z n
n=2
N—-1
n(n
= (n) (car In(1) = 0).
n
n=2
N-1
In(n
Dou: —14+uy = Z (n) et donc :
n
n=2
N—
In(n)
uy =1 .
N i Z n
n=
Remarques :

e On déduit de cette question que, pour tout N de [3,+oo[, un est strictement positif
(en tant que somme de réels qui le sont). Comme u; =1 > 0 et ug =1 > 0, la suite
(un)Nen+ est donc une suite de réels strictement positifs.

e On peut vérifier a partir de cette question que les résultats obtenus dans la question 2.

sont bien corrects.

La fonction f est dérivable sur [2,+o0o] car est le quotient de deux fonctions dérivables sur
[2, +00o[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur [2, +o0].

Pour tout ¢ de [2,400[, on a :

fi(t) =

1 xt—1In(t) x

1

_1- In(¢)

t2

Or, pour tout ¢ de [2,4+00[, on a les équivalences :

t2

1-In(t)>0<=1>In(t) <=e>t

et les équivalences :

1-In(t)=0<=1=n(t) <= e=1.

D’ou le tableau de signes et de variations suivant :

t 2 e +oo
1—In(t) + 0 -
¢ + |+
(1) + 0 -
f(@) / \
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Donc la fonction f est strictement décroissante sur [e, +0o[ et comme e < 3 :

‘ la fonction f est strictement décroissante sur [3, o0l ‘

(b) Soit k un élément de [3, +o0].
Pour tout ¢ de [k, k+ 1], on a: k <t < k+ 1, donc, par décroissance de f sur l'intervalle
[k, k + 1] (qui est inclus dans [3, +-00[), on a, pour tout ¢ de [k, k+1],ona: f(k) > f(t) > f(k+1).
On en déduit (par croissance de 'intégrale avec des bornes triées par ordre croissant) :

k+1 k+1 k+1
fyae> [ fode> [ fk+1)de

k k k

Or:

k+1 k+1
| s =g [ ran= ) < 0 = 0% k1 =R = G0
de méme :
k+1 k+1

f(k+1)dt:f(k+1)/ 1dt = f(k+ 1) x [ = fk+1) x (k+1—k) = f(k+1).
k k

On a donc bien (pour tout k de [3,+o0[) :

k+1
f(k+1) < f(@t)dt < f(k).
k
(c) D’apres la question précédente, on a :
N
/f Yt < £(3 /f YA <P, ., SN [ ft)dr< F(N-1
N-1

En sommant membre a membre ces inégalités, on obtient :

N
FAF )+ +F(N / £t dt+/ F(t)di+. +/ F()dt < FB)+F@)+. . +f(N-1)

N-1

d’ou avec la relation de Chasles :

N N
S s < [ fars

k=4

f(k).

MZ

1
3

>
Il

(d) e Inégalité de gauche. D’apres la question précédente, on a :

N N-1
| rwar< 3 s
3 n=3
ce qui se réécrit :
N N-1
1
[ s ¥
3 _ n
n=3
On en déduit :
@) [N In(2) = In(n)
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Comme :

FY W RO ()

on obtient I'inégalité :
In(2 N
14 8@ [y dr < uy
2 3
inégalité qui se réécrit :

N
1+f(2)+/3 F(£)dt < uy.

e Inégalité de droite. D’apres la question précédente, on a :

ce qui se réécrit :

On en déduit :

2 3 n 3 3
Comme
In(2) In(3) <= In(n) X In(n) In(N) = 1In(n) In(N)
1 =1 =1 =
-+ > . +y . T . ~ tu

n=4 n=2 n=2
on obtient : N

In(NV) In(2) In(3)

< t)ydt +1 .
N tuvs | FOdE+1+ ==+ —
Comme N >4 >e,ona: ln](\]]V) >0, dou :
- In(N) n
NS uN

donc, avec l'inégalité précédente, on obtient en particulier :

N
un g/ f(t)dt+1+@+ln;3)
3

inégalité qui se rééerit :
N
uy < / f) a1+ £(2) + (3).
3

A partir de deux point précédents, on peut en effet conclure que l'on a (pour tout N
de [4, +o0]) :

N N
1+f(2)+/3 f(t)dtguNg/g PO dt+1+ £(2) + £(3).

6. (a) Notons h la fonction définie, pour tout ¢ de ]0, +o0o[, par h(t) = (In(t))*. La fonction h est
dérivable sur ]0, +oo[ car la fonction ¢ — In(¢) lest, et pour tout ¢ de 0, +oo[, on a :

_ 2In(1)
==

B () =2 x % « (In(t))>!
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(b) On a:

N N
/f /39 t:/3 ;h()dt Bh(t)} :%h(z\/)—%h@):%(m(N))Q—%(m(?,))?.

On a obtenu (pour tout N de [3,+o0]) :

/ £()

7. Soit N un élément de [4, +oo[. Avec le résultat de la question précédente, celui de la question
5.(b) se réécrit :

N))? 5 (n(3))*.

[\ \

1+ £(2)+ 5 (n(N))? — 2 ((3)? < u < 5 (In(N))? — 3 (@) + 14 5(2) + £(3)
d’ou :

L@ 1 1WE)°  wy 1 1 (W@)° 1 f@ . f6
W) W) 2 20(V)? ~ (N) 2 207 () (V) (n(N))’
Or (par somme et quotient) :

. 1 f2) 1 1(n@)* 1
v v)? )2 T2 T 2?2
et :
11 mE) 1 @ e 1
V2 T 2 (V)2 (V)2 (m(N))? | (n(N)? 2

donc, par encadrement :

1

— N admet une limite finie lorsque N tend vers +o0o, donnée par : lim N 2
2 2

(In(N)) N—+oo (In(N)) 2

8. (a) On a:

o’ -1
Détail de () : on reconnait la forme — (dont une primitive est —).
u? u

On a obtenu :

/Alx 1 dt = -1 + !
5t (In(t)? In(A) ' In(2)

(b) D’apres la question précédente, on a :

lim /Axdt— lim o=
AStoo Jo T (1n(t))2  AStoeoIn(A)  In(2)  In(2)
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+oo +oo
1 1 1 1 1
donc lintégrale / — X ———— dt converge (et on a : / - ).
2

t " (In(t)) , b (In(t))? dtlz In(2)

Par conséquent, avec le résultat admis par 1’énoncé, la série de terme général —— converge.
Ny,
Notons S sa somme et vérifions que X, existe.

Pour tout NV de N*, on a

N N
Qi 1

g = Qy g — S
Ny, Ny, N—+oo

n=1 n=1

Oy

Donc, pour que la série de terme général soit convergente et de somme 1, il faut et il

Un,

1 . P . .
E; «,, est alors bien défini et strictement positif car, pour tout n

> 0 -¢f remarque de la question 4.(d)-.

suffit que 'on ait «,, =

de N*, on a
n
Oy

Avec a,, = = et la remarque de la question 4.(d), on a de plus, pour tout n de N*, >0

S nun

ce qui assure que :
X, existe.
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