MATHEMATIQUES APPLIQUEES - Ecricome 2024

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Major Prépu

Exercice 1
Pour toute variable discrete X a valeurs dans N*, et pour tout entier naturel k, on pose :

Ry (k) = P(X > k).

Partie 1

1. Soit p un réel de ]0;1[. Dans cette question uniquement, on suppose que X suit la loi géométrique
de parametre p.

a) Soit k € N. Puisque X est a valeurs dans N* :  [X > k| =[X 2 k+ 1] = U (X =1].

i=k+1
L’union est évidemment disjointe, don¢ par o-additivité :
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b) Pour tout k£ € N*, on a alors : x(k) = (1=p) ﬂ :

Rx(k—1)  (1—p)t
2. Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans N*.
a) Soit k € N* : puisque X est a valeurs enticres : [X >k —1]=[X > k| = [X =k U[X > k]
et I'union est disjointe, donc :

PX>k—1)=P(X =k +P(X >k) — Rx(k—1)=P(X =k)+ Rx(k)

e [P(X = k) = Rx(k — 1) — Rx(k)].

b) Montrons alors par double implication que X et Y suivent la méme loi si et seulement si :
Vk € N, Rx(k) = Ry(k).

o Si X et Y suivent la méme loi (a valeurs dans N*), alors P(X = i) = P(Y =) pour
tout @ € N*, et comme au début du calcul fait a la question 1.a) :
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VkeN, Rx(k)=Y P(X=0)2 3 P(Y=i)=Ry(k).
i=k+1 i=k+1

(%) on utilise précisément ici le fait que X et Y suivent la méme loi.

o Réciproquement, si pour tout k € N, Rx (k) = Ry (k) (x), alors d’aprés la question
précédente 2.a) :

Vk e N, P(X =k)=Rx(k—1)— Ry(k) 2 Ry(k — 1) — Ry(k) = P(Y = k),

donc X et Y suivent la méme loi.

On a bien démontré 'équivalence demandée.
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