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Correction HEC 11 2008

Voie scientifique

La correction comporte [21| pages.

Préliminaire
+oo 5
1. (a) La partié de l'intégrande, nous permet d’affirmer que l'intégrale / e~ dx converge si et

— 00

“+o0o 0 “+o00
e —ax? o ax? a?
seulement si I'intégrale / e~ %" dx converge, car les intégrales / e % dx et / e " dx
0 0

— 00
sont de méme nature, égales en cas de convergence.

En cas de convergence :
JrOO 2 JrOO 2
/ e dxr = 2/ e dx
—00 0
e Condition nécessaire.

Supposons que a < 0 dans ce cas lim e=2° = 400 donc il exite un réel zo > 0 tel

r——+00

+oo
2 . . . .
que pour tout réel z > xg, e~ > 1. Comme / ldzx diverge, le critére de minoration
o

+o00
appliqué aux fonctions positives nous assure que / e~ gy diverge aussi et donc il en
zo
o0 N
est de méme pour / e " dx.
—0o0
e Condition suffisante.

. , . . . —ar2
Supposons que a > (. Par croissance comparee (pulssance—exponentlelle) lim CE2€ ars =
r——+0o0

1 +oo
0 et par caractérisation de la négligeabilité e’ = o (2> avec / — convergente
(+00) \ & as>0 T

en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1, ainsi le critére de négligeabilité nous
“+o0
. — 2 .
permet d’écrire que / e~ dx converge aussi.
0
En conclusion :

“+ o0
L’intégrale / e~ dz converge si et seulement si a > 0 (1)

— 00

Passons au calcul. Pour cela rappelons-nous le résultat de 'intégrale de Gauss :

+oo 22
/ exp <—2) dx = V21

o0

En posant alors le changement affine, donc licite, u = v/2ax (du = Qadx) il vient :

400 +o0 2
2 1 u_ s
e dr = — e 2du=,/—
[oo V 2&[00 a

(b) Avant de répondre & la question, constatons que :

b
—a’+bz = -—a <x2—x>
a
b\> b2
(1’2) i
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: . - b
par conséquent en appliquant le changement de variable affine, donc licite uv = = — %
+o0 +oo 2@
(du = dx) , le cours montre que les intégrales / exp (—az? + bx) dx et / exp (—au?) e /4du
— 0 —o0
sont de méme nature, égales en cas de convergence. En reprenant le résultat nous savons
+oo
que l’intégrale / exp (—auz) e’ /agy converge si et seulement si a > 0 (la constante mul-
—0o0
tiplicative n’y change rien) ainsi :

+oo
L’intégrale / exp (—az? + bx) dx converge si et seulement si a > 0

— 00

Passons au calcul. Pour cela rappelons-nous le résultat de 'intégrale de Gauss :

+oo
/ exp (—2%) dz = /7
—00
lui méme obtenu par changement de variable affine (u =uz/ \@) a partir de l'intégrale bien con-
—+oo —+oo
nue / exp (fx2/2) dx = v/27. Par conséquent en posant dans I'intégrale / exp (fau2) e’ /4ady
—0o0 —0o0

le changement affine, donc licite, v = /au (dv = v/adu) il vient :

+oo 5 1 +oo 5
/ exp (—auQ) e /ey = 7/ exp (—v2) e /ey

—00 —00

/ :O exp (—aa® + ba) de = \/? exp ( ZZ) @)

2. (a) Nous avons, par définition :

D = {s eR| 1 6516_w2/2d1' converge
U = e
\/7

= {s €ER| \/7/ exp —ar + sm) dx converge}

Or en revenant a la question précédente en posant a = 1/2 > 0 et b = s nous pouvons affirmer

que :

car nous avons vu que la contrainte portait uniquement sur la valeur de a et non sur celle de
b. En reprenant , pour s appartenant & Dy nous avons :

soit donc :

+oo
Dy (s) = / exp (—12® + sz) da

e (3)

2
Vs € Dy, Py (s) =exp <S2)

-4

(b) Commengons par déterminer la loi de Z = U?.
Tout d’abord Z (Q2) = R+.
La condition Z < x est impossible si z < 0 et :

{weQ|Z(w)<z}=0€A (3)
Pour tout réel positif z, Z < z équivaut a —/z < U < /z. On en déduit que pour z > 0:

we|Zw) <e}={we Q| vz <Uw) < Va} (4)
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La condition Z < x ou x > 0 définit bien un événement lié & I'expérience considérée et :
{weQ|Z(w)<z}ed

Z est bien une variable aléatoire définie sur €. Cherchons sa fonction de répartition notée
F; définie sur R par :
Fy(x) =P ([Z <))

e Siz<0:
F7 (z) =0 selon

e Siz>0:

FZ (CE)

P ([~ < U < &)
selon
= @ (VB) -2 (-V7)

ou ® est la fonction de répartition de U.
— Fz est clairement continue sur R* (Fz coincide avec la fonction nulle sur R7}) et
sur Ry par composition de z — +/z (respectivement z — —./z) continue sur Ry a
valeurs dans R (respectivement dans R_) et de ® continue sur R. Enfin :

lim FZ = lim FZ
0— 0+
= I7(0)
0

— Fz est de classe C* sur R* (par composition) car n’oubliez pas que x — £/ est de
classe C! sur R’ et ® est de classe C! sur R.
Nous pouvons donc conclure que les propriétés de F'z permettent de dire que Z est
une variable a densité dont une densité f; sera obtenue par dérivation de Fz sur
R™ et nous poserons, par exemple, que fz (0) = 0. Cela donne :

1 .
e - ) aE VRl VE) s a0

0 si <0

= 2V \V2r V2m

0 si <0
_ 211'71'67% si x>0

0 si <0

;13_1/26_5
_ T si x>0

0 si <0

On dira en école, c’est hors programme en prépa, que Z suit la loi du Chi-deux a
un degré de liberté notée x? (1). Ainsi :

+oo
{s €R| / e fz (x)dx converge}

seR| eTx~2e 3 dx converge
o

{
{36R|\ﬁ/ a2 (55
"

Dy

)7 converge}

+OO l—l
S€R| xr2 67(
O

1—2s

)2y converge}
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3.

+oo
Or notre cours nous a appris que l'intégrale / ri~le~%dxr (intégrale vue dans

0
l'étude de la loi T (b, t)) convergeait si et seulement si b > 0 et ¢ > 0 ce qui impose ici
que 1 — 2s soit strictement positif (b =1/2 > 0), par conséquent :

Dz =]-00,1/2[]

Passons au calcul. Pour tout s € Dy :

1 [*t> 1 2
(I)Z(S) = E/O $27167(122 )Idl.

- 7 : /+Oo a %ﬂewdu
a «/ 1—2s 1—2s
+oo 171 d
= —1/ u2 e "du
v 2 1—25/

en posant le changement de variable affine, donc licite

u=(55) 0 (du= (1) do)

1 2 Fl
 VorV1—2s \2
N—_——
=7

1

- Von 1—2$f

Vs €Dy, Pz(s)=(1- 23)71/2

(a) L’ensemble D, x4 est celui des réels s tels que e*(X+8) admet une espérance donc :

+oo
D.x+8 = {s €ER| / e fuxyp (x)dx converge}

e Supposons que pu > 0. Le cours nous informe que pour tout réel x :

fuxip (@) = ifX (M)

(densité d’une variable obtenue par transformation affine) ainsi nous avons 1’égalité :

“+o0 +oo _
/_ e** fux+s (;E)dx:/_ esxifx (mﬂﬁ) dx

Posons dans la derniére intégrale le changement affine, donc licite, u = it (udu = dzx)
I

alors les intégrales / e —fx < ) dr et / esHuths £ (u) du sont de méme na-
—o0 H H —o0
ture, égales en cas de convergence. Comme une constante multiplicative n’a aucune influ-

+o0 _
ence sur la nature d’une intégrale impropre, nous pouvons dire que / e —fx ( ﬂ) dx
+o0 -
et / e fx (u) du sont de méme nature.
o +oo +oo
Autrement dit / e’ fux+p (x)dr et / e(smU f+ (u) du sont de méme nature. Fi-
—00 —00

nalement :

“+o0
Dux+8 = {s €ER| / e fx (x) dz converge}
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Conclusion :
(s € Duxs) <= (s € D) (5)
avec :
e sx oo s 1 T — ﬁ
/_Oce Jux+p (@)de = /_Ooe fo( . )dm
+oo
= 655/ e fx (u) du
= Dy (sp) (6)

e Si p < 0 le raisonnement ainsi que la conclusion ne changent pas (A) aprés avoir remarqué
que le changement de variable affine nous donne :

+oo too B
[+ [ (52

= 76[33/ M fx (u) du

+oo

—+oo
= eﬁg/ eM fx (u) dx

— 00
= M0y (sp) (7)
e Supposons que g soit nul. Montrons que s € Dg <= 0 € Dx. Par définition :

Dg={seR| e*? admet une espérance }

Or pour tout réel s, %% est une variable de Dirac (variable certaine) et donc admet sans la
moindre hésitation une espérance (égale a e*#). D’autre part 0 € Dx équivaut a dire que

—+o0
0¢€ {s €ER| / e’ fx (x) dz converge} ce qui est le cas si et seulement si I'intégrale
— 0o

+oo
fx () dx converge, ce qui est toujours vrai bien str ! Ainsi :
o0

s € 'Dg <~ 0€ Dx (8)
Selon (A) et (8), pour tout réel y :

(8 € Duxs) < (s € Dx)|

Dans ce cas selon @ et , pour tout s de D, x4 :

| ®ux 5 (5) = @ (sp1) |

(b) Déterminer Dx lorsque X — v (v) ott v € R revient & chercher les valeurs de s telles que
+o0 eswxv—l —z
/ de est convergente. Or par propriété de ’exponentielle :
0 v
+oo gszv—lo—x +oo :L,vfle(sfl)z
————dz = ——dx
0 I'(v) 0 I'(v)
e Cette intégrale est impropre en 0 mais comme :

xvfle(sfl)m 1
I (v) oT (v) gtV

1
. ’ x . s . by
ou intégrale / T—, converge en tant qu’intégrale de Riemann de parametre 1 — v <1
o7

1 swav—ly—x
puisque v € ]Rj_. La convergence de l'intégrale / T )

0 v

d’équivalence appliqué aux fonctions positives sans imposer de conditions particuliéres & s.

dx est assurée par le critére
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+oo xv—le(s—l)z
e L’intégrale / T (o) dx converge si et seulement si s —1 < 0. En effet la condition
v
! xv—le(s— 1z
est nécessaire carsi s—1 >0, lim ———— = +oo dans ce cas il exite un réel o > 0
T—+00 T (’U)
xvfle(sfl)x +o0
tel que pour tout réel x > xg, W > 1 avec / dx divergente. La condition
v 20
xv—le(s—l)x xv—le(s—l)m 1
est suffisante car lim z? | ~——— ) =0déslors ———— = o [ — | avec
T——400 T (’U) I (U) (400) LE2
—+oo
/ 5 convergente en tant qu’intégrale de Riemann de parametre 2 > 1.
a>0 &
Conclusion :
DX = ]—OQ7 1[ (9)
Le calcul se fera en posant le changement affine, donc licite u = — (s — 1) z (du = — (s — 1) dx) ,

il vient alors pour tout réel s de Dx :

+o00 xv—le(s—l)x

Dy (s) = /0 Wdac

/-‘rOO e~ ( U >'U_1 1
= — | — du
o TI'w)\l-s 1-—3s

s)°T
_ ' (v)
ED0
Finalement :
1
W D P =
S e X7 X (S) (1 _ S)’U
De méme sous réserve de convergence :
©2X (S) = E (62SX)
+oo €2SI$U_1€_T“
= ——dx
/0 I'(v)
+o0 xv7167(172s)z
- r o
A I'(v)

et sans refaire ’étude précédente, on conviendra sans difficulté que Dox = {s € R |1 —2s > 0},
soit donc :

[ Dax =]-00,1/2] (10)

Ne changeons pas une tactique gagnante en posant un sempiternel changement affine u =
(1-2s)z (du = (1 —2s)dx), alors pour tout s de Dax :

+o0 xv7167(172s)a:

Dox (s) = /0 — T ) dx
+oo —u v—1
_ / e <U) R
o I(v)\1-2s 1—-2s
“+oo —u,v—1
/ et
o T'(v)(1-2s)
1

+oo
_ —u, v—1
- <1f2s>”r<v>/o ¢ utdu

I'(v)
(1—-28)"T (v)
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Ainsi :
1
D i} =
Vs € Dax, Pax (s) (1= 2)" (11)
Partie I : Loi du x? centré
1. Tout d’abord :
xe—x/2 ) 0
s1 x>
fX4 (x) = 4

0 si <0

Comme fx, coincide avec la fonction nulle sur R_, nous nous intéresserons seulement & son
étude sur R, .

La fonction fx, est définie et continue et dérivable sur R’ en tant que produit de telles
fonctions avec pour tout réel  de R :

1 _1
fio (@) = —5¢ 27 (0= 2)

1
et lim f4{ (z)=-.
r—0+ fX4 ( ) 4
lirf fx, () =0 par croissance comparée (exponentielle-puissance)
T—1T00

Le tableau de variations vient sans peine :

T —00 0 2 +00
Iy, (@) 0 01/4 + 0 -
f}Q 0 — 0 S 1/2e N\ 0

Voici la représentation graphique :
Rappelons 1’équivalence du cours : soit b et t deux réels strictement positifs alors on a

[’équivalence :
X ov()<=Y =bX —T(bt)

or en y regardant de trés prés on voit que X, — I’ (2, %) ce qui équivaut a dire que :

10

Méme si nous n’avons pas besoin du changement de variable pour en déduire ’espérance et

X, r
la variance de X,., jouons le jeu ... Comme d’aprés le cours E <27) =3 il s’en suit par

propriété élémentaire de I'espérance que :

X,
enfin V| — | = r et :
2 2
puisque par propriété élémentaire de la variance :
X,
X,
2

()

E(X,)=r

V(X,)=2r
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(b)

X
Selon (H) Dx, =]—o0, 1] puisque 5 70 (g) et selon :
2

| Dx, =]-o00,1/2]]

et selon :

1

Vs € Dx, Px, (s)=——F
(1-2s)2

puisque v = /2.

Nous avons déja vu a la question 2.b du préliminaire que si une variable & densité suivait
la loi normale centrée réduite son carré suivait la loi x2 (1). Or X; suit la loi x2 (1) et U —
N (0,1) donc mécaniquement, les variables X; et U? suivent la méme loi, mais nous n’avons
pas respecté le contexte de I’énoncé et de son résultat admis disant que si X et Y sont deux
variables telles que ® x et @y coincident sur un intervalle ouvert non vide, alors X et Y suivent
la méme loi. Or ici selon le 2.b et le 3.b de la partie I:
1
Vs € DXl = Dy, CI)Xl (8) =71 = Oy (S)
(1-—2s)2

Par conséquent :

’ Les variables X; et U? suivent la méme loi‘

C’est une question de cours : comme chaque variable Uy, Us, ..., U, sont indépendantes, il en
est de méme des variables UZ,U3,...,U2 ou chaque variable U7 suit la loi x? (1), autrement

1
dit laloi " <2, 2) . Par stabilité de la loi gamma pour la somme de variables indépen-

dantes nous pouvons conclure que :

anr(z,;g :F(Z,g)

r
Il est inutile de tout refaire, en effet il suffit de se rappeler que pour X, suivant la loi " (2, 5)

1
nous avions trouvé a la question 2.b que Dx, =]—00,1/2[ et Vs € Dx, Px, () = ——.
(1-2s)2
Ainsi en posant r = n il vient que :
1
Dy, =]-00,1/2[ et VsecDw,, ®w,(s)= ——F=
(1-2s)2
et comme selon le préliminaire, pour tout k de {1,...,n},
1
Vs € Dz, =]-00,1/2[, @z, (s)=—7
(1-2s)2

par conséquent :

Vs € Dw,, Pw, (s) =[] ®z (s)
k=1

Nous devons calculer I’espérance et la variance de S,,, en cas d’existence, car par définition, .S,
est une variable sans biais lorsque E (S,,) = o2 et convergent lorsque la suite (S,,), converge
en probabilité vers o2, preuve qui nécessitera 1'utilisation de la variance.

n

e Commencons par I'existence de 'espérance et de la variance de S,,.
Chaque variable T? (i € {1,...,n}) admet une espérance puisque chacune d’entre elles
admet une variance en tant que variable normale centrée, de variance o2. Par conséquent
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S, admet une espérance et une variance en tant que somme de telles variables avec par
linéarité de E :

k=1
1 — 2
- Ekz::l(V(TkH(E(Tk)))

par Huygens-Koenig inversée

= % ZV (T)
k=1

n
1 2
= e
n
k=1
2

== g

et

’ S,, est un estimateur sans biais de o2 ‘

e Par indépendance des variables :
1 n )
V(s) - L3v
k=1

1 &Gy,
= 5> %
k=1
204

n

Expliquons le calcul de V (Tkg) pour k € {1,...,n}. Chaque variable T} suit la loi
normale de paramétres 0 et o2 donc selon le théoréme fondamental de la loi normale,

T, T?
Vke{l,...,n}, L 1) et —’; — x2 (1) soit donc la loi I' (2,1/2) comme nous 'a
o o
T2
appris la question 3.a de cette partie. Par théoreme Vk € {1,...,n},V (’;) = 2 et par
o

propriété élémentaire de la variance, Vk € {1,...,n}, V (T,f) =204,
e Pour terminer montrons que la suite (S,,), converge en probabilité vers 0.

Selon I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons :

V (S,
Ve >0, P15, ~B(S,)] 2 <)) < o
soit encore :
Ve>0, 0<P([|Sy -0 2e]) < 2%
’ - - ~ ne?
ot
Comme lirf Pyl 0 le théoréme d’encadrement nous assure que :

lim P ([|S, —0c% >¢])=0

n—-+o0o

ce qui est la définition de :

’La suite (S,,),, converge en probabilité vers o2

n

(b) Montrer que l'intervalle ]0, on

(o3

(el

CONCOURS 2008 spicesagros.fr
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soit donc :

(| D>1—a
P[5 a2

ou k, est le réel strictement positif tel que P ([W,, > k,]) = 1 — a. Pour répondre a cette

soit encore :

question déterminons la loi de la variable —n et montrons que c’est celle de W,.
o?
Rappelons que S, = — Z T? ou chaque variable T; suit la loi A/ (0 o ) donc pour tout @
n 1=

T.
de {1,...,n}, = suit la loi A/ (0,1) qui est suivie par toutes les variables U; constituant la
o

2
somme définissant W,,. Ainsi pour tout ¢ de {1,...,n}, <z> et Z; suivent la méme loi, donc

n 2
T.
il en est de méme pour E <Z> == g T;2 et W,, autrement di
o

, o
i=1
méme loi et :

@

nsS,
L’intervalle ]0, n] est un intervalle de confiance de o2 au risque «

Partie 2 : Loi du x? décentré

1.

(a)

Par le théoréme de transfert, la variable U3 admet une espérance si et seulement si
+ool,36712/2d et | s Fo0 p3p—a%/2
—————dx converge soit si et seulement si _—
o V2T 0 \ 21
5 d lespé de U? s lle toujours i ité de l’inté d
cas de convergence, l'espérance de sera nulle toujours par imparité de l’intégrande.
Par croissance comparée (exponentielle-puissance) :

Iintégrale dx converge. En

. 2 . 5/2 _.2
lim 22 x 2% */2 = lim (12)/ e /2 =0
r——+00 r——400
1 . . ..
ainsi 3¢~ /2 = o — | vous connaissez la suite ... Ainsi :
(+o0) \ @

’La variable U? admet une espérance qui est nulle

Pour calculer E (U 4) nous pourrions passer classiquement par le calcul de Uintégrale (apres
avoir justifié la convergence) mais remarquons plutot que selon la formule de Huygens-Koenig
inversée :

E(UY) =V (U%) + (B(U?)°
avec U? — x? (1) =T <2, ;) donc V (UQ) et E (UQ) existent et valent respectivement 4 x % =

1
2et2><§:1,déslors:

E(U*) =3

Nous avons par définition Y; = M? ol cette derniére admet une espérance puisque la variance
de M; existe en tant que variable normale. Alors :

EM) = E(M)
= V(M) + (E (M)
par la formule de Huygens-Koenig inversée
= 1+ m%

(E()=1+X]
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Les lignes qui vont suivre vont montrer que la variable Y; admet une espérance en tant que

combinaison linéaire de telles variables avec :

V(1) E(Y7) - (E(1))
E (MY) — (1+ )
E ((M1 —my + m1)4> —(1+ )
E

+4E (M, —
par linéarité de ’espérance
E (U*) + 4m:E (U?) + 6miE (U?) + 4m}
340+ (6m2 x 1) +mt — (14 \1)?
car L(U)= L(M; —m;)=N(0,1)
346A1 + 22— (1+ )2

[V(V1) =4\ +2]

(c¢) Nous avons sous réserve d’existence :

(I)Yl (S)

E (esyl)
E (eSMf)

—+oo
/.
selon le théoréme de tr
+oo es;c2

— / 6—1/2(1-—77“)2

V2
+oo

s fu (z) dx

[ee)

2 2
mi+sz®— 3

€

(M, — m1)4) +4E ((M1 —my)? ml) +6E ((M1 —my)? m‘;’)

my)mi) +mi — (1+ M)

E(U)+mi—(1+X\)°

ansfert

dzx

1_2

dx

V2r

“+o0 erm1+sz2—

L.~

" 1
/ .Lm1—2
—00

e—%'fﬂ%

oo

— e %m%

oo

L.~

Nous savons d’aprés la question 1.b du préliminaire que
et seulement si 1/2 — s > 0 (on identifie 1/2 — s & a) ainsi :

[Py =100, 1/2]]

+o0 67(1/27s)z2

1/222
dx

+xmy
dx

I'intégrale précédente converge si

Passons au calcul maintenant. Selon , en posant a = 1/2 — s et b =m; il vient :

2
® _ —1/2m} & L —
Y1(S) € 1/25€Xp<4(1/25)
e—1/2M T A
S
1 1 S WO B
- V12— \ T2 T aane—y)
_ L/ 1 e
- 2Vi12=s P10
1 SA1
D ¢ =
Vs € Dy,, Py (s) mexp<1_2s>

CONCOURS 2008
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2. (a) La variable Y,, admet une espérance et une variance en tant que somme de telles variables (on
reprend le méme raisonnement que Y7). Par linéarité de l'espérance il vient :

E(Y,) = Z E (M?)

selon la formule de Huygens-Koenig inversée
n

= > (1+m))

Jj=1

n
= n+ E m?
Jj=1

’E(}/rb):n+/\7L

D’autre part, par indépendance des variables M; donc des M jz :

V(Ya)

>V

2
> (B - (B01)))
Jj=1
selon la formule de Huygens-Koenig

(E ((Mj —m; + mj)4) - (V (M) + (E (Mj))2)2>

M= 10

> (E ((Mj —m; +mj)4) - (1 +m§)2)
i(3+6m?+m?— (1+2m?+m?))

<
—

- en reprenant les mémes calculs qu’au 1.b de cette partie

3

(4m? +2)

—

<

n n

4> m?+2> 1
j=1 j=1

|V (Ya) =2n+4),
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(b) Pour tout s de Dy, on a :

Ty, (s) = E ()

_ ® (exp ( éM;))

n

= TIE (e (s112))

Jj=1

par indépendance des variables Mf

n 1 sm?
- Mt (23)

J=1

en reprenant le méme raisonnement

qu’au 1.c de cette partie

- () e (5e2)

Jj=1

1 SA\n
Vs € ]—00,1/2[, Py, (s) = (1_23)% exp<1_28> (12)

Partie 3 : Nombre aléatoire de degré de liberté

1. (a) Comme par hypothese, P ([K = k]) > 0, la probabilité conditionnelle a bien un sens avec, par
définition pour tout réel z :

P ([X < 2] N [K = ]

P (K = k)
P(i<z|n...Nn[Jg <z|N[K =k])
P (K = 1))
P(Ji<z]n...Nn[Jy <z]N[K =k])
P ([K =k])

P (L <aln...0[J <a)) P (K = k)
P ([ — )

par indépendance des variables en jeu

= P(Lh<zln...Nn[Jp <z])

= P ([Xy <2]) par définition de Xj = sup (Ji), ;<4

Py (X <a]) =

Ve € R, Prr—y ([X <z]) =P ([Xi <2])

(b) La fonction de répartition de X notée F'x est définie sur R par :
Fy (z) =P ([X <zJ)

Selon la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements ([K = k])cy
il vient :

Fx(z) = > Py (X <z])P(K=k])
k=1
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k=1 \i=1
0 si <0
1 n k
= nZ(Hax) si ze€l0,1]
k=1 \i=1
si z>1
0 si <0
1 n
= fok si zel0,1]
n
k=1
1 si x>1
0 si <0
z (1—2z"
Fx (z) = ol si ze€l0,1]
1 si x>1

(¢) C’est une histoire de classes ...

e Fx est de classe C! donc continue sur R* et sur |1, +00[ car Fix y coincide avec la fonction
nulle ;

e Fy est de classe C! donc continue sur [0, 1] car sur ce segment c’est une fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas ;

e lim Fx (x)=0= Fx (0) et Fx est continue en 0 ;

x—0~

1—
e lim Fy(z)= lim (1 <

r—1— z—1— N

n 1 n
) = lim mek o= Fx (1) et Fx est continue
z—1" N 1 n

en 1.

En conclusion Fx est continue sur R et de classe C* presque partout (sur R sauf éventuellement
en 0 et 1), par conséquent :

’X est une variable a densité‘

Comme X est une variable & support borné, X admet une espérance égale a :

o0
E(X):/ zfx (z)dx

— 00

Arrétons-nous quelques instants pour obtenir une densité de X noté fx obtenue par dériva-

1 1
tion de Fx sur R*—{1} sans oublier de poser, par exemple, que fx (0) = — et fx (1) = r ;r
n
ce qui donne :
0 si <0
fx (z) = lilmk*1 si z€l0,1]
X n )
k=1
1 si x>1
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Dans ce cas :

1 n
E(X) = /()%Zk$k71dx
k=1

1 1 n
_ 1 k
= n/o ka dx
k=1
1< !
= ka:/ zFdz
Ni= Jo
par linéarité de l'intégrale

1 n k41 1
-t
"= 1o

Soit :

e k
E(X):E A

k:1k+1

Par le théorme de transfert, sous réserve d’existence :

kEK ()

et comme K () est un ensemble fini, 'espérance existe et vaut :
E(g(K)) =) g(k)P (K =H])
k=1

Déterminons maintenant g (k) avec :

0 sinon

Déterminons la loi conditionnelle de X sachant que [K = k| pour déterminer l’espérance con-
ditionnelle correspondante. Selon la question 1.a nous savons que pour tout réel x :

Pig—p (X <z]) =P ([X) < 2])

ainsi pour tout réel z :

Pr_p((X <2]) = P ( sup (J;) < x)

1<i<k
k
= HP([Jin])
i=1
0 si z<0
= ¢ si oz e[0,1]
1 si z>1

On laissera le soin au lecteur de vérifier trivialement que la fonction obtenue est continue
partout et de classe C! presque partout afin de pouvoir affirmer que la loi conditionnelle de
X sachant que [K = k] est une variable & densité dont la densité associée est obtenue par
dérivation, ce qui donne par exemple :

0 si <0
o) =< kab1 si 2€]0,1]
0 si x>1
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par conséquent :

gk) =

sinon

kakdr si kEe{l,...,n}

0 sinon
k17t
k k 1,...
= [ k—|—1]0 ot e{1,...,n}
0 sinon
k
_— 1,...
_ Pl ke{l,...,n}
0 sinon
En conclusion :
"k
E(g(K = —P (K=&
@) = 3P UK =)
1l k
T TS| a4
= +

Selon et nous avons bien vérifié que :

[E(g(K)) =E(X)|

2. (a) Les causes produisent les mémes conséquences, a savoir puisque P ([K = k]) > 0, la probabilité
conditionnelle a bien un sens avec, par définition, pour tout réel x :
P ([Hn, < z]N[K =k])

P ([K =k])
P([U}+US+ -+ U2 o <z|N[K =F])
P ([K = k)
P([U}+U3+ - +U2,, <z|N[K =k])
P ([K =k])

P ([U}+UF+ -+ Uz, <)) P (K =k])
P ([K = k])

par indépendance des variables en jeu

= P([UF+U5S+ -+ U2y <2z])

= P(Z1+Zy+ 4 Zyyor < x)

= P ([Wyi2r < 2]) par définition de Wi, 4o

P[K:k] ([Hn S .73‘]) =

Comme les deux fonctions de répartition sont identiques sur R entier :

’Pour tout entier k, la loi conditionnelle de H,, sachant [K = k] est la loi de W, ;o5

(b) Par définition, pour tout entier k et tout réel s de |—o0,1/2[ :

g(k) = Erx—y(X)
Ex—s) (")
= Eg—g (exp (s (U7 +-- + Uk yax)))
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Or pour tout entier k, tout réel s de |—o00,1/2[ et tout réel x :

P ([exp (s (UP + -+ Ula)) S 2] N[K =

Pi—w ([exp (s (U +- -+ Upiok)) <z]) =

par indépendance des variables en jeu
P ([exp (s (Z1 + -+ Zngor)) <))
P ([exp (sWis 26) < ])
Comme les deux fonctions de répartition sont identiques sur R entier, pour tout entier k, la
loi conditionnelle de exp (sW,, 12k ) sachant [K = k] est la loi de exp (sW,,125) d’ol pour tout
entier k et tout réel s de ]—o0,1/2][:
g(k) = E(exp(s(Uf+-+Usiz)))
n+2k

= H E (exp (SUE))
i=1
par indépendance des variables
= (E (exp (sU?)))""*
puisque toutes les variables U; suivent la méme loi que U

= (o2 (s)"

et selon le 2.b du préliminaire, avec s € |—00,1/2] :

VkeN, g(k)=(1-2s) "/*F

Par le théoréme de transfert g (K) admet une espérance si et seulement si la série de terme
général g (K)P ([K = k]) est convergente. En cas de convergence E (g (K)) est le réel défini
par :

+oo

E(g(K) = Y (1-25) " P (K =k])
k=0

+oo 6_>\/2 k
S ()

k=0

or pour tout entier naturel & :

k
/2y jonk #)
-n/2—k [ € ()‘/2) _ -n/2 —\/2 (2(1_25)
(1-2s) (k! =(1-2s) e -

nous sommes donc en présence d’un terme général de série convergente puisque proportionnel
a celui d’une série exponentielle. Ainsi E (g (K)) existe et vaut :

k
A
1- 28)—n/2 o= M2 io (2(1_23))

E(g(K) = -
k=0 ’
= (1-25) "M exp <2 (1 i 2s)>
_ —n/2 A A
= (1 — 28) exp (-2 + 2(1—28))

et nous retrouvons bien ce qui était demandé, & savoir :

B (g (K)) = (1-25) " exp <1_A2>

CONCOURS 2008 spicesagros.fr



HEC II 2008 ECS CoORRECTION HEC 2008 IT — PARTIE 3 Page 18

(d) Selon ’égalité (%) admise dans I’énoncé :

E(X) = E(e)
= E(y(K))
- (1—25)"/2exp(1i828>

et selon (|12) et le résultat admis disant que si X et Y sont deux variables telles que ®x et Oy
coincident sur un intervalle ouvert non vide, alors X et Y suivent la méme loi, alors :

‘Hn(_)XQ(nv)‘)‘

(e) Selon l'égalité (x) admise dans ’énoncé :
E L EOOE L | [K =k] | P([K =k])
H, 2 \m, -

+o0
= > (k)P (K =k
k=0

B (3,
:EmkGW(s»
(o (o7

avec pour tout entier naturel k :

g (k)

= Eg—y (exp

)
+U+2K

1
Or pour tout entier k, tout réel s de } —00, 5 [ et tout réel z :

P ([ex . - <) =)
(o ) <o) - ) )
) P<exp(U1 +U2+2K)§x ﬂ[K:k])
_ PR =)
P< eXp(Uz +2K) < >P([K:k])

par indépendance des Varlables en jeu

S (yE——)
= p(few (52 ) <<])

sachant que [K = k] est la méme que que celle de

par conséquent la loi conditionnelle de

n

5 (i) = e () poc

des lors :
Wn+2k
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avec par le théoréme de transfert :

E L = /+001f (z) dx
Wn+2k B —00 T Wn+2k

+oo 1
= / 7an+2k (:L') dx
0 X

Fooq 1

= / -_— x%“ﬁl exp (—f) dz
0 Ttk (nyp) 2

n+ 2k
2

+oo n
- / b Bty (_§> di
o 23T (548) 2

+oo n
_ / _ 1 x(§+k—1)71 exp (_f) da:
o 22TFlo (2L BT (2 4k 1) 2

puisque Wy, 4o — T <2,

+o0 n
_ 1 / n 1 x(5+k_1)_1exp (_E) da
2(3+k—1)Jo  22tklp (2 1) 2

=1 (intégrale d’une variable suivant la loi I‘(Q,%—i-k—l)

par la relation fonctionnelle Vo > 0, T' (z + 1) = 2T ()

_
n+2k—2
d’ou : e
TEDS SIS P

k=0

et par le théoréme de transfert dans le cas discret :

() ~# (i=over)

Partie 4 : Estimateur de James Stein

P
2 ~
1. Tout d’abord B, = Zﬁj ou pour tout entier j de {1,...,p}, les variables §; indépendantes
j=1

(par définition d’un p— échantillon) sont telles V5 € {1,...,p}, 9/; — N (0,,1), alors en reprenant

P
la loi de Y,, de la partie 2 nous pouvons dire que B, — 2 p X 9?) soit donc :
j=1

1By = X2 (b)) |

Toujours selon la question 2.b de la partie 2 :
E(By) =p+by

Comme p # 0, E(B,) # b, et :

’ La variable B, constitue un estimateur biaisé¢ de b,
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2. (a) Nous avons :

R(".0)-R(0,0) = E > (6;-6)° | B Z@*gﬂ'f

j=1
L C 2/\2 2 C ~ ~2 2 ~
= E(> L= ) 07 +65—2(1— 5 ) 0,0, -0, — 07 +20,0
j=1 P P
par linéarité de ’espérance
P 2
c ~2  2c ~ ~2
= E Z<<1—3> 0, + 50,0 =0, ))
j=1 p P
u c? 2¢\ ~2  2c ~ ~2
= E(> Ltz =5 )0+ 50,0, -0,
j=1 p p p
2 P P
c ~2  2c ~2  2c ~
= E( 5D 0 —5 D 0 +5 D00
B B, 4 B,
j=1 j=1 j=1
c? 2c 26 o~ ~
= E| 555 Bp+§p29]9]
j=1

1 2K
= PE|— | -2c+2E|—F——
“Blm, )t e ek

puisque les variables B, — X2 (p, by) et H, — x*(p,\)

(ou A =2E (K) = b,), suivent donc la méme loi

1 1
done B (B) =P <Hp>

1 2K
= PE|————— | -2+ 2E| ———
“E\p 272K Rl Py 7

B E(C22C(p2+2K)+4CK>

p—2+2K
par linéarité de ’espérance

_ B 2 —2c(p—2)
N p—2+42K
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R(0",0)~R(0,0) = (* —2c(p—2)) E <p_21+2K>

(b) Nous avons les équivalences suivantes :
R(6%,0) —R(@,e) <0

1
2
<= -2 -2))E| ——
(¢~ 2c(p=2) (p—2+2K)
< *—2c(p—2) <0 puisque K est & valeurs dans N et p > 3

<~ ¢<2(p—2)carc>0

d’ou :

(3(0*79)—1%(5,9) <o) = (0<c<2(p—2)

La fonction ¢ : ¢ — ¢ — 2¢(p — 2) est définie et dérivable sur Ry en tant que fonction
polynomiale avec :

Y (c) =2c—2(p—2)

ainsi :
c 0 p—2 400
Y’ (c) - 0 +
Y N -(-2°

Par conséquent la différence R (0*,0) — R (5, 0) est minimale lorsque ¢ = p — 2 et dans

ce cas : 2
9*_<1—p )5
Bp

oToToZok
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