SUJET S12

Exercice principal S12

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont délinies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

1. Question de cours : donner 1a délinition d*une [onclion convexe.

2. Soit X une variable aléatoire réelle centrée telle que | X| < 1.

(1) Montrer que :
1- 1
Vvt €R, Vx € [-1,1], ' < 2x67t+ —;—x £,

(b] En déduire les inégalités suivantes :

too t2n t2
Vi € R, E (exp(tX)) < Z )l < exp <2> .

n=0

3. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes el centrées telles que pour tout n € N*,

| Xn| < ep (01 ¢, >0) .

n
Pour tout n € N*, on note S, = Z Xi.
k=1

<
(a) Montrer que, pour tout ¢t € R et pour tout n € N*, E (exp(¢S,,)) < exp <2 Z cﬁ)
k=1

(b) Montrer que :
2
Ve >0, Vt >0, P(S, >¢e) <exp (—ts+ 220%) .
k=1

{(¢) En déduire que :

2
€
Ve >0, P(S, >¢) <exp | ——
2y ¢
k=1
(d) Montrer alors Pinégalité suivante :
&2
Ve >0, P(|Sn] >¢€) <2exp | ——;
23
k=1
Solution :

1. Programme ECS 1 (page 20)
2. (a) Soient ¢t € R et z € [—1,1]. Puisque la fonction exp est convexe el puisque :
1+2 l—2z 14z

1] et =1
€0,1]e 5 T )

1—2x
1
2 6[07 ]7 2

il vient que :

1-— 1 1-— 1
Txe—t + %et > eXp( x(—t) + +xt) = el®,




(b) Puisque X est une variable aléatoire bornée, elle admet une espérance. D’aprés la question précédente,

0rmn a: 1 X 1 X
- A e 1A

Vvt € R, tX) <

Par croissance de Iespérance, on trouve :

e B Elexn(ix < Lot L Lo J ISR IR (0" (R
t R, E(exp(t ))\56 —|—§e _525—'_52 n! _2(271)!'

n=0 n=0 n=0

Remarqunm que

2 2nn

n=0

2 too $2n
vVt € R, exp (> = Z

Or, pour tout n € N; (2n)! > 2™n! (peut se prouver par récurrence), donc :

2

2
vVt € R, E (exp(tX)) < exp <t> .

3. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes el centrées telles que | X, | < ¢, (o0

n
¢n, > 0] pour tout n € N*. Pour tout n > 1, on note S, = ZXk'
k=1

(a) Soient ¢ € R et n € N*, Puisque exp (t5,) = exp(tX1)...exp(tX,) el puisque les variables aléatoires
exp(tXy), ...,exp(tX,) sont indépendantes, exp (£S,) adnmel une espérance (les X sont bornés donc
admetient une espérance, done les exp(tXy) aussi) el :

E (exp(tSy)) = E (exp(tX1)) ... E (exp(tXy,)) .

. . . . Xy :
En appliquant la formule précédente a4 toutes les variables aléatoires — (elles sont bien centrées et
Ck
bornées par 1), on trouve :

Vk € [1,n], E (exp (tXz)) = E <exp <(tck)f:)> < exp <t22‘3’%) .

On en déduit le résultat en multipliant ces n inégalités.

2 n
E (exp(tS,)) < exp <t2 Z ci) .

k=1

(b) Soit € > 0 el t € RY. Remarquons que [S, > €] C [exp(tS,) > exp(te)] par croissance de exp sur R7.
Liinégalité de Markov (exp(tS,) = 0) assure que :

2 n
P(S,, > ¢) < P(exp(tSy,) > exp (te)) < exp <—t8 + % Zci) .
k=1

n
(¢) Létude de la fonction du second degré f : ¢t — at® —et ol a = 5 Z 2 montre qu'elle atteint un mininnm
- k=1
ent= % Par croissance de la fonction exp sur R, on a ;
a
€ g2 g2
Ve >0, P(S, >¢) <exp (f (—)) =exp|—— | =|exp | ——5—
2a 4a 9 9
> Ch
k=1

(d) Puisque les — X, vérilient les mémes propriétés que les Xy, la propriété précédente est encore vraie en
reniplacant la variable aléatoire S, par —S,,. Ainsi :

Ve >0, P(|Sn] >¢) <P(S, >¢e) +P(—S, >¢) <2exp | ——




Exercice sans préparation S12

Soient n € N* et A une matrice de ., (R) de rang r avec 0 <7 < n.
Déterminer le plus petit entier p tel quiil existe une matrice B de ., (R) de rang p telle que A+ B soil inversible.

Solution :

RBépmmse p=n—r
o Soit A € M,,(R) de rang r.
Il exdste done une (amille libre de 7 colonnes de A dang M,, 1(R), notons-les Ci,, Gy, ..., G avec iy <idg < -+ < i,

rg(A4) = dim(Vect (Cyy, Cyy, ..., Ci))

Daprés le théorénie de 1a base incompléte, on peut conipléter la famille (C;,, C;,, ..., C;,) en une base de M, 1(R),
: . . Vo . !/ ! ! . .
il existe done des colonnes C, 1, C),,...,C} telles que :

(Ci,,Ciyy .-, Ci,, Ol 1, Crpgy .., C)  s0it une base de M, 1 (R)

Pour oblenir une matrice B de rang n — r telle que A + B s0il de rang n, il sullit de prendre une matrice B ayant
des colomnes nulles en positions i1, 4o, ..., 4., €l sur n — r autres colonnes quelconques placer des colonnes de type
C), — C, o0t Cy, est 1a colonne k de A, et Cj, est 1a colonne issue de la base précédente, les n — 7 colonnes restantes
élant nulles.

La matrice M + M’ aura alors parmi ses colonnes exactement n colonnes qui forment une [anille libre done
A+ B est de rang n.

e Snit B est une matrice de rang striclenment inférienr 3 n — r. Si Fon note f el g les applications linéaires
induites par A el B dans la base canonique

Im (f+g) C Im (f)+ Im (g) (Siy € Im (f+g). il existe x € R" tel que y = f(z)+g(z) € Im (f)+ Im (g)

Ainsi dim( Im (f + ¢)) < dim( Im (f) + Im (g)) = dim( Im (f)) + dim( Im (g)) — dim( Imx (f) N Im (g)) <
dim( Im (f)) + dim( Im (g))

On obtient done que rg{A + B) <rg(A)+rg(B) < n, donec A + B n'est pas inversible.

o Comelusion ’ Le rang minimal de B pour que A + B soil inversible vaut n — 7. ‘




