SUJET S17

Exercice principal S17

Dans tout Pexercice n désigne un entier naturel supérieur on égal 3 2. On note € I'ensenible des variables
aléatoires X A valeurs dans [1,n] telles que, pour tout k € [1,n], P(X = k) # 0 et délinies sur un niéme espace
probabilisé (2, A, P).

Soit f: [1,n] — R une lonction injective et soit ¢ un réel. On considére Pensemble &£, des variables aléatoires de
€ telles que E(f(X)) = a, qi’on suppose non vide.

Pour toute variable aléatoire X de £, on nole :

H(X) ==Y P(X =k) In(P(X = k)).
k=1

n

Soit U une variable aléatoire de £ suivant la loi uniforme sur [1, n].

1. Question de cours : énoncer le théoréme du transfert pour les variables aléatoires discrétes infinies.
2. Calenler H(U).

3. Justifier que Ia fonction In est concave sur RY .

4. En déduire que, pour tont X € €, H(X) < H(U).

5. Montrer que la [onclion ci-dessous est une bijection strictement croissante de R sur R.

p: R =+ R
z oo 3 (fk) —a) e
k=1

6. Pour tout X € &, et k € [1,n], on note p, = P(X = k). En considérant H comme une (onction de
(p1,--.,Pn). déterniner la hessienne de H.

=1

. En déduire que si H admetl un extrenum local sur £,. ¢’est en un unique point. Est-ce un maxinunm ou un
niininumm 7

Solution :

1. Programme ECS 1 (page 23)
1
2. HU)=)_ ~Inn/=Inn]
n
k=1

: 1 - -
3. Puisque In est C* sur R* et In” < 0 sur cet intervalle, | In est concave sur cel intervalle. ‘

n
4. Soit X une variable aléatoire de £. Par concavité du logarithnie sur RY el puisque E P(X=k)=1l,ona:
k=1

HU)-H(X)=1Inn+ Zn:IP’(X = k)In(P(X = k))
k=1
n n 1
— ;P(X =k)(In(P(X =k)) + In(n)) = — I;IP’(X =k)ln <nP(X:k)>

Y 1
> —1 P(X = — | = 1n est convexe.
' <; ( k) x nP(X = k)) 0 (—In est convexe.)

Pour toute variable aléatoire X de &, H(U) > H(X) ‘




5. La lonction ¢ est dérivable sur R par théorémes opératoires et :

n
Vo e R, ¢( Z Q(f(k) “)“”/O.
k=1

De plus :
¢'(z) =0 Vk e [1,n], f(k)=a,

ce qui est absurde puisque f est injective. On en déduit que ¢’ > 0 sur R, el ainsi que ¢ est siriclenient
croissante sur R. Puisque la fonction ¢ est continue sur R, elle réalise une bijection strictement croissante
entre R et o(R) =] lim ¢, lim ¢|.

—00 +oo

Puisque &, est non-vide, le théoréme du transfert assure quiil existe une variable aléatoire X € &, telle que :

S fERPX =k)=a, ie. Z P(X =k) =
k=1

Puisque par hypothése P(X = k) # 0 pour tout &k € [1,n], les f(k) — a ne peuvent ¢ire tous de ménie signe,
ni miéne tous nuls, par injectivité de f. On en déduit done que :

limp = —oc0 et hm<p +00
—0o0

Ainsi, ‘ @ réalise une bhijection strictenient croissante de R dans R.

n
6. En écrivant H : (p1,...,Dn) Zpk In(py), on trouve que :
k=1

0H
Vke[[l Tl]] p (p17"'7pn):_lnpk_1'

1 1
La hessienne de H en un point (py,...,py,) est done la matrice diag (—, ceey —).
p1 Pn

=1

. Sila fonction H admet un extrenmim local p = (py, . .., p,) sur Pouvert (]0, 1[)" sous les contraintes linéaires

Zpk =1et Zf(k)pk = a, alors VH(p) € Vect ((1,...,1),(f(1),..., f(n)). I existe done (A, p) € R? tel

k=1 k=1
qQue :

VE € [1,n], —In(pr) — 1 = A+ pf(k), ie. pp = e 17A7HFR),
Or :

3

n

0= (f(k) — a)p *”Z k) = a)e I8 = em1mAmep(—p),
k=1

On en déduit que o(—pu) = 0, i.e. p = —¢ (0) par hijectivité de ¢ de R vers R.
n n n
Tuisque Zpk =17 Ze*”f(k) =1, on tronve que A = —1 +In Ze*"f(k) . L'nnicité de p assure

i k=1 k=1 k=1
alors Punicité de ).

On en déduit done que i H admet un extrenmmni local sons les contraintes 1‘)ré('.édenLes,‘ cel extrennmnl est uniqgue,

Les valeurs propres de la hessienne de H étant toujours strictenient négatives

Si H atteint un extremuni local sous contrainte, ¢’est 1n niaxinir




Exercice sans préparation S17

Déterminer toutes les fonctions f de classe €1 sur R telles que :

° f(O)ZO
o f(0)=1 .
*VrER f@) =55y

Solution :

e Supposons qufil existe une telle [onction.
Remarquons que avec l1a troisiénie hypothése, on a :

Vz R, f'(2)f'(f(x)) =1

D’on en primitivant :
VeeR, f(f(x))=x+Ek, EkeR

Comme f(0) = 0, on a nécessairenient k = 0, d’on :
Ve eR, f(f(z)) ==

Remarquons que f’ ne peut pas s’anmiler sur R pour que la troisiénie hypothése ait un sens. Comme f/
est continue (f est de classe €1), elle doit étre de signe strict constant, done strictement positive puisque
f(o)=1

Ainsi, [ est nécessairenient strictement croissante sur R,

Enlin ¢’il existait 2 tel que f(z) > z, alors en appliquant f on aurait f(f(x)) > f(z), done z > f(z), ce qui
est absurde.

(De méne, c’est absurde d’avoir f(x) < 2 pour un réel ).

Ainsi nécessairenlent

Ve e R, f(z) =u.

e Réciproquenient, la lonclion identilé z — z vérilie bien les hypothéses proposées.
‘La fonction identité est done 1a seule fonction répondant au problémne. ‘




