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ANALYSE

Exercice 1.01.

Soit f la fonction numérique définie sur Rn par

f(x1, . . . , xn) = exp
(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
+

n∑
k=1

exk

1. Montrer que f est de classe C2 sur Rn.

2. Déterminer le gradient ∇f de f . En déduire que f admet un unique point
critique noté x̂.

3. a) Calculer la hessienne ∇2f(x̂) de f en ce point critique.

b) Montrer que ∀X ∈ Mn,1(R) \ {0},
tX∇2f(x̂)X > 0.

4. a) En déduire f admet en x̂ un minimum local.

b) Ce minimum est-il un minimum global sur Rn ?

Solution :

1. La fonction f est de classe C2 comme somme et composée de fonctions de
classe C2.

2. Un calcul élémentaire donne pour tout i ∈ [[1, n]]
∂f
∂xi

(x1, . . . , xn) = − exp
(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
+ exi

donc :

∇fx =
(
ex1 − exp

(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
, . . . , exn − exp

(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

))

Un point critique x est déterminé par ∇fx = 0, soit pour tout i ∈ [[1, n]] :
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∂f
∂xi

(x1, . . . , xn) = − exp
(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
+ exi = 0

Ainsi, ex1 = . . . = exn = exp
(
n + 1 −

n∑
k=1

xk

)
, donc x1 = . . . = xn et

x1 = n+ 1− nx1, donc x1 = . . . = xn = 1.

x̂ = (1, . . . , 1)

3. a) La matrice hessienne est égale à

∇2fx = (ai,j), avec ai,j =





exi + exp
(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
si i = j

exp
(
n+ 1−

n∑
k=1

xk

)
si i %= j

et en x̂ = (1, . . . 1),

∇2f
x̂
= e




2 1 . . . 1
1 2 . . . 1
...

. . .
. . .

...
1 . . . 1 2




b) Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses
valeurs propres sont strictement positives. Ici la matrice ∇2fx0

vaut e(I+J),
où J est la matrice composée uniquement de 1. La matrice J est de rang 1
et la somme de chacune de ses lignes est égale à n. Ainsi ses valeurs propres
sont 0 et n ; les valeurs propres de I +J sont 1 et n+1 et les valeurs propres
de e(I + J) sont e et e(n+1) qui sont strictement positives. D’où le résultat.
4. a) On sait alors qu’en le point critique x̂ f admet un minimum local. La
valeur de ce minimum est (n+ 1)e.

b) C’est un minimum global. En effet lim
||x||→+∞

f(x) = +∞, car f(x) >

n∑
k=1

exk . Ainsi, il existe A > 0 tel que si ||x|| ! A, f(x) > (n+ 1)e + 1. Sur le

disque fermé et borné, centré en 0, de rayon A, la fonction f est continue et
atteint son minimum. Celui-ci ne peut être atteint au bord car pour ||x|| ! A,
f(x) > (n+1)e. Il est donc atteint en un point de l’intérieur qui est un ouvert,
donc au point critique déterminé précédemment.

Exercice 1.02.

Pour n ∈ N
∗ et x ∈ R, on pose un(x) =

1
n+ n2x2 .

1. Discuter, selon les valeurs réelles de x, la convergence de la série de terme
général un(x).

Lorsque cette série converge, on note f(x) sa somme, soit : f(x) =
+∞∑
n=1

un(x).

Dans la suite, on considère un réel a > 0.
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2. a) Déterminer la limite de f(x) quand x → +∞.

b) On admet que la fonction f est continue sur [a,+∞[. Justifier la

convergence de l’intégrale J =

∫ +∞

a

f(x) dx.

3. a) Justifier que, pour tout n ∈ N
∗, l’intégrale Jn =

∫ +∞

a

un(x) dx converge

et la calculer.

b) Montrer que, pour tout n ∈ N
∗, on a :

∣∣J −
n∑

k=1

Jk
∣∣ " 1

a

[ +∞∑
k=n+1

1
k2

]
.

c) En déduire l’expression de J comme la somme d’une série.

4. a) Justifier que, pour tout entier n ! 2, on a :
∫ n+1

n

dt
t+ t2x2 "

1
n+ n2x2 "

∫ n

n−1

dt
t+ t2x2

b) Déterminer deux réels b et c (indépendants de t, mais pouvant dépendre
de x) tels que

∀ t ∈ R
∗
+,

1
t+ t2x2 = b

t
+ c

1 + tx2

c) En déduire un encadrement de f(x), puis un équivalent de f(x) quand
x → 0+.

d) En déduire la nature de l’intégrale I =

∫ +∞

0

f(x) dx.

Solution :

1. On a un(0) = 1/n, qui est le terme général d’une série divergente ; pour

x %= 0, un(x) ∼ 1
n2x2 , qui est le terme général d’une série convergente.

2. a) On a : 0 ≤ f(x) ≤ 1
x2

+∞∑
n=1

1
n2 →

x→+∞
0, donc lim

+∞
f = 0.

b) f ∈ C0([a,+∞[) et 0 " f(x) "
π2

6x2 d’intégrale convergente en +∞,

donc par la règle de Riemann J converge.

3. a) un ∈ C0([a,+∞[) et un(x) ∼ 1
n2x2 , donc Jn converge encore par

application de la règle de Riemann.
Par le changement de variable affine x *→ x

√
n = t, on a :

Jn = 1
n

∫ +∞

a

dx
1 + nx2 = 1

n
√
n

∫ +∞

a
√
n

dt
1 + t2

= 1
n
√
n

[
arctan(t)

]+∞

a
√
n
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= 1
n
√
n

(π
2
− arctan(a

√
n).

b) Pour tout n ∈ N
∗, on a :

∣∣J −
n∑

k=1

Jk
∣∣ =

∫ +∞

a

[ +∞∑
k=n+1

uk(x)
]
dx "

∫ +∞

a

[ +∞∑
k=n+1

1
k2x2

]
dx

=
[ +∞∑
k=n+1

1
k2

]∫ +∞

a

dx
x2 = 1

a

+∞∑
k=n+1

1
k2

c) Comme
∑
k!1

1
k2

converge, son reste tend vers 0, donc
∑
k!1

Jk converge

vers J , soit :

J =
+∞∑
n=1

Jn =
+∞∑
n=1

[ 1
n
√
n

(π
2
− arctan(a

√
n)
)]

4. a) L’encadrement demandé est une conséquence banale de la décroissance

de t *→ 1
t+ t2x2 sur R∗

+.

b) Par identification : 1
t+ t2x2 = 1

t
− x2

1 + tx2 .

c) La convergence de
∑
n≥1

un(x) garantit celle des intégrales, d’où en

sommant pour n ! 2 :
∫ +∞

2

dt
t+ t2x2 " f(x)− 1

1 + x2 "

∫ +∞

1

dt
t+ t2x2

Soit : ∫ +∞

2

(1
t
− x2

1 + tx2 ) dt " f(x)− 1
1 + x2 "

∫ +∞

1

(1
t
− x2

1 + tx2 ) dt

ou encore :[
− ln 1 + tx2

t

]+∞

2
" f(x)− 1

1 + x2 "

[
− ln 1 + tx2

t

]+∞

1

C’est-à-dire :

ln(1 + 2x2

2
)− ln(x2) " f(x)− 1

1 + x2 " ln(1 + x2)− ln(x2)

En regardant les termes prépondérants, on obtient par encadrement d’équivalents
: f(x) ∼

0+
−2 lnx.

d) La convergence de l’intégrale

∫ 1

0

ln(x)dx donne, par la règle d’équivalence

pour les intégrales de fonctions de signe fixe, la convergence de l’intégrale
définissant I.

Exercice 1.03.

Soit f la fonction définie par f(x) =

∫ 2x

x

dt
t+ sin t
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1. Déterminer le domaine de définition Df de f .

2. Montrer que f est de classe C1 sur Df .

3. Déterminer lim
x→+∞

f(x). En déduire lim
x→−∞

f(x).

4. Montrer que l’on peut prolonger f par continuité en x = 0.
On note f̃ la fonction ainsi prolongée.

5. Montrer que f̃ est dérivable sur R. Calculer f̃ ′(0).

6. La fonction f̃ est-elle de classe C1 sur R ?

Solution :

1. On étudie ϕ : t → t + sin t. On a ϕ′(t) = 1 + cos t ! 0, nul seulement en
des points isolés, et lim

−∞
ϕ = −∞, lim

+∞
ϕ = +∞, ce qui montre que ϕ est une

bijection croissante de R sur R s’annulant en 0, donc seulement en 0.

Ainsi pour tout x %= 0, 1
t+ sin t

est continue sur [x, 2x] et Df = R
∗.

2.Notons F une primitive de t *→ 1
t+ sin t

sur R
∗
+ ou R

∗
−. Par le théorème

fondamental du calcul intégral, comme f(x) = F (2x)− F (x), f est de classe
C1 sur R∗ et :

f ′(x) = 2
2x+ sin(2x)

− 1
x+ sin(x)

3. Pour tout t > 1 , 1
t+ 1

"
1

t+ sin t
"

1
t− 1

. Ainsi :

x > 1 =⇒
∫ 2x

x

dt
t+ 1

" f(x) "

∫ 2x

x

dt
t− 1

, d’où :

x > 1 =⇒ ln 2x+ 1
x+ 1

" f(x) " ln 2x− 1
x− 1

En faisant tendre x vers +∞, il vient lim
x→+∞

f(x) = ln 2.

La fonction ϕ est impaire, le changement de variable t = −u donne donc :

f(−x) =

∫ −2x

−x

dt
t+ sin t

=

∫ 2x

x

du
u+ sinu

= f(x)

Donc f est paire et lim
x→−∞

f(x) = ln 2.

4. On écrit :

∫ 2x

x

dt
t+ sin t

−
∫ 2x

x

dt
2t

=

∫ 2x

x

t− sin t
t(t+ sin t)

dt.

Or un développement limité au voisinage de 0 et à l’ordre 3 donne :
t− sin t

t(t+ sin t)
∼ t

12
, qui tend vers 0. Ainsi la fonction t *→ t− sin t

t(t+ sin t)
admet
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un prolongement par continuité en 0 et est donc continue sur [−2, 2] et ainsi
majorée par une constante C.
Il vient donc pour |x| ≤ 1 :

∣∣
∫ 2x

x

dt
t+ sin t

−
∫ 2x

x

dt
2t

∣∣ " C|x|

ce qui montre que
∣∣f(x)− ln 2

2

∣∣ " C|x|. Ainsi lim
x→0

f(x) = ln 2
2

.

5. Le calcul de f ′ a été fait précédemment. Après réduction, il vient :

f ′(x) =
2 sinx(1− cosx)

(2x+ sin(2x))(x+ sin(x))

Effectuant un développement limité au voisinage de 0, il vient f ′(x) ∼
(0)

x
8
.

Ainsi la fonction f̃ est-elle dérivable en 0 (théorème des fonctions de classe

C1) et f̃ ′(0) = 0.

6. On a déjà vu que la fonction f̃ est de classe C1 sur R, car elle l’est en 0 et
l’est banalement ailleurs.

Exercice 1.04.

1. Soit
∑
n≥0

un une série à termes réels strictement positifs, telle que :

lim
n→+∞

(un+1

un

)
= 0

a) Montrer qu’il existe n0 ∈ N tel que : ∀n ∈ N, n ! n0 =⇒ un+1 "
1
2
un.

b) En déduire que la série
∑
n≥0

un converge.

Soit un réel q ∈ ]−1, 1[. Pour x ∈ R et n ∈ N
∗, on pose

fn(x) = (1− qx)(1− q2x) · · · (1− qnx) =
n∏

k=1

(
1− qkx

)

2. a) Montrer que, pour tout x ∈ R, la suite
(
fn(x)

)
n∈N∗

converge. On note

f(x) sa limite.

b) Vérifier que ∀x ∈ R, f(x) = (1− qx)f(qx) (1).

3. On suppose que f admet un développement limité à tout ordre N en 0,
noté :

f(x) =
N∑

n=0
an x

n + o
(
xN

)
N ∈ N.

a) Montrer que ∀n ∈ N
∗, an =

qn

qn − 1
an−1 et en déduire l’expression de

an pour tout n ∈ N.
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b) Justifier que la série de terme général an x
n converge pour tout x réel.

On note g(x) sa somme.

c) On admet que g est continue sur R. Montrer que g = f .

Solution :

1. a) Le résultat demandé n’est autre que la définition quantifiée de la limite
avec ε = 1/2, et un > 0.

b) Par récurrence, n ≥ n0 =⇒ 0 " un "
(1
2

)n−n0
un0

, d’où la convergence

par comparaison à une série géométrique convergente.

2. a) • S’il existe n0 , x = 1/qn0 , alors ∀ n ≥ n0 , fn(x) = 0 et la suite (fn(x))
est constante à partir d’un certain rang, donc convergente ;

• sinon, ∀n, fn(x) %= 0 et ln |fn(x)| =
n∑

k=1

ln |1 − qkx| converge absolument

car à partir d’un certain rang |qkx| < 1 puis lim
k→∞

qkx = 0 et | ln |1−qkx|| ∼
(∞)

|qkx| ! 0, qui est le terme général d’une série géométrique convergente.

D’autre part lim
n→∞

(1 − qnx) = 1 implique que fn(x) est de signe constant à

partir d’un certain rang, donc
(
fn(x)

)
n∈N∗

converge.

b) Pour tout x ∈ R, la relation s’obtient par passage à la limite dans la
relation

fn(x) = (1− qx)
n∏

k=2

(1− qk−1qx) = (1− qx) fn−1(qx)

3. a) Par substitution dans la relation précédente et identification par unicité

du développement limité, on a :
N∑

n=0
anx

n + o(xN ) = (1− qx)
[ N∑
n=0

an(qx)
n +

o(xN )
]
, donc :

∀n ∈ N
∗, an = anq

n − an−1q
n et a0 = f(0) = 1

d’où par récurrence an =
qn

qn − 1
an−1 =

qn (n+1)/2

n∏

k=1

(qk − 1)

.

b) Pour tout x ∈ R
∗,

|an+1 x
n+1|

|an x
n|

= |
qn+1 x
qn+1 − 1

| −→
n→∞

0, ce qui assure la

convergence absolue de la série.

4. g vérifie la relation (1) (cf. 3.a) et g(0) = f(0) = 1, d’où, par récurrence et
continuité de g en 0, on écrit pour tout n :
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g(x) =
[ n∏
k=1

(1− qkx)
]
g(qnx) = fn(x) g(q

nx)

puis on fait tendre n vers l’infini et à la limite :

g(x) = f(x) g(0) = f(x)

Exercice 1.05.

Soit (n, p) ∈ N
∗ × N

∗, avec n > p, et posons q = n− p. Pour tout x ∈ R, on
considère l’équation d’inconnue réelle y :

(E) : yn + xyp − 1 = 0.

1. Démontrer que ∀x ∈ R, l’équation (E) admet une racine unique yx dans
R

∗
+.

2. Soit f la fonction de R dans R
∗
+ définie par : x *−→ f(x) = yx où yx est

défini dans la première question.
Montrer que f est deux fois dérivable sur R et donner l’expression de f ′(x)
en fonction de x et f(x).

3. Calculer le développement limité à l’ordre 2 de f en 0.

4. Montrer que f admet une limite, que l’on calculera, lorsque x tend vers
+∞.

5. Démontrer que f(x) ∼ x− 1
p lorsque x tend vers +∞.

Solution :

1. Pour tout x ∈ R, posons Ψx(y) = yn + xyp − 1, fonction définie sur R∗
+.

On a Ψ
′
x(y) = nyn−1 + pxyp−1 = yp−1(nyq + px).

→ Si x est positif ou nul, Ψx crôıt.
→ Si x est strictement négatif Ψx commence par décrôıtre avant de crôıtre.
Comme lim

0
Ψx(y) = −1 et que lim

+∞
Ψx(y) = +∞, on en déduit que Ψx ne

prend qu’une fois la valeur 0 sur R∗
+.

2. L’équation (E) montre que pour tout y ∈ R
∗
+ on a x =

1− yn

yp
= Φ(y).

On a Φ qui est C∞ sur R∗
+ et Φ′(y) =

−nyn − (1− yn)p

yp+1 =
−nyq − px

y
.

On a Φ
′ < 0 et Φ est strictement décroissante sur ]0,+∞[ et définit une

bijection de R
∗
+ sur R. Elle admet une fonction réciproque qui n’est autre

que la fonction f qui est aussi C∞. On a :

f ′(x) = − y
nyq + px

= − f(x)

nf(x)q + px
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3. On a, f(x) = a+ bx+ cx2 + o(x2).

On obtient immédiatement a = f(0) = 1, b = f ′(0) = − 1
n
, puis on utilise :

(1− 1
n
x+ cx2 + o(x2))n + x(1− 1

n
x+ cx2 + o(x2))p − 1 = 0.

Ce qui conduit à : ncx2 + n− 1
2n

x2 − p
n
x2 = 0 puis

c = −n− 1− 2p
2n2 = −q − p− 1

2n2

4. L’examen de la fonction Φ montre que lim
x→+∞

f(x) = 0.

5. On a donc, xyp ∼
+∞

1, d’où f(x) ∼
+∞

x− 1
p .

Exercice 1.06.

1. Montrer que pour tout x > 0, l’intégrale

∫ +∞

0

t
1 + x et

dt converge.

On note f l’application définie sur R∗
+ par : pour tout x > 0,

f(x) =

∫ +∞

0

t
1 + x et

dt

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R+∗.

3. a) Déterminer lim
x→+∞

f(x), puis un équivalent de f(x) pour x au voisinage

de +∞.

b) Déterminer lim
x→0

f(x).

4. a) En utilisant le changement de variable u = x.et que l’on justifiera,
montrer que :

f(x) = lnx(lnx− ln(1 + x)) +

∫ +∞

x

lnu
u(1 + u)

du

b) En déduire que f est dérivable sur R∗
+ et calculer f ′(x). Retrouver ainsi

le sens de variations de f .

Solution :

1. Soit x > 0. La fonction ϕ : t *→ t
1 + xet

est continue sur R+ et positive.

Au voisinage de +∞, ϕ(t) ∼ t
x
e−t et

∫ +∞

1

t.e−tdt converge. Ainsi f est-elle

bien définie sur R∗
+.

2. Si 0 < x < y, alors, pour t ! 0, t
1 + xet

!
t

1 + yet
ce qui entrâıne la

décroissance de f .
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3. a) Comme 1 + xet ! xet, il vient : 0 " f(x) " 1
x

∫ +∞

0

te−tdt = 1
x

(calcul

simple ou référence probabiliste) ce qui montre que :

lim
x→+∞

f(x) = 0

Montrons que 1
x

est équivalent à f(x) au voisinage de +∞. En effet :

∣∣∣f(x)− 1
x

∫ +∞

0

te−tdt
∣∣∣ =

∫ +∞

0

t
(1 + xet)(xet)

dt " 1
x2

∫ +∞

0

te−2tdt = C
x2

Donc f(x)− 1
x
= o

( 1
x

)
et f(x) ∼

+∞)

1
x

b) Soit A > 0. On peut écrire :

f(x) !

∫ A

0

t
1 + xet

dt ! 1
1 + xeA

∫ A

0

tdt = A2

2(1 + xeA)

Or lim
x→0

A2

2(1 + xeA)
= A2

2
, et comme ceci est vérifié pour tout A, il s’ensuit

que
lim
x→0

f(x) = +∞

4. a) Le changement de variable proposé est de classe C1 et bijectif. Il vient

f(x) =

∫ +∞

x

ln(u/x)

u(1 + u)
du =

∫ +∞

x

ln(u)

u(1 + u)
du− ln(x)

∫ +∞

x

1
u(1 + u)

du

Or, pour A > 0 :∫ A

x

1
u(1 + u)

du =

∫ A

x

du
u

−
∫ A

0

du
1 + u

= − ln(x) + ln(1 + x)− ln
(
1 + 1

A

)

et, en prenant la limite lorsque A tend vers +∞ :
∫ +∞

x

1
u(1 + u)

du = ln(1 + x)− ln(x)

Finalement f(x) = lnx(lnx− ln(1 + x)) +

∫ +∞

x

lnu
u(1 + u)

du.

b) La fonction x *→
∫ +∞

x

lnu
u(1 + u)

du est dérivable (intégrale fonction de

sa borne inférieure), et :

f ′(x) = 1
x
(lnx− ln(1 + x)) + lnx

(
1
x
− 1

1 + x

)
− lnx

x(1 + x)

= 1
x
(lnx− ln(1 + x)) < 0.

On retrouve bien la décroissance de f .

Exercice 1.07.
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Dans tout l’exercice, E désigne l’ensemble des fonctions continues sur R et
2π−périodiques, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions f vérifiant :

f ∈ C0(R) et ∀x ∈ R, f(x+ 2π) = f(x)

Pour toute fonction f de E, on pose : c(f) = 1
2π

∫ 2π

0

f(t) dt.

1. a) Montrer que toute fonction de E est bornée.

b) En déduire que, pour toute fonction f de E et tout réel α strictement

plus grand que 1, l’intégrale

∫ +∞

1

f(t)

tα
dt est convergente.

2. a) Montrer, pour toute fonction f de E, l’égalité suivante :∫ x+2π

x

f(t) dt =

∫ 2π

0

f(t) dt

b) En déduire que pour toute fonction f de E, les primitives de f sont
2π−périodiques si et seulement si c(f) = 0.

3. On considère une fonction f appartenant à E et on note g la fonction
définie par :

∀ t ∈ R, g(t) = f(t)− c(f).

a) Montrer que g appartient à E et que c(g) = 0.

b) Montrer que l’intégrale :

∫ +∞

1

g(t)
t

dt est convergente.

c) On suppose dans cette question que c(f) %= 0. Déterminer un équivalent

simple de

∫ x

1

f(t)
t

dt quand x est au voisinage de +∞.

4. On considère dans cette question la fonction f définie, pour tout réel t,
par : f(t) = | sin(t)|.

a) Vérifier que f est un élément de E.

b) En déduire que :

∫ x

1

| sin (t)|
t

dt ∼
(x→+∞)

2
π
ln (x).

c) Quelle est la nature de l’intégrale

∫ +∞

0

| sin t|
t

dt ?

d) Quelle est la nature de l’intégrale

∫ +∞

0

sin t
t

dt ?

Solution :

1. a) Soit f une fonction de E. Comme f est continue, elle est bornée sur
l’intervalle fermé borné [0, 2π], il existe donc un réel M positif, tel que :
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∀ y ∈ [0, 2π], |f(y)| ≤ M
Soit x un réel donné. Il existe alors un entier relatif k tel que x + 2kπ
appartienne à [0, 2π]. Comme f est 2π−périodique, f(x) = f(x + 2kπ) et,
x+ 2kπ étant dans [0, 2π], on a bien f(x) ≤ M .

b) D’après ce qui précède, on a :
∣∣f(t)
tα

∣∣ ≤ M
tα

. La fonction t *→ M
tα

est, à

un scalaire près, une fonction de Riemann et pour α > 1 son intégrale en
+∞ est convergente. Le critère de comparaison des intégrales de fonctions

positives permet de conclure à la convergence de

∫ +∞

1

∣∣f(t)
tα

∣∣dt.

Enfin, comme la convergence absolue entrâıne la convergence, on peut bien

conclure à la convergence de l’intégrale

∫ +∞

1

f(t)

tα
dt.

2. a) On écrit :

∫ x+2π

x

f(t) dt =

∫ 0

x

. . .+

∫ 2π

0

. . .+

∫ x+2π

2π

. . ..

Dans la dernière intégrale, on effectue le changement de variable t = u+ 2π
et par périodicité de f la première et la dernière intégrale se détruisent. On
obtient ainsi le résultat escompté.

b) Soit F une primitive d’une fonction f de E. On a alors, pour tout réel x,

F (x+ 2π)− F (x) =

∫ x+2π

x

f(t)dt =

∫ 2π

0

f(t)dt = 2πc(f).

On en déduit : F est 2π−périodique si, et seulement si, ∀x, F (x+2π)−F (x) =
0, soit si et seulement si c(f) = 0.

3. a) La fonction g est continue comme somme de fonctions continues.

Ensuite, g(x+ 2π) = f(x+ 2π)− c(f) = f(x)− c(f) = g(x).

Enfin, 1
2π

∫ 2π

0

g(t)dt = 1
2π

∫ 2π

0

f(t)dt− 1
2π

∫ 2π

0

c(f)dt = c(f)− c(f) = 0.

On a donc c(g) = 0.

b) Soit A un réel plus grand que 1 et considérons :

∫ A

1

g(t)
t

dt.

Notons G une primitive de g. On a alors, en intégrant par parties :
∫ A

1

g(t)
t

dt =
[G(t)

t

]A
1
+

∫ A

1

G(t)

t2
dt

⋆ Comme g appartient à E et que c(g) = 0, la primitive G de g est
2π−périodique (question 2.b)) et évidemment continue. G est donc dans E.

On en déduit qu’elle est bornée. Alors, comme G est bornée : lim
A→+∞

G(t)
t

= 0.
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⋆ L’intégrale

∫ +∞

1

G(t)

t2
dt converge.

Conclusion, le second membre de l’égalité possède une limite finie en +∞ et
l’intégrale est convergente.

c) On a :

∫ x

1

f(t)
t

dt =

∫ x

1

f(t)− c(f)
t

dt+

∫ x

1

c(f)
t

dt.

Soit

∫ x

1

f(t)
t

dt =

∫ x

1

g(t)
t

dt+ c(f) ln (x).

Comme lim
x→+∞

∫ x

1

g(t)
t

dt = L et que lim
x→+∞

c(f) ln(x) = ±∞, (c(f) %= 0) on

en déduit : ∫ x

1

f(t)
t

dt ∼
(+∞)

c(f) ln(x)

4. a) f est évidemment continue et 2π−périodique, c(f) = 1
2π

∫ 2π

0

| sin(t)|dt =

2
π
.

b) En utilisant le résultat obtenu à la fin de la question 3, on a bien le
résultat demandé.

c) L’intégrale

∫ +∞

1

| sin t|
t

dt diverge, donc l’intégrale

∫ +∞

0

| sin t|
t

dt di-

verge.

d) Une intégration par parties de renforcement de convergence prouve

la convergence de l’intégrale

∫ +∞

1

sin t
t

dt, donc aussi celle de l’intégrale
∫ +∞

0

sin t
t

dt.

Exercice 1.08.

Pour toutes fonctions f, g continues sur R telles que

∫ +∞

−∞
|f(t)g(x − t)| dt

converge, on pose (f ⋆ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt.

1. On suppose dans cette question que

∫ +∞

−∞
|f(t)| dt converge et que g est

bornée sur R. Montrer que f ⋆ g est définie et bornée sur R.

2. On suppose dans cette question que

∫ +∞

−∞
|f(t)|2 dt et

∫ +∞

−∞
|g(t)|2 dt

convergent. Montrer que f ⋆ g est définie et bornée sur R.
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3. Pour tout n ! 1, on pose λn =

∫ 1

−1

(1− t2)n dt et

hn(t) =

{
(1− t2)n

λn
si t ∈ [−1, 1]

0 si t /∈ [−1, 1]

a) Montrer, à l’aide du changement de variable t = cos θ, que

λn = 2

∫ π/2

0

(sin θ)2n+1 dθ.

On admet que λn ∼
n→+∞

√
π
n

lorsque n tend vers +∞.

b) Montrer que hn est une densité de probabilité.

c) Montrer que pour tout ε > 0,

lim
n→+∞

∫ −ε

−∞
hn(t) dt = lim

n→+∞

∫ +∞

ε

hn(t) dt = 0

d) Déterminer pour tout réel x, lim
n→+∞

(f ⋆hn)(x) pour f continue et bornée

sur R.

Solution :

1. Pour tout (x, t) ∈ R
2, |f(t)g(x−t)| " K|f(t)|. Comme

∫

R

|f(t)|dt converge,

les théorèmes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure à l’existence de (f ⋆ g)(x) pour tout réel x et au fait

que (f ⋆ g)(x) "

∫

R

|f(t)|dt.

2. Pour tout (x, t) ∈ R
2, |f(t)g(x − t)| "

1
2

(
|f(t)|2 + |g(x− t)|2

)
. Or∫

R

|f(t)|2dt converge ainsi que

∫

R

|g(x− t)|2dt par un changement de variable

évident.
Les théorèmes de comparaison des intégrales de fonctions continues positives
permettent de conclure comme dans la question précédente.

3. Le changement de variable t = cos θ de classe C1 donne∫ 1

−1

(1− t2)ndt =

∫ π

0

(sin θ)2n+1dθ = 2

∫ π/2

0

(sin θ)2n+1dθ

Montrons le résultat admis dans l’énoncé :

Posons Wn =

∫ π/2

0

(sin θ)ndθ. Alors, une intégration par parties donne

Wn =
[
− (sin θ)n−1 cos θ

]π/2
0

+ (n− 1)

∫ π/2

0

(sin θ)n−2 cos2 θdθ
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soit ; Wn = n− 1
n

Wn−2.

La suite (Wn) est décroissante ( car sur [0,π/2], 0 " sin θ " 1) et la relation
précédente donne nWnWn−1 = (n− 1)Wn−1Wn−2, donc :

nWnWn−1 = W1W0 = π
2

Finalement Wn " Wn−1 " Wn−2 = n
n− 1

Wn. Ceci entrâıne que
Wn−1

Wn
tend

vers 1, donc Wn ∼ Wn−1 et nWnWn−1 = π/2 entrâıne que W 2
n ∼ π

2n
et

Wn ∼
√

π
2n

Ainsi λ ∼ 2
√

π
2(2n+ 1)

∼
√

π
n
.

b) La fonction hn est continue et positive sur R et son intégrale est égale
à 1 de par sa définition.

c) On a

∫ +∞

ε

hn(t)dt = 1
λn

∫ 1

ε

(1 − t2)n "
(1− ε2)n

λn
"

1
λn

, donc

lim
n→+∞

∫ +∞

ε

hn(t)dt = 0. Même démonstration pour

∫ −ε

−∞
hn(t)dt.

d) La fonction f est continue sur R et bornée par K. Soit ε > 0.
Il existe δ > 0 tel que |t| < δ entrâıne |f(x− t)− f(x)| < ε/3. On peut alors
écrire :

|(f ⋆ hn)(x)− f(x)| =
∣∣
∫

R

f(x− t)hn(t)dt−
∫

R

f(x)hn(t)dt
∣∣

"

∫

R

|f(x− t)− f(x)|hn(t)dt

"

∫ −δ

−∞
. . .+

∫ +δ

−δ

. . .+

∫ +∞

δ

. . . = I1 + I2 + I3

→ Or, par la continuité de f en x et la positivité de hn, I2 "
ε
3

∫

R

hn(t)dt =
ε
3
.

→ comme |f | " K : I1 " 2K

∫ −δ

−∞
hn(t)dt et I3 " 2K

∫ +∞

−δ

hn(t)dt

Par la question c, il existe N tel que si n ! N , I1 "
ε
3
, I3 "

ε
3
.

Finalement, pour tout ε > 0, il existe N tel que pour n ! N, |(f ⋆ hn)(x) −
f(x)| < ε.
Donc ∀x ∈ R, lim

n→∞
(f ⋆ hn)(x) = f(x).

Exercice 1.09.

Pour tout entier naturel n, on note Cn[X] l’espace vectoriel des polynômes à
coefficients complexes de degré inférieur ou égal à n. On définit par récurrence
la suite de polynômes (Tn)n par :
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T0 = 1, T1 = X, Tn+2(X) = 2XTn+1(X)− Tn(X), ∀n ! 0.

Dans cet exercice, on identifiera polynôme et fonction polynomiale associée.

On rappelle que pour tout (a, b) ∈ R
2, cos a+cos b = 2 cos

(a+ b
2

)
cos

(a− b
2

)
.

1. Expliciter T2, T3 et T4.

2. Soit n ∈ N.
a) Montrer que, pour tout t ∈ R, Tn(cos t) = cos(nt).

b) Montrer que Tn(X) =
⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
Xn−2k(X2 − 1)k.

3. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, Tn possède exactement n racines distinctes.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul. On note x1, . . . , xn

les racines de Tn.

Pour f : [0, 1] → R, continue sur [0, 1], on note ‖f‖∞ = sup
x∈[−1,1]

|f(x)|.

4. Calculer ‖Tn‖∞.

5. On pose Sn = 1
2n−1Tn et Pn l’ensemble des polynômes unitaires de degré

n qui possèdent n racines distinctes sur [−1, 1]. On souhaite montrer que

∀P ∈ Pn, ‖Sn‖∞ " ‖P‖∞.

a) Calculer ‖Sn‖∞.

b) Montrer le résultat annoncé en raisonnant par l’absurde.

Solution :

1. D’après les définitions :
T2 = 2XT1 − T0 = 2X2 − 1, T3 = 2XT2 − T1 = 4X3 − 3X,
T4 = 2XT3 − T2 = 8X4 − 8X2 + 1

2. a) On montre cette propriété par récurrence sur n.

• Pour n = 0 et n = 1, on a bien T0(cos t) = 1 = cos(0.t) et T1(cos t) = cos t.

• Soit n ∈ N. On suppose que Tn(cos t) = cos(nt) et Tn+1(cos t) =
cos((n+ 1)t). Alors, pour tout t ∈ R :

Tn+2(cos t) = 2 cos(t)Tn+1(cos t)− Tn(cos t) = 2 cos(t) cos((n+1)t)− cos(nt)

= cos((n+ 2)t) + cos(nt)− cos(nt) = cos((n+ 2)t).

Ainsi, pour tout n ∈ N et pour tout t ∈ R, Tn(cos t) = cos(nt).

b) Soit x ∈ [−1, 1]. On note x = cos t. Alors :

Tn(x) = Tn(cos t) = cos(nt) = Ré(eint) = Ré[(eit)n]
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= Ré
n∑

k=0

(
n
k

)
ik sink t cosn−k t =

⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
i2k sin2k t cosn−2k t

=
⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
(−1)k(1−cos2 t)k cosn−2k t =

⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
(−1)k(1−x2)kxn−2k

=
⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
(x2 − 1)kxn−2k

Ainsi, les polynômes Tn et
⌊n2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
(X2 − 1)kXn−2k cöıncident sur [−1, 1].

Ces polynômes sont égaux

3. Comme Tn est un polynôme de degré n, il possède au plus n racines
distinctes.

Pour tout k ∈ [[0, n − 1]], notons xk = cos
(2k + 1)π

2n
. Alors, xk ∈ [−1, 1], les

nombres xk sont tous distincts car la fonction cosinus est injective sur [0,π]

et Tn(xk) = cos(n
(2k + 1)π

2n
) = cos

(2k + 1)π
2

= 0.

Nous avons donc identifié tous les zéros du polynôme Tn et Tn possède
exactement n racines distinctes toutes dans [−1, 1].

4. Pour tout x ∈ [−1, 1], il existe t ∈ [0,π] tel que x = cos t. Alors,
Tn(x) = cos(nt). Ainsi, ‖Tn‖∞ " 1. De plus, Tn(0) = 1. Donc ‖Tn‖∞ = 1.

5. a) On remarque que Sn est un polynôme unitaire de degré n et que, d’après

la question précédente : ‖Sn‖∞ = 1
2n−1 .

b) Soit P ∈ Pn tel que ‖P‖∞ < ‖Sn‖∞. On pose D = Sn − P .

Comme P et Sn sont dans Pn, ils sont tous deux unitaires et le degré de D
est strictement inférieur à n.

De plus, pour tout k ∈ [[0, n]], D(cos kπ
n
) = P (cos kπ

n
) − (−1)k

2n−1 . Ainsi, D

change n + 1 fois de signe sur [−1, 1]. D’après le théorème de Rolle, D
s’annule donc au moins en n points distincts. Ainsi, D = 0 et on obtient
une contradiction. Finalement,

∀P ∈ Pn, ‖Sn‖∞ " ‖P‖∞.

Exercice 1.10.

Soit f l’application définie par :

f : (x, y) *→ 1

1− y2
ln

(
x+ y

1 + xy

)

1. Quel est l’ensemble de définition D de f ?
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2. Montrer que f est de classe C1 sur D.

3. Montrer que pour tout (x, y) ∈ D :

2yf(x, y) + (1− x2)
∂f

∂x
(x, y)− (1− y2)

∂f

∂y
(x, y) = 0

4. Montrer que pour tout x ! 0 et pour tout y tel que 0 < y < 1 :∣∣∣∣ln
(

x+ y

1 + xy

)∣∣∣∣ " | ln y|

En déduire que pour tout x ≥ 0, l’intégrale

∫ 1

0

f(x, y) dy est convergente.

Solution :

1. Pour définir f(x, y), il faut avoir y %= 1, y %= −1 et
x+ y
1 + xy

> 0, donc x+ y

et 1 + xy de même signe et non nuls.

2. La fonction f est de classe C1 sur D, car composée, produit, quotient
de fonctions de classe C1, les fonctions apparaissant en dénominateur ne
s’annulant pas et la fonction placée dans le logarithme étant strictement
positive.

3. On a :
∂f
∂x

(x, y) = 1
(x+ y)(1 + xy)

∂f
∂y

(x, y) = x2 − 1
(x+ y)(1 + xy)(y2 − 1)

+
2y

(y2 − 1)2
ln
( x+ y
1 + xy

)

On vérifie alors facilement la formule demandée.

4. Fixons y dans ]0, 1[ et étudions la fonction h : x *→ ln
( x+ y
1 + xy

)
.

La fonction h est définie et dérivable sur R∗, avec h′(x) = 1− y2

(x+ y)(1 + xy)
>

0.
Par conséquent h est strictement croissante.

De plus h(0) = ln y et lim
x→+∞

h(x) = − ln y. Donc |h(x)| " | ln y|, ce qui est le

résultat demandé.

Pour x fixé, la fonction, de la variable y, à intégrer est continue sur ]0, 1[.

Au voisinage de y = 0, |f(x, y)| " | ln y| = − ln y, et la convergence de

l’intégrale

∫ 1/2

0

ln y dy donne la convergence de l’intégrale

∫ 1/2

0

f(x, y) dy.

Au voisinage de y = 1, |f(x, y)| " 1
1 + y

·
− ln y
1− y

et la fonction majorante se

prolonge par continuité en 1, donc est intégrable sur [1/2, 1].

La convergence de

∫ 1

1/2

f(x, y) dy en résulte.
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Par disjonction des problèmes, on en déduit que

∫ 1

0

f(x, y) dy est convergente.

Exercice 1.11.

Soit un réel x et un entier naturel n > 0 ; on note :

Sn(x) =
n−1∑
p=0

(−x)p

p+ 1

1. Montrer que les relations un = S2n(1) et vn = S2n+1(1) pour n ∈ N

définissent deux suites réelles adjacentes. En déduire la convergence de la
suite (Sn(1))n∈N vers un réel ℓ.

Les questions suivantes sont indépendantes ; elles permettent toutes le calcul

de ℓ.

2. Soit f : [0, 1] → R définie par f(x) = ln(1 + x). Pour x ∈ [0, 1] et k ∈ N
∗,

exprimer f (k)(x) puis déterminer sup
x∈[0,1]

|f (k)(x)|.

En déduire la valeur de ℓ par application de l’inégalité de Taylor-Lagrange à
f sur [0, 1].

3. Établir que, pour tout réel x ! 0 et pour tout entier n > 0 :

S2n(x) " f(x) " S2n+1(x)
et en déduire la valeur de ℓ.

4. Montrer que pour tout entier n ! 0 : S2n(1) =
2n∑

k=n+1

1
k

En déduire la valeur de ℓ en faisant apparâıtre une somme de Riemann.

5. Montrer que pour tout entier n > 0 :

Sn(1) =

∫ 1

0

1− (−t)n

1 + t
dt

et en déduire la valeur de ℓ.

Solution :

1. On a : vn − un = S2n+1(1)− S2n(1) =
1

2n+ 1
−→
n→∞

0,

D’autre part : un+1 − un = S2n+2(1)− S2n(1) =
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
! 0

et vn+1 − vn = S2n+3(1) + S2n+1(1) = − 1
2n+ 1

+ 1
2n+ 3

" 0

Les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes ; elles convergent vers un même
réel ℓ. Les deux suites extraites S2n(1) et S2n+1(1) convergent vers la même
limite ℓ. Par exhaustion la suite (Sn(1))n∈N converge vers ℓ.
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2. Pour x ∈ [0, 1] et k ∈ N
∗, f ′(x) = 1

1 + x
.

On montre facilement par récurrence sur k ∈ N
∗, f (k)(x) =

(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
,

d’où sup{|f (k)(x)|, x ∈ [0, 1]} = (k − 1)!.

La fonction f est de classe C∞ sur [0, 1] ; on applique l’inégalité de Taylor-
Lagrange à f à l’ordre n :

|f(1)−
n∑

k=0

f (k)(0)
k!

| " 1
(n+ 1)!

sup{|f (n+1)(x)|, x ∈ [0, 1]} = 1
(n+ 1)!

n!

"
1

n+ 1

soit | ln(2)− Sn(1)| "
1

n+ 1
et lim

n→+∞
Sn(1) = ln(2)

3. Soit un réel x ! 0 et un entier n > 0 :

Soit la fonction : f1(x) = ln(1 + x)− S2n(x) = ln(1 + x)−
2n∑
k=1

(−1)k−1xk

k
.

Cette fonction est dérivable sur R+ et

f ′
1(x) =

1
1 + x

−
2n∑
k=1

(−1)k−1xk−1 = 1
1 + x

− 1− (−x)2n

1 + x
= x2n

1 + x
! 0

La fonction f1 est donc croissante sur R
+ et comme f1(0) = 0, elle est positive

sur R+. Ce qui prouve la première inégalité.

On montre, de même, l’inégalité de droite en étudiant la fonction f2 définie
sur R+ par : f2(x) = S2n+1(x) − ln(1 + x), et on obtient : S2n(x) " f(x) "
S2n+1(x).

En particulier pour x = 1 et en passant à la limite : ℓ = ln(2).

4. On montre le résultat par récurrence :

→ L’initialisation est banale.

→ On suppose la propriété vraie au rang n :
2n∑

k=n+1

1
k
= S2n(1). Alors

2n+2∑
k=n+2

1
k
=

2n∑
k=n+1

1
k
+ 1

2n+ 1
+ 1

2n+ 2
− 1

n+ 1
= S2n(1) +

1
2n+ 1

− 1
2n+ 2

= S2n+2(1)

ce qui prouve l’hérédité et donne la conclusion.

On reconnâıt une somme de Riemann :

S2n(1) =
2n∑

k=n+1

1
k
=

n∑
k=1

1
n+ k

= 1
n

n∑
k=1

1

1 + k
n

et lim
n→+∞

S2n(1) =

∫ 1

0

1
1 + x

dx = ln(2)



Analyse 25

5. Soit n > 0. On a :
1− (−t)n

1 + t
=

n−1∑
p=0

(−t)p, donc :

∫ 1

0

1− (−t)n

1 + t
dt =

n−1∑
p=0

∫ 1

0

(−t)pdt =
n−1∑
p=0

(−1)p−1

p
= Sn(1)

et : Sn(1) =

∫ 1

0

dt
1 + t

−
∫ 1

0

(−t)n

1 + t
dt = ln(2)−

∫ 1

0

(−t)n

1 + t
dt

Or, pour tout t ∈ [0, 1], |
(−t)n

1 + t
| = tn

1 + t
" tn

et

0 " |

∫ 1

0

(−t)n

1 + t
dt| "

∫ 1

0

|
(−t)n

1 + t
|dt "

∫ 1

0

tn

1 + t
dt "

∫ 1

0

tndt " 1
n+ 1

ce qui entrâıne que lim
n→+∞

∫ 1

0

(−t)n

1 + t
dt = 0 et lim

n→+∞
Sn(1) = ln(2).

Exercice 1.12.

Soit r un réel strictement positif. On considère un réel strictement positif u0

et on définit la suite (un)n≥0 en posant :

∀n ∈ N, un+1 = 1
r + u2

n

1. Etudier la fonction x *→ x3 + rx− 1 et montrer qu’elle s’annule en un seul

point ℓ. En déduire que la fonction f définie par : f(x) = 1
r + x2 admet un

seul point fixe (i.e. il existe un unique x0 tel que f(x0) = x0).

2. On considère la fonction g définie sur R par g(x) = f(f(x)).

a) Que vaut g(x) ?

b) Montrer qu’il existe trois réels a, b et c que l’on déterminera, tels que
pour tout x réel on a :

(1− rx)(r + x2)2 − x = (x3 + rx− 1)(ax2 + bx+ c)

c) Déterminer la fonction x *→ h(x) = g(x)− x.

3. On prend pour r la valeur 1.

a) Montrer que g admet un seul point fixe.

b) Que peut-on dire de la suite (un)n≥0 ?

4. On prend pour r la valeur 1/2.

a) Montrer que g admet trois points fixes. On notera α et β les deux points
fixes qui sont différents de ℓ avec α < β.

b) On pose E = {α,β, ℓ}. Montrer que f laisse l’ensemble E invariant (i.e
que l’on a f(E) = E).
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En déduire que α < ℓ < β.

c) Etudier le signe de la fonction h définie par h(x) = g(x)− x.

d) Etudier la convergence des suites (u2n)n≥0 et (u2n+1)n≥0 en fonction de
la valeur initiale u0.

Solution :

1. Une étude immédiate montre que l’application x *→ x3 + rx − 1 est
strictement croissante sur R. L’étude de ses limites en ±∞ montre qu’elle
s’annule en un unique point ℓ.

Il en résulte que la fonction f admet un unique point fixe ℓ.

2. a) Un calcul immédiat donne, pour tout x réel :

g(x) =
(r + x2)2

r(r + x2)2 + 1

b) En effectuant le produit du membre de droite et par identification, il
vient :

(1− rx)(r + x2)2 − x = (x3 + rx− 1)(−rx2 + x− r2)

c) La fonction h est définie par :

h(x) =
(1− rx)(r + x2)2 − x

r(r + x2)2 + 1
=

(x3 + rx− 1)(−rx2 + x− r2)

r(r + x2)2 + 1

Remarquons que le discriminant∆ du trinôme −rx2+x−r2 est égal à 1−4r3.

3. a) Lorsque r = 1, ∆ est négatif. La fonction h n’admet qu’un seul zéro qui
est ℓ. La fonction g admet donc ℓ comme unique point fixe.

b) La suite (un) est bornée par construction. La fonction g étant croissante,
les deux suites (u2n) et (u2n+1) sont monotones (et bornées). Elles convergent
donc chacune vers l’unique point fixe de g.
La suite (un) converge donc vers ℓ.

4. a) Lorsque r = 1/2, ∆ est strictement positif. La fonction h a trois zéros
et la fonction g admet trois points fixes α,β, ℓ. Un calcul immédiat donne :

α = 1− 1√
2
,β = 1 + 1√

2
b) Posons E = {α,β, ℓ}. On remarque que :

f(α) = f(g(α)) = g(f(α)), f(β) = f(g(β)) = g(f(β)).

L’application f étant injective, les points f(α), f(β), ℓ sont trois points
distincts, invariants par g. Comme f admet un unique point fixe, il vient :

f(α) = β, f(β) = α
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On considère alors les différentes possibilités pour ordonner α,β et ℓ, et en
appliquant f , on a nécessairement α < ℓ < β.

c) Le signe de h est immédiat :

sgn(h(x)) =

{
+1 si x ∈ ]−∞,α[∪]ℓ,β[
−1 si x ∈ ]α, ℓ[ ∪ ]β,+∞[

d) Il faut distinguer plusieurs cas :

⋆ 0 < u0 < α. On a alors h(u0) > 0 et donc u2 > u0. La fonction g étant
croissante, la suite (u2n) est croissante et majorée par α.

Elle converge vers un point fixe de g qui ne peut être que α.

Comme f est décroissante, la suite (u2n+1) est décroissante (car u2n+1 =
f(u2n)) et minorée par β = f(α). Elle converge donc vers β.

⋆ u0 = α. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes égales respectivement
à α et β.

⋆ α < u0 < ℓ. Le tableau des signes de h et un raisonnement identique à celui
du premier cas montrent que la suite (u2n) est décroissante et converge vers
α, alors que la suite (u2n+1) est croissante et converge vers β.

⋆ u0 = ℓ. La suite (un) est constante égale à ℓ.

⋆ ℓ < u0 < β. La suite (u2n) est croissante et converge vers β, alors que la
suite (u2n+1) est décroissante et converge vers α.

⋆ u0 = β. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont constantes égales respectivement
à β et α.

⋆ u0 > β. La suite (u2n) est décroissante et converge vers β, alors que la suite
(u2n+1) est croissante et converge vers α.

Exercice 1.13.

Soient a > 0 et b ! 0. Soit la suite (un) définie par récurrence par :

u0 ∈ ]0,+∞[, ∀n ∈ N, un+1 = (aun + b)
1
2 .

1. On suppose b = 0.

a) Montrer que : ∀n ∈ N, un = a
(u0
a

)2−n

.

b) Étudier la convergence de la suite (un).

c) Déterminer la nature de la série
∑

2n(un − a).

2. On suppose b > 0 et on note a∗ =
a+ (a2 + 4b)

1
2

2
.

a) Montrer que si (un) converge, alors elle converge vers a∗.

b) Montrer que (un) converge vers a∗.
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c) Montrer que : ∀n ∈ N, |un+1 − a∗| " a
2min(a∗, un+1)

|un − a∗|.

d) En déduire la nature de la série
∑

2n(un − a∗).

Solution :

1. a) Récurrence facile.

b) On a : un = a exp
( 1
2n

ln u0
a

)
; l’exposant tend vers 0 donc l’exponentielle

tend vers 1.

c) Comme lim
n→+∞

1
2n

ln u0
a

= 0, on a :

2n(un − a) = 2na
(
e

1
2n

ln u0
a − 1

)
∼

(n→+∞)
a ln u0

a
.

Si u0 %= a la série diverge grossièrement ; si u0 = a la série (nulle) converge.

2. a) Comme la fonction f : x →
√
ax+ b est continue la limite éventuelle ℓ

de (un) vérifie :

ℓ =
√
aℓ+ b ⇐⇒

{
ℓ ! 0
ℓ2 = aℓ+ b

⇐⇒





ℓ ! 0

ℓ =
a+ (a2 + 4b)

1
2

2
ou

a− (a2 + 4b)
1
2

2
(car a2 + 4b > 0)

Soit ℓ = a∗ (car
a− (a2 + 4b)

1
2

2
< 0).

b) La fonction f est croissante, sa représentation graphique coupe la droite
y = x en a∗, est au-dessus avant a∗ et au-dessous après a∗. Par conséquent :

• si u0 " a∗, alors u1 ! u0 puis par récurrence évidente, un " un+1 pour
tout n. La suite est croissante et majorée, donc converge.

• si u0 ! a∗, alors u1 " u0 puis par récurrence évidente, un ! un+1 pour
tout n. La suite est décroissante et minorée, donc converge.

c) D’après l’inégalité des accroissements finis, on a :

|un+1 − a∗| = |f(un)− f(a∗)| " sup
[un,a∗]

|f ′|× |un − a∗| .

Or f ′(x) = a
2
√
ax+ b

; ainsi f ′ est décroissante positive ; donc :

sup
[un,a∗]

|f ′| =





a
2
√

aun + b
= a

2un+1
si un " a∗

a
2
√
aa∗ + b

= a
2a∗

si un ! a∗

Dans tous les cas, on a donc bien : |un+1 − a∗| " a
2min(a∗, un+1)

|un − a∗|.

d) • Si u0 = a∗, alors
∑

2n(un − a)∗ est la série nulle (convergente).
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• Si u0 > a∗, alors un > a∗ pour tout n et par récurrence évidente, on a :
|2n(un − a∗)| "

( a
2a∗

)n
|u0 − a∗|.

Comme 0 < a
2a∗

< 1
2
, par comparaison avec une série géométrique conver-

gente, la série
∑

2n(un − a)∗ est absolument convergente, donc convergente.

• Si u0 < a∗, alors un < a∗ pour tout n et la suite (un) converge vers a∗,
donc :
lim

n→+∞
a

2un+1
= a

2a∗
< 1

2
.

Donc a
2un+1

< 3
4
à partir d’un certain rang et on peut raisonner comme dans

le cas précédent (comparaison à une série géométrique de raison 3
4
)

Ainsi, dans tous les cas, la série converge.

Exercice 1.14.

Pour tout x ∈ [0, 1] et n ∈ N
∗, on pose fn(x) =

n∏
k=1

1

1 + x
k

On pose également In =

∫ 1

0

fn(x)dx.

Pour toute suite (hn)n≥1 positive, on définit Jn =

∫ 1

0

dx
1 + hnx

.

1. On suppose que lim
n→+∞

hn = +∞. Déterminer lim
n→+∞

Jn.

2. Trouver une suite (hn)n≥1 pour laquelle ∀n ! 1, In " Jn. En déduire
lim

n→+∞
In.

3. Déterminer deux suites (un)n et (vn)n toutes deux équivalentes à (lnn)n,
telles que pour tout x ∈ [0, 1]

e−xun " fn(x) " e−xvn

(on pourra utiliser ln(fn(x))).

4. a) Montrer que In est équivalent à 1
lnn

lorsque n tend vers +∞.

b) Déterminer la nature de la série
∑

In.

Solution :

1. Avec hn > 0, on a : Jn = 1
hn

[
ln(1 + xhn)

]1
0

=
ln(1 + hn)

hn
, et par

négligeabilité classique : lim
n→∞

Jn = 0.

2. On a : An = (1 + x)(1 + x
2
) · · · (1 + x

n
) ! 1 + x

n∑
k=1

1
k
.
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Or, par comparaison série-intégrale,
n∑

k=1

1
k

!

∫ n+1

1

dt
t

= ln(n + 1). Ainsi, il

suffit de choisir hn = ln(n+ 1). Il vient également lim
n→+∞

In = 0.

3. Comme fn(x) > 0 sur [0, 1], on a :

ln fn(x) = −
n∑

k=1

ln
(
1 + x

k

)
=⇒ d

dx
(ln fn(x)) = −

n∑
k=1

1
x+ k

En intégrant :

∫ x

0

(− ln fn(t))dt =
n∑

k=1

∫ x

0

dt
t+ k

Comme t ∈ [0, 1] ,
n∑

k=1

1
k + 1

"
n∑

k=1

1
k + t

"
n∑

k=1

1
k
, donc :

x
n∑

k=1

1
k + 1

" − ln fn(x) " x
n∑

k=1

1
k

Il suffit de poser un =
n∑

k=1

1
k
et vn =

n∑
k=1

1
k + 1

, puis de composer les inégalités

par la fonction croissante exponentielle.

4. a) On intègre la dernière inégalité. Il vient :

∫ 1

0

e−xundx " In "

∫ 1

0

e−xvndx,

soit 1− e−un

un
" In "

1− e−vn

vn
.

Comme lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

un = +∞, on obtient :

1− e−un

un
∼
(∞)

1
un

∼
(∞)

1− e−vn

vn

et par encadrement d’équivalents : In ∼
(∞)

1
un

∼
(∞)

1
lnn

b) La série
∑

In diverge, car n ! 2 =⇒ 1
lnn

!
1

n− 1
> 0. On conclut

par la règle de comparaison des séries à termes positifs.

Exercice 1.15.

1. Montrer que l’intégrale

∫ +∞

0

e−t2x

1 + t2
dt converge pour tout x ! 0. On pose

alors :

h(x) =

∫ +∞

0

e−t2x

1 + t2
dt

Calculer h(0).

2. a) Montrer que pour tout u ! 0, |e−u − 1 + u| " u2

2
.

b) Montrer que h est dérivable sur R+∗ et que pour tout x > 0,
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h′(x) = −
∫ +∞

0

t2e−t2x

1 + t2
dt

(on pourra revenir à la définition de la dérivée de h en x).

On admet que h est continue sur R+.

3. Montrer qu’il existe une constante A telle que pour tout x ! 0, h(x) −
h′(x) = A√

x

4. On pose pour tout x ! 0, g(x) = e−xh(x).

a) Montrer que : g(x) = π
2
−A

∫ x

0

e−t√
t
dt.

b) Déterminer lim
x→+∞

g(x).

c) En déduire la valeur de

∫ +∞

0

e−t2 dt.

Solution :

1. La fonction ϕ : t → e−tx

1 + t2
est continue sur R2 et pour tout x ! 0, on a :

0 " ϕ(t) " 1
1 + t2

dont l’intégrale converge sur R+. De plus h(0) =

∫ +∞

0

dt
1 + t2

= π
2
.

2. a) On utilise l’inégalité de Taylor à l’ordre 2, soit :

|e−u − 1 + u| " u2

2
sup
u≥0

(e−u) = u2

2

b) On remarque que l’intégrale

∫ +∞

0

t2e−t2x

1 + t2
dt converge pour tout x > 0.

Soit a réel tel que x± a > 0 :

h(x+ a)− h(x) + a

∫ +∞

0

t2e−t2x

1 + t2
dt =

∫ +∞

0

e−t2(x+a) − e−t2(x+a)at2e−t2x

1 + t2
dt

Ainsi :
∣∣h(x+ a)− h(x) + a

∫ +∞

0

t2e−t2x

1 + t2
dt
∣∣ "

∫ +∞

0

e−t2x(e−t2a − 1 + at2)

1 + t2
dt

"
a2

2

∫ +∞

0

t4e−t2x

1 + t2
dt = a2Cx

2

Ceci répond à la question, en prenant la limite lorsque a tend vers 0.

3. Par la question précédente, en posant u = t
√
x, changement de variable

linéaire :



32 ESCP-Europe 2013 - Oral

h(x)− h′(x) =

∫ +∞

0

e−t2xdt = 1√
x

∫ +∞

0

e−u2

du

4. a) On a g′(x) = (h′(x)− h(x))e−x = − A√
x
e−x

et

g(x) = g(0) +

∫ x

0

g′(t)dt = h(0)−A

∫ x

0

e−t√
t
dt = π

2
−A

∫ x

0

e−t√
t
dt

b) Comme 0 " g(x) "

∫ +∞

0

e−t2x = A√
x
, il vient lim

x→+∞
g(x) = 0.

c) En réunissant les questions précédentes, il vient

π
2
= A

∫ +∞

0

e−t√
t
dt = A

∫ +∞

0

e−u2

du = A2

Comme A > 0, on conclut

∫ +∞

0

e−u2

du =
√

π
2
.

Exercice 1.16.

Pour toutes suites numériques u = (un)n≥0 et v = (vn)n≥0, on définit la suite

w = (wn)n≥0 par : ∀n ∈ N, wn =
n∑

k=0

ukvn−k.

On note alors w = u ⋆ v.

1. Dans cette question, la suite (un) est définie par : un =
(1
2

)n
, et (vn) est

une suite de réels positifs, décroissante à partir du rang 1 et de limite nulle.

a) Établir, pour tout couple d’entiers naturels (n,m) tels que n < m,

l’inégalité :
m∑

k=n+1

uk " un.

b) Soit n un entier strictement supérieur à 1. Montrer que :

w2n " v0u2n + 2vn + v1un

c) Montrer que la suite (wn) converge vers une limite à déterminer.

d) Soit b la suite définie par : bn =
(
−1
2

)n
. Montrer que la suite b ⋆ v est

convergente de limite nulle.

2. Dans cette question, A désigne l’ensemble des suites a = (an)n≥0 de réels

positifs vérifiant : ∀n ∈ N
∗, an+1 "

1
2
(an + an−1)

b = (bn) est la suite de la question 1.d, et c = (cn) la suite définie par :{
c0 = a0
cn = an +

an−1

2
si n ! 1

a) Montrer que la suite (cn) est convergente . On note ℓ sa limite.

b) Montrer que a = b ⋆ c.
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c) Soit d la suite définie par : pour tout n ∈ N, dn = cn − ℓ. Montrer que
la suite b ⋆ d tend vers 0.

3. Dans cette question, les suites u et v sont définies par : pour tout n ∈ N,

un = ln(n+ 1), vn = 1
n+ 1

Écrire un programme en Pascal qui calcule et rend, pour tout n, le réel wn.

Solution :

1. a) On a :
m∑

k=n+1

(1
2

)k
"

∞∑
k=n+1

(1
2

)k
=

(1
2

)n+1
× 1
1− 1/2

=
(1
2

)n
= un

b) Il vient :

w2n =
2n∑
k=0

ukv2n−k = v0u2n +
2n−1∑
k=0

ukv2n−k

w2n = v0u2n +
n∑

k=0

ukv2n−k +
2n−1∑
k=n+1

ukv2n−k

w2n " v0u2n + vn
n∑

k=0

uk + v1
2n−1∑
k=n+1

uk " v0u2n + 2vn + v1un

c) Les suites (un) et (vn) tendent vers 0 lorsque n tend vers +∞. Ainsi
lim

n→∞
w2n = 0.

On montre comme dans la question précédente que
w2n+1 " v0u2n+1 + 2vn+1 + v1un,

ce qui montre que lim
n→+∞

w2n+1 = 0. Par exhaustion (wn)n converge de limite

nulle.

d) Écrivons |(b ⋆ v)n| "
n∑

k=0

|bk||vn−k| =
n∑

k=0

ukvn−k = wn, ce qui donne le

résultat demandé.

2. a) La suite (cn) est positive. Comme a ∈ A :

cn+1 = an+1 +
an
2

"
an + an−1

2
+ an

2
= an +

an−1

2
= cn

La suite (cn) est décroissante minorée et converge donc vers une limite ℓ.

b) On montre par récurrence que an = (b ⋆ c)n.
• c’est vérifié pour n = 0.
• supposons cette relation vérifiée pour n. Alors

an+1 = cn+1 +
an
2

= cn+1 +
n∑

k=0

(
−1
2

)k+1
cn−k = cn+1 +

n+1∑
k=1

(
−1
2

)k
cn+1−k

an+1 =
n+1∑
k=0

(
−1
2

)k
cn+1−k
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ce qui prouve l’hérédité. On conclut par le principe de récurrence.

c) La suite d tend vers 0. Il faut montrer qu’alors b ⋆ d tend vers 0.

Pour tout ε > 0, il existe N tel que n ! N entrâıne |dn| " ε.

On a :

|(b ⋆ d)n| "
n∑

k=0

|dk|

2n−k =
N∑

k=0

|dk|

2n−k +
n∑

k=N+1

|dk|

2n−k

" ( max
0≤k≤N

|dk|)
N∑

k=0

1
2n−k + ε

n∑
k=N+1

1
2n−k

" ( max
0≤k≤N

|dk|)
n∑

k=n−N

1
2k

+ 2ε " CN

2n−N+1 + 2ε

Cette dernière quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

3. Une proposition de fonction :
Function escp2013(n : integer) : real ;

Var i,k : integer ;

w : real ;

Begin

For f := 0 to n do

begin

w := 0 ;

for i := 0 to k do w := w+ln(i+1)/(k-i+1)

end ;

escp2013 := w

end ;

Exercice 1.17.

On considère l’ensemble U = {(x, y) ∈ R
2;x > 0 et y > 0} et la fonction f

définie sur U par :

f(x, y) = x2 + xy + y2 + 1
x
+ 1

y
.

1. Justifier que U est un ouvert de R
2.

2. Déterminer le gradient de f en un point quelconque de U .

3. a) Montrer que les coordonnées x et y d’un point critique sont solutions
du système d’équations 




3(x+ y) = 1
x2 + 1

y2

x− y = 1
x2 − 1

y2

b) Vérifier que la fonction g définie sur R
∗
+ par g(t) = t − 1

t2
est une

bijection de R
∗
+ sur R. En déduire qu’il n’y a qu’un seul point critique M

dans l’ouvert U . Déterminer ce point critique.



Analyse 35

c) Quelle est la nature de ce point critique ?

4. Déterminer les valeurs propres de la hessienne de f en tout point de U .

Écrire l’égalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 enM . Que peut-on en déduire ?

5. On veut étudier les extremums de f sur U sous la contrainte C donnée par
x− y = −1.

a) Montrer que les coordonnées des points critiques de f sous la contrainte
C vérifient un système d’équations que l’on déterminera.

b) A l’aide de l’étude d’une fonction, prouver qu’il y a un seul point critique
sous la contrainte C (que l’on ne cherchera pas à déterminer). Quelle est sa
nature ?

Solution :

1. Si (a, b) ∈ U , il est clair que la boule ouverte B = B((a, b), 1
2
min(a, b)) est

contenue dans U . En effet, si (x, y) ∈ B on a |x−a|2+ |y−b|2 "
1
4
min(a, b)2,

d’où |x − a| " 1
2
min(a, b) " 1

2
a et par conséquent x ! a − 1

2
a = a

2
> 0 (de

la même manière y > 0). L’ensemble U est donc bien ouvert.

2. Si M = (x, y) ∈ U , on a ∇fM = (2x+ y − 1

x2 , 2y + x− 1

y2
).

3. a) D’après le cours, un point M = (x, y) ∈ U est donc critique si et
seulement si : 




2x+ y − 1
x2 = 0

2y + x− 1
y2

= 0

En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on obtient le
système souhaité.

b) Comme g′(t) = 1 + 2
t3
, on voit que g est strictement croissante sur R∗

+.

De plus, comme lim
t→0+

g(t) = −∞ et lim
t→+∞

g(t) = +∞, la fonction g réalise

une bijection de R
∗
+ sur R. La deuxième équation du système obtenu en a)

peut s’écrire g(x) = g(y) pour x et y dans R
∗
+, on a donc nécessairement

x = y.

En reportant cette égalité dans la première équation, on obtient x = y = 1
3
√
3
.

c) Avec les notations de Monge, on a rt−s2 = 4×(1+3)(1+3)−1 = 63 > 0,

par conséquent f admet un minimum local au point M = ( 1
3
√
3
, 1

3
√
3
).
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4. Si M = (x, y) ∈ U , on voit que la hessienne de f au point M est donnée
par

∇2fM =




2(1 + 1
x3 ) 1

1 2(1 + 1
y3

)


 =

(
a 1
1 b

)

avec a, b > 1. On voit facilement que les valeurs propres sont

λ1 =
a+ b+

√
4 + (a− b)2

2
> 0 et λ2 =

a+ b−
√
4 + (a− b)2

2
> 0 puisque

a, b > 1.
L’égalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 en M nous dit que

f(M + H) = f(M) + 〈∇fM , H〉 + 1
2
qM+θH(H) = f(M) + 1

2
qM+θH(H) où

θ ∈ [0, 1].
Comme les valeurs propres de la hessienne sont strictement positives en tout
point de U , on a qM+θH(H) > 0 pour tout H %= 0. Par conséquent, f admet

un minimum global en M qui vaut 3
4
3 .

5. a) Si H = {(x, y);x− y = 0}, un point A = (x, y) ∈ U est critique sous la
contrainte C si ∇fA est orthogonal à H. On obtient donc le système{

3(x+ y) = 1
x2 + 1

y2

y = x+ 1

On voit immédiatement que ceci est équivalent à l’équation h(x) = 0 où

h(t) = 6t+ 3− 1
t2

− 1
(1 + t)2

.

Or h′(t) = 6+ 2
t3
+ 2
(1 + t)3

> 0 sur R∗
+ et lim

t→0+
h(t) = −∞, lim

t→+∞
h(t) = +∞.

La fonction h est donc une bijection de R∗
+ sur R. Par conséquent, il existe un

unique point critique A = (x0, x0+1) où x0 est l’unique solution de l’équation
h(x) = 0.

b) Comme∇fA est orthogonal àH et que la hessienne a des valeurs propres
strictement positives en tout point de U , on sait avec l’égalité de Taylor-
Lagrange à l’ordre 1 en A que le point A est un minimum global de f sous
la contrainte C.
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Exercice 2.01.

Dans tout cet exercice n est un entier naturel non nul, E désigne l’espace
vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal à n. On
pose, pour tout (P,Q) ∈ E2

〈P,Q〉 =
∫ +∞

0

P (t)Q(t)e−t dt

1. Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit B = (B0, B1, . . . , Bn), avec pour tout i ∈ [[0, n]], Bi(X) = Xi

i!
. Montrer

que B est une base de E et calculer, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, 〈Bi, Bj〉.

3. Pour tout k ∈ [[0, n]], on pose

fk(t) = tke−t et Lk(t) = (−1)k
f
(k)
k (t)
k!

et

où f
(k)
k désigne la dérivée kème de la fonction fk.

a) Montrer que Lk est une fonction polynomiale. Déterminer son degré et
ses coefficients.

b) Montrer que L = (L0, L1, . . . , Ln) est une base orthonormée de E.

c) Écrire la matrice de passage A de B à L.

4. Soit T l’application définie sur E par : pour tout P ∈ E, T (P ) = P (X−1).

a) Montrer que T est un endomorphisme inversible de E. Déterminer T−1.

b) Écrire la matrice de T dans la base canonique de E et la comparer à A.
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Solution :

1. C’est une question standard. L’intégrale existe en raison du peu de poids de
e−t en +∞. L’application est bilinéaire symétrique par linéarité de l’intégrale
et commutativité du produit polynomial. Elle est positive car P 2(t)e−t l’est
sur R

+ et définie positive car t &→ P 2(t)e−t est positive continue non
identiquement nulle si P (= 0.

2. La famille (B0, . . . , Bn) de polynômes de E est échelonnée en degrés : elle
est libre. De plus elle est de cardinal n + 1 = dimE : c’est une base deE.
Enfin

〈Bi, Bj〉 = 1
i!j!

∫ +∞

0

ti+je−tdt =
(i+ j)!

i!j!

3. a) On calcule f
(k)
k à l’aide de la formule de Leibniz :

f
(k)
k (t) = dk

dtk
(tke−t) =

k
∑

j=0

(

k
j

)

dj

dtj
(tk)(−1)k−je−t

=
(

k
∑

j=0

(−1)k−j
(

k
j

)

k!
(k − j)!

tk−j
)

e−t

Ainsi Lk est-il un polynôme de degré k de coefficient dominant 1
k!
, défini

par :

Lk(t) =
k
∑

j=0

(−1)j
(

k
j

)

1
(k − j)!

tk−j

b) La famille L est une base car échelonnée en degré et de cardinal n+ 1.
Soit p < k. Une intégration par parties (directement avec la borne infinie, car
on constate que le passage à la limite est sans histoires) donne :

〈Lk, Lp〉 = (−1)k

k!

∫ +∞

0

f
(k)
k (t)Lp(t)dt

=
(−1)k

k!

[

f
(k−1)
k (t)Lp(t)

]→+∞

0
− (−1)k

k!

∫ +∞

0

f
(k−1)
k (t)L′

p(t)dt

Remarquons que pour 0 ! j < k

f
(j)
k (t) = e−t

j
∑

i=0

(−1)j−i
(j
i

)

k(k − 1) · · · (k − i + 1)tk−i et f
(j)
k (0) = 0, car

k − i > 0 pour i ∈ [[0, j]].
Ainsi le crochet de cette intégration par parties est nul en 0, et de limite nulle
en +∞, par négligeabilité classique, donc :

〈Lk, Lp〉 = (−1)k+1

k!

∫ +∞

0

f
(k−1)
k (t)L′

p(t)dt

En réitérant ce processus, on arrive à :
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〈Lk, Lp〉 = (−1)2k

k!

∫ +∞

0

f
(0)
k (t)L

(k)
p (t)dt = 0

puisque p < k et que le degré de Lp est égal à p.
Enfin, pour p = k, on arrive ainsi à :

〈Lk, Lk〉 = 1
k!

∫ +∞

0

f
(0)
k (t)L

(k)
k (t)dt = 1

k!

∫ +∞

0

tke−tdt = 1 (intégrale de

référence du cours de probabilité)

La matrice de passage de la base B à la base L a comme colonnes les
coordonnées des polynômes L0, . . . , Ln dans la base (B0, . . . , Bn). Il suffit
de se reporter à l’écriture de Lk dans cette base, soit :

Lk(t) =
k
∑

j=0

(−1)k−j
(

k
j

)

1
(j)!

tj =
k
∑

j=0

(−1)j
(

k
j

)

Bj

4. a) L’application T est clairement un endomorphisme de E inversible
d’inverse P &→ P (X + 1).

b) On a, pour tout k ∈ [[0, n]],

(X − 1)k =
k
∑

j=0

(

k
j

)

(−1)k−jXj = (−1)k
k
∑

j=0

(

k
j

)

(−1)jXj

La matrice associée à T dans la base (1, X, . . . , Xn) est donc obtenue à partir
de la matrice A définie dans la question précédente, en multipliant la k-ième
colonne par (−1)k, pour tout k.

Exercice 2.02.

Dans cet exercice E = R
3 est muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit u =





a
b
c



 ∈ R
3 tel que ||u|| = 1. On note D = Vect(u) et p la projection

orthogonale sur D.

1. Soit x ∈ E.
a) Exprimer p(x) en fonction de u et x.

b) Écrire la matrice P de p dans la base canonique de E.

On note M =





0 −c b
c 0 −a
−b a 0



 et f l’endomorphisme de E canoniquement

associé à M .

2. Montrer que ker f = D et Im f = D⊥.

3. a) Exprimer M2 en fonction de P et I.

b) En déduire les valeurs propres de f2.
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c) L’endomorphisme f est-il diagonalisable sur R ?

4. On pose pour tout t réel gt = I + (sin t)f + (1− cos t)f2.

a) Exprimer f3 en fonction de f .

b) Calculer gt ◦ gt′ pour (t, t′) ∈ R
2.

c) En déduire que pour tout t réel, gt est bijectif et déterminer son inverse.

Solution :

1. a) On sait que l’on a alors : p(x) = 〈x, u〉u.

b) En utilisant pour x respectivement e1, e2, e3, il vient P =





a2 ab ac
ab b2 bc
ac bc c2





2. ⋆ Pour X = t (x y z ), on a MX = 0 ⇐⇒
{−cy + bz = 0
cx− az = 0
−bx+ ay = 0

Supposons par exemple a (= 0, le système donne alors y = b
a
x, z = c

a
x et

donc (x, y, z) est colinéaire à (a, b, c). Le résultat est bien entendu le même
si on a b (= 0 ou c (= 0 et comme a2 + b2 + c2 = 1, l’une au moins de ces
coordonnées est non nulle. Ainsi

Ker f = D

⋆ Soit y ∈ Im f , il existe x tel que y = f(x) et la matrice M étant
antisymétrique, pour tout z ∈ D = Ker f , on a, avec des notations évidentes :
〈z, f(x)〉 = tZMX = tXtMZ = −tXMZ = −〈x, f(z)〉 = 0. Cela montre que
f(x) est orthogonal à z, donc que Im f ⊆ D⊥.
On termine avec le théorème du rang qui montre que dimD⊥ = 2.

3. a) Après calcul M2 = P − I.

b) Les valeurs propres de M2 sont celles de P décalées de −1, par
conséquent Sp(f2) = {−1, 0}.

c) Si λ est une valeur propre de f , alors λ2 est une valeur propre de f2.
Donc λ ∈ {0, i,−i}.
Si f était diagonalisable sur R, sa seule valeur propre serait 0 et f serait
nulle, ce qui est exclu. Donc f est non diagonalisable sur R.

4. a) On sait que M2 = P − I. En calculant MP , on trouve M3 + M = 0
soit f3 + f = 0

b) En utilisant les formules trigonométriques et f3 = −f, f4 = f2, il vient

gt ◦ gt′ = I + sin(t+ t′)f + (1− cos(t+ t′))f2 = gt+t′
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c) Ainsi, comme g0 = I, (gt)
−1 = g−t.

Exercice 2.03.

Soit n ∈ N
∗. Pour toute matrice M ∈ Mn(C), on note

C(M) = {N ∈ Mn(C) telles que MN = NM} .

1. Montrer que, pour toute matrice M ∈ Mn(C), l’ensemble C(M) est un
espace vectoriel.

2. Soit λ ∈ C et In la matrice identité. Déterminer C(λIn) et préciser sa
dimension.

On note Cn−1[X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans C de degré au
plus n− 1.
Soit (λ1, . . . ,λn) ∈ C

n des nombres complexes deux-à-deux distincts. On
pose :

ϕ : Cn−1[X] → C
n, P &→ (P (λ1), . . . , P (λn)).

3. Montrer que l’application ϕ est bijective.

Dans toute la suite, A ∈ Mn(C) désigne une matrice dont les valeurs propres
sont {λ1, . . . ,λn}.

4. Soit B ∈ C(A).

a) Montrer que tout vecteur propre de A est un vecteur propre de B.

b) En déduire que B est diagonalisable.

5. En déduire que C(A) = {Q(A), Q ∈ Cn−1[X]}.

Solution :

1. On montre sans difficulté que C(M) est un sous-espace vectoriel deMn(C),
car l’application N &→ MN − NM est clairement linéaire et C(M) est son
noyau.

2. Comme la matrice identité commute avec toutes les matrices de Mn(C),
alors

C(λIn) = Mn(C), et dimC(λIn) = n2.

3. L’application ϕ est linéaire.
Montrons que l’application ϕ est injective :
Soit P ∈ Kerϕ. Alors, ϕ(P ) = 0, soit ∀ i ∈ [[1, n]], P (λi) = 0.
Ainsi, P est un polynôme de degré au plus n − 1 qui possède n racines
distincts, donc P = 0.
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Finalement, ϕ est injective et dimCn−1[X] = dimC
n = n, donc, d’après le

théorème du rang, ϕ est bijective.

4. a) Soit e un vecteur propre de A. Ainsi, il existe λ ∈ {λ1, . . . ,λn} tel que
Ae = λe. Comme B ∈ C(A), alors A(Be) = B(Ae) = λ(Be).
Donc Be ∈ Ker(A − λIn). Or, comme les valeurs propres de A sont toutes
distinctes, A est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension
1. Ainsi, Ker(A− λIn) = Vect{e}, et il existe µ ∈ C tel que Be = µe.
De plus, e n’est pas le vecteur nul, donc e est un vecteur propre de B.

b) Comme A est diagonalisable, il existe une base (e1, . . . , en) de C
n

constituée de vecteurs propres de A. D’après la question précédente, la
matrice de B dans la base (e1, . . . , en) est également diagonale et A et B
sont donc diagonalisables dans une même base.

5. Notons Cn−1[A] = {P (A), P ∈ Cn−1[X]}.

• Comme A commute avec toutes ses puissances, alors Cn−1[A] ⊂ C(A).

• Soit B ∈ C(A). D’après la question précédente, il existe une matrice de
changement de base P et (µ1, . . . , µn) ∈ C

n tels que

A = P−1 diag(λ1, . . . ,λn)P et B = P−1 diag(µ1, . . . , µn)P.

Or, la fonction ϕ étant injective, il existe un polynôme Q ∈ Cn−1[X] tel
que pour tout i ∈ [[1, n]], Q(λi) = µi. Finalement, Q (diag(λ1, . . . ,λn)) =
diag(µ1, . . . , µn) et Q(A) = B.

Ainsi : C(A) = Cn−1[A].

Exercice 2.04.

On note In la matrice identité d’ordre n. Soit ϕ : Mn(R) → R une application
non constante telle que, pour tout A,B ∈ Mn(R), on a :

ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B).

1. a) Montrer que ϕ(In) = 1 et ϕ(0) = 0.

b) Montrer que si A est inversible, alors ϕ(A) (= 0.

c) Comparer ϕ(A) et ϕ(B) lorsque A et B sont deux matrices semblables.

2. On suppose dans cette question que n = 2 et que l’application suivante
ψ : R4 → R est de classe C1.

ψ : (a, b, c, d) → ϕ

((

a b
c d

))

a) Calculer ϕ

((

1 0
0 0

))

(on pourra utiliser ϕ

((

0 0
0 1

))

.)

b) Soit l’application f : R → R définie par : ∀t ∈ R, f(t) = ϕ

((

et 0
0 1

))

.
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Montrer que f est de classe C1 sur R et qu’il existe α ∈ R tel que f ′ = αf.
En déduire une expression de f en fonction de α.

c) Montrer que, pour tout λ1 > 0 et λ2 > 0, on a : ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

=

(λ1λ2)
α.

d) Calculer
∣

∣

∣
ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

∣

∣

∣
pour tout (λ1,λ2) ∈ R

2.

3. On revient au cas général (n quelconque). On admet l’existence de matrices
J0, J1, . . . , Jn ∈ Mn(R) qui vérifient la propriété suivante : une matrice
A ∈ Mn(R) est de rang r ∈ [[1, n]] si et seulement s’il existe P,Q ∈ Mn(R)
inversibles telles que A = PJrQ.

a) Pour tout r ∈ [[1, n − 1]] montrer qu’il existe deux matrices A et B de
rang r telles que AB soit de rang r − 1.

b) En déduire que A ∈ Mn(R) est inversible si et seulement si ϕ(A) (= 0.

Solution :

1. a) Pour toute matrice A telle que A2 = A (en particulier In et 0), on voit
que ϕ(A) est solution de l’équation x2 = x donc vaut 0 ou 1.
Par l’absurde, si on avait ϕ(In) = 0, alors on aurait

ϕ(A) = ϕ(AIn) = ϕ(A)ϕ(In) = 0
pour tout A donc l’application ϕ serait constante (nulle), ce qui est exclu :
donc ϕ(In) = 1.
Par l’absurde, si on avait ϕ(0) = 1, alors on aurait

ϕ(A) = ϕ(A)ϕ(0) = ϕ(A0) = ϕ(0) = 1
pour tout A donc l’application ϕ serait constante, ce qui est exclu ; donc
ϕ(0) = 0.

b) Si A inversible alors 1 = ϕ(In) = ϕ(AA−1) = ϕ(A)ϕ(A−1) ; ainsi
ϕ(A) (= 0.

c) Si A = PBP−1, alors :
ϕ(A) = ϕ(PBP−1) = ϕ(P )ϕ(B)ϕ(P−1) = ϕ(P )ϕ(P−1)ϕ(B)

= ϕ(PP−1B) = ϕ(B).

2. a) On a 0 = ϕ(0) = ϕ

((

1 0
0 0

)(

0 0
0 1

))

= ϕ

((

1 0
0 0

))

ϕ

((

0 0
0 1

))

=

[

ϕ

((

1 0
0 0

))]2

car

(

1 0
0 0

)

et

(

0 0
0 1

)

sont semblables. Donc ϕ

((

1 0
0 0

))

= 0.
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b) La fonction f est de classe C1 comme composée de fonctions C1. On
vérifie facilement que pour tout (x, t), f(x+ t) = f(x)f(t).
En dérivant par rapport à x puis en évaluant en x = 0 on obtient f ′(t) =
f ′(0)f(t).
Comme f(0) = ϕ(In) = 1, en posant α = f ′(0) et en résolvant l’équation
différentielle, on a :

∀ t ∈ R, f(t) = eαt.

c) Les matrices

(

1 0
0 et

)

et

(

et 0
0 1

)

sont semblables donc :

∀ t ∈ R, ϕ
(

(

1 0
0 et

)

)

= eαt.

Pour λ1,λ2 > 0, on a donc :

ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

= ϕ

((

elnλ1 0
0 1

))

ϕ

((

1 0
0 elnλ2

))

= eα lnλ1eα lnλ2

= (λ1λ2)
α.

d) Pour λ1,λ2 (= 0, comme λ2
1,λ

2
2 > 0, d’après le b), on a :

∣

∣

∣
ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

∣

∣

∣

2

= ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

= ϕ

((

λ2
1 0
0 λ2

2

))

= (λ2
1λ

2
2)

α =
(

|λ1λ2|
α
)2
.

Si λ2 = 0 (et de même si λ1 = 0), d’après le a), on a :

ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))

= ϕ

((

1 0
0 0

))

ϕ

((

λ1 0
0 1

))

= 0.

Finalement (avec la convention 0α = 0 même si α ! 0), on a :
∣

∣

∣

∣

ϕ

((

λ1 0
0 λ2

))∣

∣

∣

∣

= |λ1λ2|
α.

3. a) Il suffit de prendre pour A et B les matrices diagonales – comportant
chacune r fois le nombre 1 sur la diagonale et n − r fois le nombre 0 –
suivantes ;
A = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0), B = diag(0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

b) Compte-tenu du 1.b), il suffit de montrer que si A n’est pas inversible,
alors ϕ(A) = 0. D’après la propriété admise au début de la question, on
voit que, pour une matrice A de rang r, on a ϕ(A) (= 0 si et seulement si
ϕ(Jr) (= 0. Il suffit donc de montrer que ϕ(J0) = · · · = ϕ(Jn−1) = 0.
Notons r le plus petit entier tel que ϕ(Jr) (= 0 et supposons par l’absurde
que r < n. Alors d’après la question précédente, il existe A et B de rang
r tels que AB est de rang r − 1. Or ceci est absurde car alors on aurait
0 = ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B) avec ϕ(A) (= 0 et ϕ(B) (= 0. D’où le résultat.

Exercice 2.05.
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On considère l’espace euclidien R
n (avec n ∈ N

∗) muni du produit scalaire

canonique donné par 〈x, y〉 =
n
∑

i=1

xiyi, pour (x, y) ∈ (Rn)2.

On dit qu’une matrice A, appartenant à l’ensemble Mn des matrices carrées
d’ordre n ∈ N et à coefficients réels, est positive si et seulement si elle est
symétrique et vérifie la condition suivante :

pour tout x ∈ R
n, 〈Ax, x〉 " 0

Soient A,B deux matrices symétriques de Mn, on écrira A ! B si et
seulement si la matrice B − A est positive. On admettra qu’une matrice est
positive si et seulement si elle est symétrique et a toutes ses valeurs propres
dans R+.

On rappelle que la forme linéaire tr définie sur Mn par tr(M) =
n
∑

k=1

mk,k

avecM = (mi,j)0≤i,j≤n vérifie tr(AB) = tr(BA) pour tout couple de matrices
(A,B) ∈ M2

n.

1. On se place dans R2 et on considère les matrices :

A =

(

1 0
0 0

)

et B =

(

2 1
1 1

)

a) Montrer que 0 ! A ! B, mais que l’inégalité A2 ! B2 est fausse.

b) Vérifier que l’on a tr(A2) ! tr(B2).

2. Soient A une matrice positive de Mn et P une matrice orthogonale de
Mn. Montrer que la matrice tPAP est positive et que tr(A) = tr(tPAP ). En

déduire que tr(A) =
n
∑

k=1

〈Aek, ek〉 pour toute base orthonormale (ek)k=1,...,n

de R
n.

3. Soit A une matrice positive de Mn. Justifier l’existence d’une base
orthonormale (ek)k=1,...,n de vecteurs propres de A. Montrer que tr(AB) " 0
pour toute matrice positive B.

4. Soient A,B,C,D quatre matrices positives de Mn telles que A ! B et
C ! D.

a) En utilisant la question précédente, montrer que tr(AC) ! tr(BC).

b) Prouver que tr(AC) ! tr(BD). En déduire que si 0 ! A ! B, alors
tr(A2) ! tr(B2).

Solution :

1. La matrice A est symétrique et ses valeurs propres sont 0 et 1. D’après
le critère donné dans l’énoncé, elle est positive. La matrice B est symétrique
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et la matrice B − A =

(

1 1
1 1

)

a pour valeurs propres 0 et 2, elle est donc

positive. On a donc bien 0 ! A ! B.

Un calcul simple donne B2 −A2 =

(

4 3
3 2

)

.

Ses valeurs propres sont λ1 = 3 −
√
10 < 0 et λ2 = 3 +

√
10 > 0. Elle n’est

donc pas positive et par conséquent l’inégalité A2 ! B2 est fausse.

2. Si on revient à l’exemple des deux matrices A et B données dans la question
1, on observe que tr(A2) = 1 ! tr(B2) = 7.

3. Soient A une matrice positive de Mn et P une matrice orthogonale de
Mn. Il est clair que la matrice tPAP est symétrique et on a 〈tPAPu, u〉 =
〈A(Pu), (Pu)〉 " 0 puisque A est positive.
Le rappel fait montre que tr(tPAP ) = tr(AP tP ) = tr(A) puisque P tP =
I. Comme la matrice de passage entre deux bases orthonormales est or-
thogonale, on obtient immédiatement avec l’égalité précédente tr(A) =
n
∑

k=1

〈Aek, ek〉 pour toute base orthonormale (ek)k=1,...,n de R
n.

4. L’existence d’une base orthonormale (ek)k=1,...,n de vecteurs propres de A
est une conséquence directe du cours puisque A est symétrique réelle.
Avec la question 3, on voit que :

tr(AB) =
n
∑

k=1

〈ABek, ek〉 =
n
∑

k=1

〈Bek, Aek〉 =
n
∑

k=1

λk〈Bek, ek〉 " 0

car les valeurs propres λk de A sont positives et les produits scalaires 〈Bek, ek〉
sont positifs puisque B est positive.

5. a) Comme B −A est positive, on a d’après la question précédente :

0 ! tr((A−B)C) = tr(AC)− tr(BC)

ce qui donne bien l’inégalité souhaitée.

b) De manière analogue, on montre que tr(BC) ! tr(BD) et en
récapitulant on obtient bien tr(AC) ! tr(BD). En posant C = A et D = B,
on trouve tr(A2) ! tr(B2) pour tout couple de matrices positives (A,B)
vérifiant 0 ! A ! B.

Exercice 2.06.

Pour tout n ∈ N
∗, note En le R-espace vectoriel des fonctions réelles de classe

Cn sur [0, 1] et E0 le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur
[0, 1].

On note N2 l’ensemble des fonctions f de E2 vérifiant f(0) = f(1) = 0.

On considère l’application u définie sur N2 par ∀ f ∈ N2, u(f) = f ′′.
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1. Montrer que u est une application linéaire injective de N2 dans E0.

2. Soit g ∈ E0. Pour tout x ∈ [0, 1], on pose G(x) = 1
2

∫ 1

0

|x− t|g(t) dt.

a) Montrer que G ∈ E2 et exprimer G′′ en fonction de g.

b) Montrer que u réalise un isomorphisme de N2 sur E0.

c) On note u−1 la bijection réciproque de u. Vérifier que pour tout x de
[0, 1] :

u−1(g)(x) = 1
2

∫ 1

0

|x− t|g(t) dt− 1
2

∫ 1

0

tg(t)dt− x
2

∫ 1

0

(1− 2t)g(t) dt

3. Pour tout n ∈ N, on note Pn l’espace vectoriel des fonctions polynomiales
réelles de degré inférieur ou égal à n. On note Nn le sous-espace vectoriel de
Pn constitué des fonctions polynomiales P ∈ Pn vérifiant P (0) = P (1) = 0.

Pour tout entier naturel k et tout réel x, on pose ek(x) = xk et fk(x) =
xk+1(x− 1).
On note B = (e0, e1, . . . , en).
On considère enfin l’application linéaire v définie par

v(P ) = P ′′

a) Montrer que C = (f0, f1, . . . , fn) est une base de Nn+2.

b) Écrire la matrice A de v relativement aux bases C et B. Montrer que A
est inversible.

c) Soit x ∈ R. Soit k ∈ N. Simplifier la somme
k
∑

j=0

fj(x).

d) Expliciter l’inverse de A.

Solution :

1. On commence par remarquer que u est une application linéaire.
Si f ∈ N2, f

′′ est continue sur [0, 1], donc u(f) = f ′′ ∈ E0.
Soit f ∈ ker(u). Alors, f ′′ = 0. Il existe donc deux constantes a et b telles
que pour tout x ∈ [0, 1], f(x) = ax + b. Comme f(0) = f(1) = 0, on trouve
a = b = 0. Donc, u est injective.

2. a) Pour tout x ∈ [0, 1],

G(x) = 1
2
(

∫ x

0

(x− t)g(t)dt+

∫ 1

x

(t− x)g(t)dt)

= 1
2
(x

∫ x

0

g(t)dt−
∫ x

0

tg(t)dt−
∫ x

1

tg(t)dt+ x

∫ x

1

g(t)dt)
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Sous cette forme, on voit que la fonction G est dérivable sur [0, 1] et pour
tout x ∈ [0, 1] :

G′(x) = 1
2
(xg(x) +

∫ x

0

g(t)dt− xg(x)− xg(x) + xg(x) +

∫ x

1

g(t)dt)

= 1
2
(

∫ x

0

g(t)dt+

∫ x

1

g(t)dt)

Ainsi G′ est dérivable sur [0, 1] et, pour tout x ∈ [0, 1], G′′(x) = g(x), fonction
qui est, par définition, continue sur [0, 1]. En conclusion, G ∈ E2 et G′′ = g.

b) Soit g ∈ E0. On cherche un antécédent H à g dans N2.
Posons H : x → G(x) + ax+ b, où (a, b) ∈ R

2.
On remarque que u(H) = H ′′ = G′′ = g.
Reste à déterminer a et b pour que H soit dans N2. Comme G est dans E2,
H est aussi dans E2. Reste à fixer a et b pour avoir H(0) = H(1) = 0, ce qui

équivaut à 1
2

∫ 1

0

tg(t)dt+ b = 0 et 1
2

∫ 1

0

(1− t)g(t)dt+ a+ b = 0.

On trouve a = 1
2

∫ 1

0

(2t− 1)g(t)dt et b = −1
2

∫ 1

0

tg(t)dt.

Avec ce choix de a et b, on obtient donc une fonction H ∈ N2 telle que
g = u(H). L’application linéaire u, dont nous avons déjà montré l’injectivité,
est ainsi surjective et u réalise un isomorphisme de N2 sur E0.

c) Soit g ∈ E0. D’après la question précédente, pour tout x ∈ [0, 1],

u−1(g)(x) = G(x) + ax+ b avec a = 1
2

∫ 1

0

(2t− 1)g(t)dt et b = −1
2

∫ 1

0

tg(t)dt.

3. a) On commence par remarquer que les fonctions fi appartiennent à Nn+2.
Comme la famille C est une famille de polynômes à degrés échelonnés, c’est
une famille libre.
Soit P ∈ Nn+2, P admet alors 0 et 1 comme racines, ce qui implique qu’il
existe un polynôme Q ∈ Pn tel que pour tout x ∈ [0, 1] P (x) = x(x−1)Q(x).

En écrivant Q(x) =
n
∑

k=0

akx
k, on obtient P =

n
∑

k=0

akfk, ce qui montre que la

famille C est également génératrice de Nn+2.

b) On a v(f0) = 2e0 et pour tout k ∈ [[1, n]],
v(fk) = (k + 2)(k + 1)ek − (k + 1)kek−1. D’où la matrice

A =

















2 −2 . . . 0 . . . 0

0 6 . . . 0 . . . 0

0 0 . . . −k(k + 1) . . . 0
...

...
... (k + 1)(k + 2)

...
...

0 0 . . . 0 . . . −n(n+ 1)

0 0 . . . 0 . . . (n+ 1)(n+ 2)
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La matrice A est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale.
Donc A est inversible.

c) Pour tout k ∈ N et tout x ∈ R,
k
∑

j=0

fj(x) =
k
∑

j=0

(xj+2−xj+1) = xk+2−x.

d) On applique les résultats trouvés dans la question 2(c). Pour tout
k ∈ [[0, n]],

u−1(ek)(x) =
1
2

∫ x

0

(x− t)tkdt+ 1
2

∫ 1

x

(t− x)tkdt

− 1
2

∫ 1

0

tk+1dt− x
2

∫ 1

0

(1− 2t)tkdt.

Après calculs, u−1(ek)(x) =
xk+2 − xk

(k + 1)(k + 2)
= 1

(k + 1)(k + 2)

k
∑

j=0

fj(x).

D’où : A−1 =

























1
2

1
6

. . . 1
n(n+ 1)

1
(n+ 1)(n+ 2)

0 1
6

. . . 1
n(n+ 1)

1
(n+ 1)(n+ 2)

0 0 . . . 1
n(n+ 1)

1
(n+ 1)(n+ 2)

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 1

(n+ 1)(n+ 2)

























Exercice 2.07.

Soit f un endomorphisme non nul d’un R-espace vectoriel E de dimension 3,
tel que :

f3 + f = 0.

On admet que f possède au moins une valeur propre réelle.

1. Montrer que E = Ker f ⊕Ker(f2 + id).

2. Montrer que dimKer(f2 + id) " 1. Soit x ∈ Ker(f2 + id), x (= 0 ; montrer
que (x, f(x)) est une famille libre de Ker(f2 + id).

3. Déterminer les valeurs propres de f et les dimensions des sous-espaces
propres associés. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est :

A =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

5. Résoudre l’équation u2 = f , où l’inconnue u est un endomorphisme de E.
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Solution :

1. Montrons que tout x ∈ E s’écrit de manière unique x = y + z, avec
(y, z) ∈ Ker f ×Ker(f2 + id) par analyse/synthèse.

Si x possède une telle écriture alors :

f2(x) = f2(y) + f2(z) = −z car y ∈ Ker f et z ∈ Ker(f2 + id).

donc z = −f2(x) et y = x+ f2(x).

Réciproquement, tout x s’écrit clairement sous la forme : x = y + z avec
z = −f2(x) et y = x+ f2(x) et on a :

(f2 + id)(z) = (−f4 − f2)(x) = −f(f3 + f(x)) = 0 =⇒ z ∈ Ker(f2 + id)

et
f(y) = f(x+ f2(x)) = f3 + f(x) = 0 =⇒ y ∈ Ker f.

2. Par l’absurde si dimKer(f2+id) = 0, alors f2+id est injectif, donc bijectif
(dimension finie). En composant la relation f3 + f = (f2 + id) ◦ f = 0 par
(f2 + id)−1 on a donc f = 0 ce qui est contraire aux hypothèses.

Le vecteur x appartient à Ker(f2 + id) par hypothèse ; le vecteur f(x)
appartient à Ker(f2 + id) d’après la relation f3 + f = 0. Si λx+ µf(x) = 0,
en appliquant f , on a λf(x)− µx = 0 d’où, par opérations : (λ2 + µ2)x = 0,
d’où λ = µ = 0 car x (= 0 et λ, µ ∈ R.

3. Comme X3 +X est un polynôme annulateur de f qui a pour seule racine
réelle 0 et que, par hypothèse, f admet une valeur propre, alors λ = 0 est la
seule valeur propre de f .

En particulier Ker f est de dimension au moins 1 ; d’après la question 1 on
a donc dimKer(f2 + id) = dim(E) − dimKer f ! 2. D’après la question
précédente dimKer(f2 + id) " 2 puisque cet espace possède une famille libre
de deux vecteurs. Donc dimKer(f2 + id) = 2 et dimKer f = 1.

0 est la seule valeur propre de f et f n’est pas l’endomorphisme nul, donc f
n’est pas diagonalisable.

4. On prend e1 une base de Ker f et une base de Ker(f2 + id) formée de
e2 (= 0 et e3 = f(e2).

Si u vérifie u2 = f , alors u ◦ f = u3 = f ◦ u. On en déduit que Ker f et
Ker(f2 + id) sont stables par u, donc la matrice de u dans la base e1, e2, e3
est de la forme :

U =





λ 0 0
0 a b
0 c d



 .
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5. On a : U2 = A ⇐⇒



















λ2 = 0
a2 + bc = 0
ad+ bd = −1
ac+ cd = 1
bc+ d2 = 0

.

Donc λ = 0 et on trouve U = ± 1√
2





0 0 0
0 1 −1
0 1 1



 .

Exercice 2.08.

On note E l’ensemble des fonctions f : R → R de classe C∞ sur R et telles
que pour tout entier k ∈ N, la dérivée kème de f , notée f (k), est bornée sur
R.
On définit une application u sur E en posant :

u(f) = f + f ′

Pour tout f ∈ E, on pose ||f ||∞ = sup{|f(x)|, x ∈ R}.

1. Montrer que E est un espace vectoriel et que u est un endomorphisme de
E.

2. Pour g ∈ E, on pose G(x) =

∫ +∞

0

e−vg(x− v)dv.

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction G.

b) Montrer que la fonction G est bornée sur son domaine de définition.

c) Montrer que la fonction G est dérivable sur R et trouver une relation
entre G, G′ et g. Conclure que G est dans E.

3. a) Montrer que 1 est valeur propre de u.

b) Déterminer le spectre de u. Préciser les sous-espaces propres de u.

4. a) Montrer que u est un automorphisme de E.

b) On note u−1 la bijection réciproque de u. Montrer que pour tout f ∈ E,

||u−1(f)||∞ ! ||f ||∞.

5. Soit g ∈ E une fonction donnée. Montrer que pour tout n ∈ N
∗, il existe

une seule fonction f ∈ E telle que :

g =
n
∑

k=0

(

n
k

)

f (k).

Solution :

1. On montre facilement que E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel des fonctions de classe C∞ sur R. La linéarité de u provient de la



52 ESCP-Europe 2013 - Oral

linéarité de la dérivation. De plus, pour tout f ∈ E, u(f) est dans E car pour
tout entier k,
|u(f)(k)| = |f (k) + f (k+1)| ! |f (k)| + |f (k+1)|, quantité qui est bornée par
hypothèse. Ainsi, u est un endomorphisme de E.

2. a) Pour tout x ∈ R, pour tout v ∈ R
+, |e−vg(x − v)| ! ||g||∞e−v. Or,

l’intégrale

∫ +∞

0

e−vdv converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ +∞

0

e−vg(x−
v)dv est absolument convergente, donc convergente.
Ainsi, la fonction G est définie sur R.

b) Pour tout x ∈ R, |G(x)| ! ||g||∞

∫ +∞

0

e−vdv = ||g||∞. La fonction G est

donc bornée sur R.

c) On commence par effectuer dans G le changement de variable t = x− v.
On obtient alors

G(x) = e−x

∫ 0

−∞

etg(t)dt+ e−x

∫ x

0

etg(t)dt.

Par conséquent G est dérivable sur R avec ∀x ∈ R :

G′(x) = e−x
(

−
∫ x

−∞

etg(t)dt+ exg(x)
)

= −G(x) + g(x).

On a donc G′ = −G+ g.
La question précédente a prouvé que G est bornée sur R. On montre ensuite
par récurrence sur k que pour tout entier k ∈ N

∗, G(k−1) est dérivable sur R
et que G(k) = −G(k−1) + g(k−1) est bornée sur R. En conclusion, la fonction
G est dans E.

3. a) Soit f une fonction constante non nulle. On a bien f ∈ E et u(f) =
f + f ′ = f . Le réel 1 est donc valeur propre de u.

b) Le réel λ est dans le spectre de u si et seulement si il existe une fonction
f ∈ E \ {0} telle que u(f) = f + f ′ = λf .
On a donc f ′ + (1 − λ)f = 0. Il existe ainsi un réel k non nul tel que pour
tout réel x, f(x) = ke(λ−1)x. Supposons d’abord que k > 0. Si λ > 1,
lim

x→+∞
f(x) = +∞, ce qui contredit le fait que f est bornée sur R.

Si λ < 1, lim
x→−∞

f(x) = +∞, ce qui aboutit à la même contradiction.

Donc, λ = 1. De même si k < 0. On en déduit que le spectre de u est contenu
dans {1}. Comme la question précédente a montré que 1 est valeur propre
de u, on obtient Sp(u) = {1}. On remarque au passage que le sous-espace
propre associé à 1 est l’ensemble des fonctions constantes.

4. a) Le fait que 0 ne soit pas une valeur propre de u montre déjà que
Ker(u) = {0}, donc que u est injectif. Il reste à montrer que u est surjectif
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(l’espace n’est pas de dimension finie).
Soit g ∈ E. La question 2. a montré que la fonction G définie sur R par

G(x) =

∫ +∞

0

e−vg(x − v)dv est dans E et vérife u(G) = G + G′ = g. Ceci

montre que u est surjectif. Ainsi u est un automorphisme de E.

b) La question précédente montre que u−1 : g → G, où G est la fonction

définie sur R par G(x) =

∫ +∞

0

e−vg(x− v)dv.

Pour tout g ∈ E et tout x ∈ R, |u−1(g)(x)| ! ||g||∞

∫ +∞

0

e−vdv = ||g||∞,

d’où ||u−1(g)||∞ ! ||g||∞.

5. Notons D l’endomorphisme défini sur E par D : f → f ′. On a donc
u = idE +D. Comme idE et D commutent, on peut appliquer la formule du
binôme de Newton et écrire :

pour tout entier k, uk =
n
∑

k=0

(

n
k

)

Dk.

Comme u est bijectif, uk l’est aussi. Ainsi, pour tout g ∈ E, il existe une

seule fonction f ∈ E telle que g = uk(f) =
n
∑

k=0

(

n
k

)

f (k).

Exercice 2.09.

On considère l’espace vectoriel E = C0[0, 1] des fonctions à valeurs réelles
définies et continues sur l’intervalle [0, 1]. Pour f et g appartenant à E, on
pose

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt.

1. Vérifier que l’application qui à (f, g) ∈ E2 associe 〈f, g〉 définit un produit
scalaire sur E.

2. Soient f et g deux fonctions de E.
a) Montrer qu’il existe un réel a et une fonction h dans E qui est

orthogonale à g et telle que f = ag + h.

b) En déduire que si |〈f, g〉| = ‖f‖ ‖g‖, alors f et g sont colinéaires.

3. Soit v0 ∈ R. On s’intéresse maintenant à l’ensemble F des fonctions de E
qui sont de classe C2 sur [0, 1] et telles que : f(0) = 0, f(1) = 0 et f ′(0) = v0.

a) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, prouver que

v0 = −
∫ 1

0

(1− t)f ′′(t)dt.
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b) Montrer que 3v20 !

∫ 1

0

f ′′(t)2dt.

4. Montrer qu’il existe une fonction f ∈ F , que l’on déterminera, pour laquelle
∫ 1

0

f ′′(t)2dt = min
{

∫ 1

0

h′′(t)2dt, h ∈ F
}

= 3v20 .

5. Soient (m0,m1, v1) ∈ R
3 ; on désigne par G l’ensemble des fonctions de

E qui sont de classe C2 sur [0, 1] et telles que : f(0) = m0, f(1) = m1 et
f ′(0) = v1. Trouver la valeur de la quantité suivante

min
{

∫ 1

0

h′′(t)2dt, h ∈ G
}

.

Solution :

1. La bilinéarité du produit et la linéarité de l’intégration assurent que
l’application considérée est bilinéaire. Elle est clairement positive et si
〈f, f〉 = 0, alors la fonction positive et continue f2 est d’intégrale nulle sur
[0, 1], elle est donc nécessairement nulle et par suite f = 0. On a bien muni
E d’un produit scalaire.

2. a) Le premier pas du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
appliqué à la famille (f, g), montre qu’il existe un réel a et une fonction h
dans E qui est orthogonale à g et telle que f = ag + h.

b) On peut supposer g (= 0. En utilisant la question précédente, on voit
que :

‖f‖ ‖g‖ = |〈f, g〉| = |a|‖g‖2,
d’où ‖f‖ = |a|‖g‖. On en déduit que |a|2‖g‖2 = ‖f‖2 = |a|2‖g‖2 + ‖h‖2, et
par suite ‖h‖ = 0 et h = 0.

3. a) La formule de Taylor avec reste intégral au point 0 et prise en x = 1
nous dit que

0 = f(1) = f(0) + f ′(0) +

∫ 1

0

(1− t)f ′′(t)dt = v0 +

∫ 1

0

(1− t)f ′′(t)dt.

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors que

v20 !

∫ 1

0

(1− t)2dt×

∫ 1

0

f ′′(t)2dt = 1
3

∫ 1

0

f ′′(t)2dt.

4. Si une telle fonction f existe, c’est que l’on est dans le cas d’égalité pour
l’inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessus. Avec la question 3, on voit que l’on
doit chercher f telle que f ′′ = a(1− t) (et la colinéarité implique évidemment
le cas d’égalité). La fonction f est donc de la forme f(t) = a

6
(1−t)3+bt+c et

comme f doit appartenir à F , on trouve finalement f(t) = v0
2
(t− 1)t(t− 2).
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5. On cherche évidemment à se ramener à F pour obtenir ce minimum.
L’application :

f &−→ g : t &→ f(t)−m0 + (m0 −m1)t

envoie bijectivement G sur F si l’on pose v0 = v1 +m0 −m1. On a donc

min{

∫ 1

0

f ′′(t)2dt, f ∈ G}

= min{

∫ 1

0

g′′(t)2dt; g(0) = 0, g(1) = 0 et g′(0) = v1 +m0 −m1}

= 3[v1 +m0 −m1]
2, d’après le résultat de la question 4.

Exercice 2.10.

1. Montrer l’existence de l’intégrale : I =

∫ +∞

0

x
ex − 1

dx.

2. a) Déterminer un réel C > 0 tel que : ∀ k > 0,

∫ +∞

0

xe−kx

ex − 1
dx !

C
k
.

b) Pour tout p ∈ N
∗, calculer :

∫ +∞

0

xe−pxdx.

c) En déduire que I =
∞
∑

p=1

1
p2

.

Dans la suite on désigne par E l’espace vectoriel sur R dont les éléments sont

les fonctions réelles ϕ définies et continues sur [1,+∞[ telles que l’on ait :

lim
x→+∞

√
x×ϕ(x) = 0.

3. Pour ϕ ∈ E, montrer la convergence de l’intégrale : T (ϕ) =

∫ +∞

1

ϕ(y)
y

dy.

Montrer que l’application T ainsi définie est une forme linéaire sur E.

4. Vérifier que la fonction G définie par :

G(x) =

{

ln(x)
x− 1

si x > 1

1 si x = 1
est un élément de E. Que vaut T (G) ? (on pourra faire le changement de
variable t = lnx)

5. À toute fonction ϕ ∈ E on associe la fonction : U(ϕ) = T (ϕ).G

Montrer que l’application U ainsi définie est un endomorphisme de E dont
on précisera l’image et les éléments propres, c’est-à-dire les couples (λ,ϕ) ∈
R× (E \ {0}) tels que U(ϕ) = λϕ.
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Solution :

1. La fonction x &→ x
ex − 1

est continue sur R∗
+.

En +∞ : 0 !
x

ex − 1
∼ x

ex
!

1
x2 et lim

x→0

x
ex − 1

= 1. Donc I =

∫ +∞

0

x
ex − 1

dx

converge.

2. a) On montre facilement que ∀x > 0, x
ex − 1

< 1, et donc :
∫ A

0

xe−kx

ex − 1
dx !

∫ A

0

e−kxdx = 1
k
[1− e−Ak] ! 1

k

Et, par prolongement des inégalités à la limite, on peut prendre C = 1.

b) Soit p ∈ N
∗. En intégrant par parties on obtient :

∫ A

0

xe−pxdx = −Ae−pA

p
−

(e−pA

p2
− 1

p2
)

, et :
∫ +∞

0

xe−pxdx = 1
p2

c) Soit x > 0, par l’identité géométrique : x
ex − 1

=
k
∑

p=1
xe−px + xe−kx

ex − 1

Donc

∫ +∞

0

x
ex − 1

dx =
k
∑

p=1

∫ +∞

0

xe−pxdx+

∫ +∞

0

xe−kx

ex − 1
dx

et I =
k
∑

p=1

1
p2

+

∫ +∞

0

xe−kx

ex − 1
dx donne |I −

k
∑

p=1

1
p2

| =

∫ +∞

0

xe−kx

ex − 1
dx !

1
k

On en déduit, en passant à la limite I =
∞
∑

p=1

1
p2

( = π2

6
)

3. Soit ϕ ∈ E. Alors y &→ ϕ(y)
y

est continue sur [1,+∞[, et

lim
y→+∞

y
3
2
ϕ(y)
y

= lim
y→+∞

√
yϕ(y) = 0

donc y
3
2
ϕ(y)
y

< 1 pour y assez grand, d’où la convergence absolue de

l’intégrale par comparaison Riemannienne.

D’autre part : ∀ϕ1,ϕ2 ∈ E, ∀λ ∈ R :

T (λϕ1 + ϕ2) = λ

∫ +∞

1

ϕ1(y)
y

dy +

∫ +∞

1

ϕ2(y)
y

dy = λ.T (ϕ1) + T (ϕ2)

L’application T est donc une forme linéaire sur E.

4. La fonction G est continue sur [1,+∞[ (car lim
x→1+

ln(x)
x− 1

= 1) et est telle

que lim
x→+∞

√
xG(x) = 0 donc G ∈ E. On a, grâce au changement de variable

t = lnx :
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T (G) =

∫ +∞

1

ln(x)
x(x− 1)

dx =

∫ +∞

0

t
et − 1

dt = I

5. ⋆ G ∈ E =⇒ U(ϕ) = T (ϕ)G ∈ E
⋆ U(λϕ1 +ϕ2) = T (λϕ1 +ϕ2).G = λT (ϕ1).G+ T (ϕ2).G = λ.U(ϕ1) +U(ϕ2)
Donc U est un endomorphisme de E.

⋆ Im(U) ⊂ Vect(G) et U(G) = T (G)G = I.G =⇒ Vect(G) ⊂ Im(U). D’où :
Im(U) = Vect(G)

⋆ Soit ϕ un vecteur propre associé à la valeur propre λ :
U(ϕ) = λ.ϕ =⇒ T (ϕ)G = λ.ϕ =⇒ T (ϕ)U(G) = λ.U(ϕ)

=⇒ T (ϕ)T (G)G = λT (ϕ).G =⇒ T (ϕ)[T (G)− λ]G = 0

Ainsi : λ = T (G) = I et EI = Vect(G), ou T (ϕ) = 0 et E0 = Ker(U) =
Ker(T ).

Exercice 2.11.

Soit un entier n " 2 et E l’espace vectoriel des polynômes réels de degré
inférieur ou égal à n.
Soit u l’application qui à tout polynôme P ∈ E associe le polynôme Q défini

par Q(X) = P
(X + 1

2

)

.

1. a) Montrer que u est un endomorphisme de E.

b) Déterminer les valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il diago-
nalisable ?

c) Montrer que la famille ((X − 1)k)0≤k≤n est une base de E. Déterminer
les sous-espaces propres de u.

2. Soit F l’espace vectoriel des fonctions réelles infiniment dérivables sur R.

Pour x ∈ R, on pose ϕ(x) = x+ 1
2

.

a) Exprimer ϕn(x) en fonction de n, où ϕn désigne la nème composée de ϕ

avec elle-même.

b) Pour λ réel, on pose Fλ = {f ∈ F/f ◦ ϕ = λf}.

Montrer que pour tout f ∈ Fλ, la suite (f ◦ ϕn)n est convergente.

c) En déduire que si |λ| > 1 ou si λ = −1, on a : Fλ = {0}. De même pour
F0.

d) Montrer que si f ∈ Fλ, alors f
(k) ∈ F2kλ, pour tout k ∈ N

∗. En déduire
Fλ.

Solution :
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1. a) L’application u est manifestement linéaire et préserve le degré de P :
c’est un endomorphisme de E.

b) On remarque que u(1) = 1 et pour tout k ∈ [[1, n]],

u(Xk) =
(X + 1

2

)k
= 1

2k
Xk + · · ·.

Ainsi la matrice associée à u dans la base canonique de E est-elle triangulaire

supérieure, avec sur sa diagonale 1, 1
2
, . . . , 1

2n
. Ce sont les valeurs propres de

u qui est diagonalisable car admettant n+ 1 valeurs propres distinctes.

c) On a u((X − 1)k) = 1
2k

(X − 1)k ; le sous-espace propre associé à 1
2k

,

qui est une droite, est ainsi engendré par (X − 1)k.

2. a) On montre par récurrence que ϕn(x) = x
2n

+ 1 − 1
2n

(arithmético-

géométrie).

b) Soit f telle que f ◦ ϕ = λf . Par récurrence, pour tout n ∈ N
∗,

f ◦ ϕn = λnf , soit :

f
( x
2n

+ 1− 1
2n

)

= λnf(x)

La fonction f étant continue : lim
n→+∞

f
( x
2n

+ 1− 1
2n

)

= f(1).

c) Ainsi lim
n→+∞

λnf(x) = f(1). Ceci n’est pas possible si |λ| > 1, ou si

λ = −1 et si x est tel que f(x) (= 0. Si λ = 0, on a f
(x+ 1

2

)

= 0, soit f(t) = 0

pour tout t réel. Donc pour avoir Fλ (= {0}, il faut avoir λ ∈ ]−1, 1] \ {0}

d) Supposons f ◦ϕ = λf . Les fonctions en jeu étant de classe C∞, il vient,

par récurrence, pour tout n ∈ N
∗ : 1

2n
f (n) ◦ ϕ = λf (n).

Ainsi f (n) ∈ F2nλ. Or, pour λ (= 0, pour p assez grand, on a : 2p|λ| > 1.
Ainsi pour p assez grand f (p) = 0 et f est polynomiale. On est ramené à la
première question (si P est une fonction polynôme, on choisit n assez grand
pour que E contienne le polynôme P associé).

Les Fλ différents de {0} sont les F1/2n , pour n ∈ N et chaque F1/2n est de
dimension 1, engendré par x &→ (x− 1)n.

Exercice 2.12.

1. Soit f une fonction définie et continue sur Rn à valeurs dans R, vérifiant
la propriété suivante :

lim
||x||→+∞

f(x) = +∞

où || || désigne la norme euclidienne sur Rn.
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a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout x ∈ R
n vérifiant ||x|| > M ,

on a : f(x) > |f(0)|+ 1.

b) En déduire qu’il existe x∗ ∈ R
n tel que pour tout x ∈ R

n, f(x∗) ! f(x).

c) On suppose de plus que f ∈ C1(Rn). Montrer que ∇f(x∗) = 0.

On s’intéresse dans la suite de l’exercice à la fonction f définie sur R
n à

valeurs réelles donnée par

f(x) = 1
2
〈Ax, x〉 − 〈b, x〉

où A est une matrice symétrique réelle de Mn(R) et b un vecteur de R
n. On

suppose également que la matrice A vérifie
∀x ∈ R

n, 〈Ax, x〉 " C||x||2

où C est une constante strictement positive.

2. a) Montrer que f est continue sur Rn et vérifie lim
||x||→+∞

f(x) = +∞.

b) Montrer que f appartient à C1(Rn) et que ∇f(x) = Ax− b.

En déduire que f admet un minimum global sur Rn, atteint en un point noté
x∗.

3. Soit α un réel strictement positif et soit (up)p≥0 la suite vectorielle définie
par u0 ∈ R

n et pour tout p " 0

up+1 = up − α∇f(up)

a) Montrer que pour tout p " 0, up+1 − x∗ = (In − αA)(up − x∗).

b) Soit λ la plus grande valeur propre de A. On suppose que α ∈ ]0, 2/λ[.
Montrer que la suite (up)p converge vers x∗, c’est-à-dire que lim

p→+∞
||up −

x∗|| = 0.

Solution :

1. a) Comme lim
||x||→+∞

f(x) = +∞, il existe M > 0 tel que pour tout x ∈ R
n

vérifiant ||x|| > M , on a : f(x) > |f(0)|+ 1.

b) La boule B(0,M) est fermée bornée. La fonction f restreinte à B(0,M)
est continue : elle est donc minorée et atteint son min : il existe x∗ ∈ B(0,M)
tel que f(x∗) ! f(x) pour tout x ∈ B(0,M). En particulier f(x∗) ! f(0).
Par la question précédente, f admet en x∗ un minimum global sur Rn.

c) Lorsque f est de classe C1 sur l’ouvert R
n, on sait que les extremums

possibles (locaux ou globaux) ne peuvent être atteints qu’aux points critiques.

2. a) La fonction f est continue car c’est un polynôme en (x1, . . . , xn). En
effet :
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f(x) = 1
2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ai,jxixj −
n
∑

i=1

bixi

De plus ∀x ∈ R
n, 〈Ax, x〉 " C||x||2 et 〈b, x〉 ! ‖b‖‖x‖ entrâınent que

lim
||x||→+∞

f(x) = +∞.

b) Le calcul donne, pour tout i ∈ [[1, n]] :

∂f
∂xi

(x) = 1
2
×2

n
∑

k=1

ai,kxk − bi

Ainsi : ∇f(x) =
( n
∑

k=1

a1,kxk − b1, . . . ,
n
∑

k=1

an,kxk − bn

)

= Ax− b

On aurait aussi pu chercher directement le DL à l’ordre 1 :

f(x+ h)− f(x) = 1
2
(〈Ah, x〉+ 〈Ax, h〉) + 1

2
〈Ah, h〉 − 〈b, h〉

= 〈Ax− b, h〉+ 1
2
〈Ah, h〉

Et on a : ||〈Ah, h〉|| ! C||h||2 par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

On en déduit que f admet un minimum global atteint en un point critique
qui est x∗ par la question précédente.
On remarquera que la matrice A est inversible, puisque si (λ, x) est un couple
propre de A, on a : λ||x||2 = 〈Ax, x〉 " C||x||2, donc λ (= 0.

3. a) Le vecteur x∗ vérifie ∇f(x∗) = Ax∗ − b = 0. Ainsi

up+1 = up − α(Aup − b) = (I − αA)up + αb
et

up+1 − x∗ = (I − αA)up + αb− x∗ = (I − αA)up + (αA− I)x∗

= (I − αA)(up − x∗)

b) Par une récurrence immédiate, pour tout p " 1, up−x∗ = (I−αA)p(u0−
x∗).

La matrice I − αA est symétrique réelle et donc diagonalisable via une base
orthonormée de vecteurs propres. Ses valeurs propres sont 1 − αλi, avec λi

valeur propre de A. or
|1− αλi| < 1 ⇐⇒ 0 < αλi < 2

ce qui est l’hypothèse faite sur α. Donc lim
p→+∞

(I − αA)p(u0 − x∗) = 0 (en se

plaçant dans une base de diagonalisation).

Exercice 2.13.

Soit E et F deux espaces euclidiens et f un élément de L(E,F ).

1. a) Montrer que dim(Ker f)⊥ = dim Im f .

b) Montrer que dim(f((Ker f)⊥)) = dim((Ker f)⊥) puis que
F = f((Ker f)⊥)⊕ (Im f)⊥



Algèbre 61

c) En déduire l’existence d’une application de F vers E qui a y ∈ F fait
correspondre x ∈ E défini par :

y = f(x) + y′, (x, y′) ∈ (Ker f)⊥ × (Im f)⊥.
On note g l’application ainsi définie.

d) Montrer que l’application g est linéaire. Déterminer son noyau et son
image.

2. Montrer que g ◦ f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f)⊥.

3. Montrer que f ◦ g est le projecteur orthogonal de F sur Im f .

4. Pour E = R
3 et F = R

2 munis de leurs produits scalaires usuels, la matrice
d’une application linéaire f ∈ L(E,F ) dans les bases canoniques, est :

A =

(

1 1 0
0 1 1

)

Déterminer la matrice de g relativement aux bases canoniques.

Solution :

1. a) Comme dim(Ker f)⊥ = dimE − dimKer f , il s’agit simplement du
théorème du rang.

b) f [(Ker f)⊥] ∩ (Im f)⊥ ⊂ (Im f) ∩ (Im f)⊥ = {0F }.
Puis :
dim(Im f)⊥ = dimF − dim(Im f) = dimF − (dimE − dim(Ker f))

= dimF − dim(Ker f)⊥ = dimF − dim[f(Ker f)⊥], donc

F = f((Ker f)⊥)⊕ (Im f)⊥

c) Pour tout y de F , il existe un couple unique (y1, y
′) dans f((Ker f)⊥)×

(Im f)⊥ tel que : y = y1+y′. La restriction de f à (Ker f)⊥ étant bijective de
cet espace sur son image, il existe un seul x ∈ (Ker f)⊥ tel que : y1 = f(x).
On définit ainsi une application de F vers E qui à y ∈ F fait correspondre
x ∈ E.

d) Soient y1, y2 ∈ F et λ, µ ∈ R,
{

y1 = f(x1) + y′1
y2 = f(x2) + y′2

=⇒ λy1 + µy2 = f(λx1 + µx2) + (λy′1 + µy′2)
{

y1 = f(x1) + y′1
y2 = f(x2) + y′2

=⇒ g(λy1 + µy2) = λx1 + µx2 = λg(x1) + µg(x2),

donc g est linéaire.

2. On montre que Ker(g) = (Im f)⊥ :

⋆ g(y) = 0 =⇒ x = 0 =⇒ y = f(0) + y′ = y′ ∈ (Im f)⊥.

⋆ Réciproquement, y ∈ (Im f)⊥ =⇒ y = 0F + y =⇒ g(y) = 0
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On montre que Im(g) = (Ker f)⊥ :

⋆ Par définition Im(g) ⊂ (Ker f)⊥.

⋆ Réciproquement, x ∈ (Ker f)⊥ =⇒ f(x) = f(x) + 0F =⇒ x = g[f(x)].

Et x ∈ (Ker f)⊥ =⇒ f(x) = f(x) + 0F =⇒ x = g[f(x)]
x ∈ Ker f =⇒ f(x) = 0F =⇒ g ◦ f(x) = 0E
donc :

g ◦ f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker f)⊥.

3. Si y ∈ Im f , alors : y = f [g(y)]+ y′ =⇒ y′ = y− f [g(y)] ∈ (Im f)⊥ ∩ Im f
=⇒ y′ = 0F =⇒ f ◦ g(y) = y

Si y ∈ (Im f)⊥ alors y = 0F+y = f(0E)+y =⇒ g(y) = 0F =⇒ f◦g(y) = 0E
donc

f ◦ g est le projecteur orthogonal de F sur Im f .

4. On a Ker f = Vect{(1,−1, 1)} et (Ker f)⊥ est le plan d’équation :
x− y + z = 0.
Ainsi rg(A) = 2 et Im f = R

2, donc (Im f)⊥ = {(0, 0)}.

On note u = (1,−1, 1).
Soit y = (y1, y2) ∈ R

2 ; on cherche x = (x1, x2, x2) ∈ R
3 tel que x = g(y),

soit
{

x ∈ (Ker f)⊥

y − f(x) ∈ (Im f)⊥
=⇒

{

〈x, u〉 = 0
y = f(x)

=⇒







x1 − x2 + x3 = 0
y1 = x1 + x2

y2 = x2 + x3

=⇒















x1 = 1
3
(2y1 − y2)

x2 = 1
3
(y1 + y2)

x3 = 1
3
(−y1 + 2y2)

=⇒ Mg = 1
3





2 −1
1 1
−1 2





Exercice 2.14.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n " 2. Soit f un endomorphisme
non nul de E tel que f (= λ.id, où id est l’endomorphisme identité de E.

1. a) Montrer que f admet un polynôme annulateur unitaire de degré minimal
m qu’on notera mf et appelé polynôme minimal de f .

b) Montrer que λ est valeur propre de f si et seulement si mf (λ) = 0.

2. On suppose que mf n’admet aucune racine réelle.

a) Montrer que mf est divisible par un polynôme à coefficients réels de
degré 2 de la forme X2 + bX + c.

b) On pose Φ = f2 + b.f + c.id. Montrer que KerΦ (= {0}.
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c) En déduire qu’il existe un plan vectoriel stable par f .

3. On suppose que mf = (X − λ)m, où λ ∈ R. On pose g = f − λid.

a) Montrer qu’il existe x ∈ E tel que (gm−2(x), gm−1(x)) est libre.

b) En déduire un plan stable par f .

4. Montrer que, dans tous les cas, f admet un plan stable.

Solution :

1. a) Tout endomorphisme f de E admet un polynôme annulateur, car si E

est de dimension n, la famille (id, f, f2, . . . , fn2

) est de cardinal n2 + 1 donc
de cardinal supérieur à dimL(E) et est liée. Une relation de liaison détermine
alors un polynôme annulateur.
Notons D = {degP, P (f) = 0}. L’ensemble D est non vide inclus dans N donc
admet un plus petit élément d, avec d " 2 (car f (= λ.id). Il existe donc un
polynôme annulateur de degré minimal. Quitte à diviser par son coefficient
dominant, il existe mf unitaire et annulateur de degré minimal.

b) Soit (λ, x) un couple propre de f . Alors pour tout k ∈ N, fk(x) = λkx
et 0 = mf (f)(x) = mf (λ)x. Comme x (= 0, mf (λ) = 0.

Réciproquement, on factorisemf sur C sous la formemf (X) =
p
∏

i=1

(X−λi)
mi .

Si λ1 n’est pas valeur propre de f , l’endomorphisme (f − λ1id) est inversible
tout comme (f − λ1id)

m1 . En multipliant mf (f) par son inverse, on trouve
un polynôme annulateur de f de degré strictement inférieur à celui de mf :
contradiction.

2. a) Les racines de mf sont complexes conjuguées deux à deux et avec la
même multiplicité puisque mf est un polynôme réel. Donc si z est racine de
mf , z également et mf se factorise par (X−z)(X−z) = X2−2Ré(z)X+|z|2.

b) La factorisation de mf est de la forme
q
∏

i=1

(X2 + biX + ci)
mi . Un

raisonnement identique à celui de la question précédente montre que pour
chaque i ∈ [[1, q]], f2 + bif + ciid n’est pas inversible.

c) Soit x ∈ Ker(f2+bf+c id). La famille (x, f(x)) est libre (car autrement
f admettrait une valeur propre réelle, donc mf une racine réelle), et engendre
un plan stable par f car f2(x) = −bf(x)− cx.

3. a) L’endomorphisme g est nilpotent puisque 0 = mf (f) = gm. Comme
mf est le polynôme minimal de f , gm−1 (= 0 et il existe x ∈ E tel que
gm−1(x) (= 0.
La famille (gm−2(x), gm−1(x)) est libre. En effet, en appliquant g :
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λgm−2(x) + µgm−1(x) = 0 =⇒ λgm−1(x) = 0 =⇒ λ = 0 =⇒ µ = 0
b) Elle engendre un plan stable par g, donc par f puisque f = g + λid.

4. Soit mf le polynôme minimal de f .
• si mf n’a aucune racine réelle, voir la question 2.
• si mf admet une unique racine réelle α, voir question 3.
• si mf admet une deuxième racine réelle, on prend un vecteur propre pour
chaque et on obtient un plan stable.

Exercice 2.15.

Soit N ∈ N, N " 2 et a0, . . . , aN−1, des réels strictement positifs. On pose

A =













a0 a1 . . . aN−1

aN−1 a0 . . . aN−2

aN−2 aN−1 . . . aN−3

...
...

...
...

a1 a2 . . . a0













et J =













0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0













∈ MN (R)

1. Exprimer A en fonction des puissances de J .

2. Soit θ un réel. Soit V =









eiθ

e2iθ
...

eNiθ









.

a) Calculer JN . En déduire les valeurs propres possibles de J .

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur θ pour que V soit
vecteur propre de J associé à la valeur propre eiθ.

c) Montrer que la matrice J est diagonalisable dans MN (C).

d) Montrer que A est diagonalisable dans MN (C). Déterminer ses valeurs
propres et une base de vecteurs propres.

3. On suppose dans cette question que
N−1
∑

i=0

ai = 1

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que toutes les valeurs propres complexes de A sont de module
inférieur ou égal à 1.

c) Montrer que si λ est valeur propre de A et |λ| = 1, alors λ = 1.

Solution :

1. On a facilement, par décalage des vecteurs de base : A =
N−1
∑

k=0

akJ
k.
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2. a) La matrice J est 〈〈circulante 〉〉. Il vient JN = I et les valeurs propres
possibles de J sont les racines du polynôme Xn − 1, soit les racines N èmes de
l’unité.

b) Le calcul montre que JV =













e2iθ

e3iθ
...

eNiθ

eiθ













.

Si JV est colinéaire à V , le coefficient de proportionnalité vaut eiθ et
JV = eiθV si et seulement si eiθ = ei(N+1)θ ce qui équivaut à Nθ ≡ 0[2π],

i.e. θ = 2kπ
N

avec 0 ! k ! N − 1.

Ainsi, V est vecteur propre de J associé à la valeur propre eiθ si et seulement

si il existe k ∈ [[0, N − 1]] tel que θ = 2kπ
N

.

c) On a ainsi trouvé N valeurs propres distinctes pour J , ce qui montre
que J est diagonalisable.

Pour tout k ∈ [[0, N − 1]], on pose θk = 2kπ
N

et Vk =









eiθk

e2iθk
...

eNiθk









.

Les questions précédentes montrent que la famille (Vk)0≤k≤N−1 forme une
base de vecteurs propres de J .

d) De plus, pour tout k ∈ [[0, N−1]], AVk =
N−1
∑

j=0

ajJ
j(Vk) = (

N−1
∑

j=0

aje
ijθk)Vk

La matrice A est donc elle aussi diagonalisable dans la base de diagonalisation

(Vk)0≤k≤N−1 de J . De plus, Sp(A) = {λk}0≤k≤N−1, où λk =
N−1
∑

j=0

aje
i
2jkπ
N .

2. a) La matrice A est donc stochastique. On sait alors que 1 est valeur propre

de A associée au vecteur propre





1
...
1



.

b) On sait que λ =
N−1
∑

j=0

aje
2ijπ/N . Ainsi |λ| !

N−1
∑

j=0

|aje
2ijπ/N | =

N−1
∑

j=0

aj =

1.

c) On suppose que AV = λV et |λ| = 1. On a alors
|λ− a0||xk| ! |xk|

∑

j *=0

|aj | = |xk|(1− a0)

Ainsi λ appartient au disque centré en a0 > 0 et de rayon 1 − a0, disque
intérieur au disque unité et tangent à celui-ci au point 1. Donc λ = 1.
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Exercice 2.16.

Soit E l’espace vectoriel réel des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni

du produit scalaire usuel : 〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t) g(t) dt.

On note ϕ l’application qui, à toute fonction f ∈ E associe la fonction F
définie par :

∀x ∈ [0, 1] ,
[

ϕ(f)
]

(x) = F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

1. Vérifier que ϕ ∈ L(E).

2. Montrer qu’il existe une unique application ψ ∈ L(E) telle que

∀ (f, g) ∈ E2 , 〈ϕ(f), g〉 = 〈f,ψ(g)〉
On note T = ϕ ◦ ψ.
On appelle vecteur propre de T associé à la valeur propre λ ∈ R, toute fonction
g ∈ E, autre que la fonction nulle, telle que T (g) = λ g.
On appelle espace propre de T associé à la valeur propre λ ∈ R, l’ensemble
des fonctions g ∈ E telles que T (g) = λ g.
Un réel λ est valeur propre de T s’il existe un vecteur propre associé à λ.

3. a) Justifier que 0 n’est pas valeur propre de T .

b) Montrer que si g ∈ E est vecteur propre de T associé à la valeur propre
λ (= 0, alors

∀ t ∈ [0, 1] ,λ g′′(t) + g(t) = 0 (1)

4. Pour λ (= 0, on admet que l’ensemble des fonctions réelles définies, de
classe C2 sur [0, 1], vérifiant (1) est un espace vectoriel réel Gλ de dimension
2.

a) Déterminer à l’aide de fonctions exponentielles t &→ eα t ,α ∈ C, une
base de Gλ.

b) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de T .

Solution :

1. La fonction ϕ(f) ∈ C0
(

[0, 1],R
)

comme primitive de fonction continue ; de
plus ϕ est linéaire par linéarité de l’intégration.

2. Par intégration par parties de fonctions C1 sur un segment et F (0) = 0,
on a, si ψ existe :
∫ 1

0

f ψ(g) = 〈ϕ(f), g〉 =
∫ 1

0

Fg =
[

F G
]1

0
−
∫ 1

0

fG =

∫ 1

0

f(t)[G(1)−G(t)]dt
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On prend donc ψ(g) : t &→ G(1)−G(t) =

∫ 1

t

g(u) du, et la linéarité de ψ est

claire.

Si ψ1 et ψ2 conviennent, on doit avoir

∫ 1

0

f(ψ1(g) − ψ2(g)) = 0 et ceci

pour toute fonction f , donc en particulier pour f = ψ1(g) − ψ2(g) et
(ψ1(g) − ψ2(g))

2 est la fonction nulle, ceci pour tout g, i.e. ψ1 = ψ2 et
l’unicité attendue.

3. a) On écrit :

T (g) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [0, 1],

∫ x

0

(

∫ 1

t

g(u)du
)

dt = 0

=⇒ ∀x ∈ [0, 1],

∫ 1

x

g(u)du = 0 (par dérivation)

=⇒ ∀x ∈ [0, 1],−g(x) = 0 (encore par dérivation), donc g = 0 et
0 n’est pas valeur propre de T .

b) Pour λ (= 0, T (g) = λ g donne ∀x ∈ [0, 1], g(x) = 1
λ

∫ x

0

(

∫ 1

t

g(u)du
)

dt,

donc g est de classe C2, d’où (1) par deux dérivations comme en a).

4. a) t &→ eαt vérifie (1) si et seulement si λα2 + 1 = 0.

• si λ < 0, t &→ exp
(

t/
√
−λ

)

et t &→ exp
(

−t/
√
−λ

)

forment une base de
Gλ.

• si λ > 0, t &→ cos
(

t/
√
λ
)

et t &→ sin
(

t/
√
λ
)

forment une base de Gλ.

b) Si T (g) = λg, la formule vue en 3. b) montre que g(0) = 0 et en dérivant
que g′(1) = 0. Ainsi :

• si λ < 0, on voit que les conditions imposent g(t) = 0 ;

• si λ > 0, les conditions imposent g(t) = B sin
(

t/
√
λ
)

, avec 1√
λ
= π

2
+ kπ,

k ∈ N (pour réaliser g′(1) = 0.
On vérifie que ces fonctions sont bien propres et on conclut :

les valeurs propres de T sont λ ∈
{(π

2
+kπ

)−2
, k ∈ N

}

et les vecteurs propres

associés sont les applications t &→ B sin
(

t/
√
λ
)

.

Exercice 2.17.

Dans cet exercice, E désigne un espace euclidien, 〈 , 〉 le produit scalaire sur
E et || || la norme euclidienne associée.
1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Montrer que :

a) p est un endomorphisme symétrique, i.e. vérifie :
∀x, y ∈ E, 〈p(x), y〉 = 〈x, p(y)〉).
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b) Pour tout x ∈ E, ||p(x)|| ! ||x||.

c) Pour tout x ∈ E, 〈p(x), x〉 " 0.

2. Soit p1, p2 deux projecteurs orthogonaux non nuls et différents de l’identité.
On pose u = p1 ◦ p2 ◦ p1.
Montrer que u est diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent à
l’intervalle [0, 1].

3. On pose F = Im(p1).

a) Montrer que F est stable par p1 ◦ p2.
b) On note v l’endomorphisme de F induit par p1 ◦ p2. Montrer que v est

diagonalisable et que ses valeurs propres appartiennent à l’intervalle [0, 1].

Solution :

1. L’endomorphisme p est un projecteur orthogonal, donc E = Ker p⊕⊥ Im p.

a) On écrit x = x1 + x2, y = y1 + y2 avec (x1, x2) ∈ Ker p × Im p et
(y1, y2) ∈ Ker p× Im p.
Alors : 〈p(x), y〉 = 〈x2, y2〉 = 〈x, p(y)〉
b) Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

||p(x)||2 = 〈p(x), p(x)〉 = 〈p2(x), x〉 = 〈p(x), x〉 ! ||p(x)|| ||x||, donc :
||p(x)|| ! ||x||

c) Par la question a) ci-dessus 〈p(x), x〉 = 〈x2, x2〉 " 0

2. On remarque que u est un endomorphisme symétrique puisque

〈p1p2p1(x), y〉 = 〈p2p1(x), p1(y)〉 = 〈p1(x), p2p1(y)〉 = 〈x, p1p2p1(y)〉
donc est diagonalisable.

Soit (λ, x) un couple propre de u. Alors

λ||x||2 = 〈λx, x〉 = 〈u(x), x〉 = 〈p1p2p1(x), x〉 = 〈p2p1(x), p1(x)〉 " 0

par la question 1.c. Donc λ " 0.
De plus, par la question 1.b. et le fait que λ soit positif,

λ||x|| = ||u(x)|| = ||p1p2p1(x)|| ! ||p2p1(x)|| ! ||p1(x)|| ! ||x|| =⇒ λ ! 1

3. a) Comme F = Im p1, alors F est stable par p1 ◦ p2.
b) Soit v la restriction de p1 ◦ p2 à F . Alors, pour (x, y) ∈ F 2

〈v(x), y〉 = 〈v(p1(x)), p1(y)〉 = 〈p1p2(p1(x)), p1(y)〉
= 〈p2(p1(x)), p21(y)〉 = 〈p2(p1(x)), p1(y)〉
= 〈p1(x), p2p1(y)〉 = 〈p1(x), p1p2p1(y)〉
= 〈x, p1p2(y)〉 = 〈x, v(y)〉
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Ceci montre que v est un endomorphisme symétrique de F donc diagonalis-
able.

Soit (λ, x) un couple propre de v, avec x = p1(x). Alors

λ||x||2 = 〈λx, x〉 = 〈v(x), x〉 = 〈p1p2(p1(x)), p1(x)〉 " 0

par la question 1.c. Donc λ " 0.
De plus, par la question 1.b et le fait que λ soit positif,

λ||x|| = ||v(x)|| = ||p1p2(x)|| ! ||p1(x)|| ! ||x|| =⇒ λ ! 1

Exercice 2.18.

Dans tout l’exercice, on considère l’espace euclidien R
p, muni de son produit

scalaire canonique, noté 〈 , 〉. La norme d’un vecteur u est notée ‖u‖.
1. Dans cette question, on considère n vecteurs u1, u2, . . . , un de Rp, de norme
1.
À tout n−uplet x = (x1, x2, . . . , xn), où, pour tout j de [[1, n]], xj est dans

{−1, 1}, on associe le vecteur vx de R
p défini par : vx =

n
∑

k=1

xkuk.

On se propose de montrer qu’il existe des n−uplets x = (x1, x2, . . . , xn) tels
que ‖vx‖ !

√
n et des n−uplets y = (y1, y2, . . . , yn) tels que ‖vy‖ "

√
n.

À cet effet on considère n variables aléatoires indépendantes (X1, X2, . . . , Xn),
définies sur le même espace espace probabilisé (Ω,A, P ) et suivant toutes la
loi uniforme sur {−1, 1}.

On pose alors, pour tout ω ∈ Ω, X(ω) = ‖
n
∑

j=1

Xj(ω)uj‖2 et on admet que X

est une variable aléatoire.

a) Calculer, pour tout couple (i, j) d’éléments de [[1, n]], l’espérance
E(XiXj).

b) Calculer E(X).

c) Conclure.

2. Dans cette question, on considère n vecteurs v1, v2, . . . , vn de Rp vérifiant :

‖vj‖ ! 1 et p1, p2, . . . , pn des réels appartenant à [0, 1]. On pose w =
n
∑

k=1

pkvk.

On se propose de montrer qu’il existe un n−uplet y = (y1, y2, . . . , yn)

d’éléments de {0, 1} tel que si on note v le vecteur défini par v =
n
∑

k=1

ykvk,

on alors l’inégalité suivante : ‖w − v‖ !

√
n
2

.

À cet effet, on considère n variables aléatoires indépendantes Y1, Y2, . . . , Yn,
définies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P ) telles que, pour tout j de
[[1, n]], Yj suit la loi de Bernoulli B(pj).
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On pose alors V =
n
∑

k=1

Ykvk et Y = ‖w − V ‖2. On admet que Y est une

variable aléatoire définie sur le même espace (Ω,A, P ).

a) Calculer, pour tout couple (i, j) d’éléments de [[1, n]], E [(pi − Yi)(pj − Yj)].

b) En déduire que E(Y ) ! n
4
.

c) Conclure.

Solution :

1. a) Comme les variables sont indépendantes, on a si i (= j,
E(XiXj) = E(Xi)E(Xj).

Comme les variables sont centrées, on en déduit que si i (= j, alors E(XiXj) =
0.
En revanche, pour i = j, on a X2

i = 1 et donc : E(X2
i ) = 1.

b) En développant X, on obtient : X =
n
∑

j=1

n
∑

i=1

〈ui, uj〉XiXj et, par linéarité

de l’espérance, on obtient : E(X) =
n
∑

j=1

n
∑

i=1

〈ui, uj〉E(XiXj).

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

E(X) =
n
∑

j=1

‖uj‖2E(X2
j ). Finalement, E(X) = n.

c) Si la variable X ne prenait que des valeurs toutes strictement plus
grandes que n, on aurait E(X) > n et de même, si X ne prenait que des
valeurs toutes strictement plus petites que n, on aurait E(X) < n. Comme
E(X) = n, on en déduit que X prend des valeurs inférieures ou égales à n et
des valeurs supérieures ou égales à n.
Il existe donc un ω1 tel que X(ω1) ≥ n et un ω2 tel que X(ω2) ≤ n.
Il existe donc bien un x tel que ‖vx‖ !

√
n et un y tel que ‖vy‖ "

√
n.

2. a) ⋆ Si i (= j, comme les variables Yi et Yj sont indépendantes, les variables
Yi − pi et Yj − pj sont indépendantes.
On a donc E [(pi − Yi)(pj − Yj)] = E(Yi − pi)E(Yj − pj).
Or, comme E(Yk) = pk, on a E(Yj − pj) = 0.
Conclusion :

∀ i (= j, E [(pi − Yi)(pj − Yj)] = 0

⋆ Si i = j, E((Yi − pi)
2) n’est autre que la variance de Yi qui vaut pi(1− pi).

b) On a Y =
∥

∥

n
∑

k=1

(pi − Yi)vi
∥

∥

2
=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

〈vi, vj〉(pi − Yi)(pj − Yj).

On en déduit : E(Y ) =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

〈vi, vj〉E((pi − Yi)(pj − Yj)).
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En appliquant le résultat de la question précédente, on a donc :

E(Y ) =
n
∑

i=1

pi(1− pi)‖vi‖2

Il est bien connu que pi(1 − pi) ≤ 1
4

et comme ‖vi‖2 ≤ 1, on a donc bien

finalement : E(Y ) ≤ n
4
.

c) Un raisonnement analogue à celui fait précédemment montre que Y
prend des valeurs inférieures ou égales à n

4
. Il existe bien des scalaires

y1, y2, . . . , yn tels que ‖w − v‖ !

√
n
2

.

Exercice 2.19.

Dans cet exercice, on considère un entier naturel n " 2.
On appelle spectre réel (respectivement complexe) d’une matriceM ∈ Mn(R)
l’ensemble de ses valeurs propres réelles (respectivement complexes).
On note Sn l’ensemble des matrices symétriques de Mn(R). On note S+

n

l’ensemble des matrices de Sn à spectre positif, c’est-à-dire dont toutes les
valeurs propres sont réelles positives.

1. a) Soit S ∈ Sn. Montrer que S ∈ S+
n ⇐⇒ ∀X ∈ Mn,1(R),

tXSX " 0.

b) Soit A ∈ Mn(R). Montrer que S = tAA ∈ S+
n .

c) Réciproquement, montrer que pour toute matrice S ∈ S+
n , il existe

A ∈ Mn(R) telle que S = tAA.

2. Soit U et V deux matrices de Mn(R).

a) Montrer que si 0 est valeur propre de UV , alors 0 est aussi valeur propre
de V U .

b) Montrer que les matrices UV et V U ont même spectre complexe.

3. a) Soit S et T deux matrices de S+
n . Montrer que S + T ∈ S+

n .

b) S+
n est-il un sous-espace vectoriel de Sn ?

4. Soit S et T deux matrices de Sn.

a) La matrice ST est-elle symétrique ?

b) À quelle condition nécessaire et suffisante sur S et T a-t-on ST
symétrique ?

c) On suppose que S et T appartiennent à S+
n . En utilisant les questions 1.

c et 2. b, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice ST sont réelles
et positives.

Solution :
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1. a) 〈〈 =⇒ 〉〉 Par hypothèse il existe P ∈ On(R), D = diag(λ1, . . . ,λn) telles
que S = tPDP , avec ∀ i , λi ≥ 0.

Alors ∀ X, tXSX = t(PX)D(PX) =
n
∑

i=1

λi y
2
i ≥ 0, où les (yi) sont les

coordonnées de Y = PX.

〈〈⇐= 〉〉 Par hypothèse, pour X vecteur propre de S associé à λ, on a :

0 ! tXSX = λ tXX = λ
n
∑

i=1

x2
i , d’où, comme X (= 0, λ " 0.

b) tS = S et ∀ X , tXSX = t(AX)(AX) =
n
∑

i=1

y2i " 0, où les (yi) sont les

coordonnées de Y = AX.

c) On diagonalise S comme en a) ; on pose ∆ = diag
(√

λ1, . . . ,
√
λn

)

, et
on a S = tP∆

2P = tP t
∆∆P , d’où A = ∆P convient.

2. a) 0 ∈ Sp(UV ) =⇒ UV (∈ GLn(R) =⇒ U ou V non inversibles (par
contraposée) donc V U non inversible car dim

(

Im(V U)
)

! dim
(

Im(U)
)

et

dim
(

Im(V U)
)

! dim
(

Im(V )
)

.

b) S’il existe λ ∈ C
∗ et X ∈ Mn,1(C) \ {0}, tels que UV X = λX, alors

V X (= 0 et V U(V X) = λV X prouve que λ ∈ Sp(V U). On conclut par
symétrie et 2. a.

3. a) On a t(S+T ) = S+T et ∀ X, tX(S+T )X = tXSX + tXTX ≥ 0, par
conséquent S + T ∈ S+

n d’après 1. a.

b) Non, car λS (∈ S+
n si λ < 0.

4. a) Non. Par exemple : S =

(

1 0
0 2

)

∈ S+
n , T =

(

1 1
1 1

)

∈ S+
n et

ST =

(

1 1
2 2

)

(∈ Sn.

b) ST ∈ Sn ⇐⇒ t(ST ) = ST ⇐⇒ tT tS = ST ⇐⇒ TS = ST , i.e. si et
seulement S et T commutent.

c) Il existe A,B ∈ Mn(R) telles que ST = tAA tBB qui a le même spectre
complexe que BtAAtB = t

(

AtB
)

AtB ∈ S+
n , donc SpC(ST ) ⊆ R+.

N.B. ST est à spectre réel positif bien qu’elle ne soit pas forcément
symétrique.
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3

PROBABILITÉS

Exercice 3.01.

Soit λ > 0 un réel fixé. On considère une suite de variables aléatoires réelles
(Xn)n∈N∗ définies sur un même espace probabilisé (Ω,A, P ). On suppose que
les variables Xn sont mutuellement indépendantes et suivent chacune une loi
exponentielle de paramètre λ. Soient p ∈ ]0, 1[ et q = 1− p.

1. Soit n ∈ N
∗. Montrer que X1 +X2 + · · ·+Xn est une variable aléatoire à

densité dont on donnera une densité.

2. Montrer que :

∀x ∈ R, P (X1 +X2 + · · ·+Xn ! x) = 1R+(x) (1− e−λx
n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
)

où 1R+ est la fonction indicatrice de R
+, i.e. la fonction définie par :

1R+ : x $→
{

1 si x ∈ R
+

0 sinon.

3. Soit N une variable aléatoire réelle suivant la loi géométrique de paramètre
p.

On pose S =
N
∑

n=1
Xn, i.e. pour tout ω ∈ Ω S(ω) =

N(ω)
∑

n=1
Xn(ω).

a) Soit FS la fonction de répartition de S. Montrer que

∀x ∈ R, FS(x) = 1R+(x)(1− e−λx
+∞
∑

n=1

n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
pqn−1).
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b) En déduire la loi de S (on admettra qu’il est possible de permuter l’ordre
des sommations dans la formule précédente).

c) Exprimer l’espérance E(S) de S en fonction de E(X1) et de E(N).

Solution :

1. Chaque variable Xi suit la loi exponentielle de paramètre λ, autrement dit
la loi Gamma Γ(λ, 1). Comme les variables Xi sont indépendantes, on sait,
d’après le théorème de stabilité des lois Gamma, que X1+X2+ . . .+Xn suit
la loi Γ(λ, n). Une densité fn de X1 +X2 + . . .+Xn est alors donnée par :

fn(x) = 0 si x < 0 et fn(x) =
λnxn−1e−λx

Γ(n)
= λnxn−1e−λx

(n− 1)!
si x " 0.

2. On suppose d’abord que x < 0. On a alors P (X1 +X2 + . . . +Xn ! x <
0) = 0.
Considérons ensuite un réel x " 0. On a alors

P (X1 +X2 + . . .+Xn ! x) =

∫ x

0

fn(t)dt =

∫ x

0

λ
(n− 1)!

(λx)n−1e−λxdx.

On applique la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre n − 1 à la
fonction exponentielle entre 0 et λx.

On trouve eλx =
n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
+

∫ λx

0

(λx− t)n−1

(n− 1)!
etdt.

On effectue dans l’intégrale le changement de variable u = x− t
λ
. On obtient :

eλx −
n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
= eλx

∫ x

0

λ
(n− 1)!

(λu)n−1e−λudt.

On en déduit que P (X1 + X2 + . . . + Xn ! x) = 1 − e−λx
n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
. Ceci

donne la formule attendue.

3. a) Comme S est à valeurs dans R+, pour tout x < 0, FS(x) = P (S ! x) =
0.

Considérons à présent x " 0. En appliquant la formule des probabilités totales
au système complet d’événements (N = n)n∈N∗ , on trouve :

FS(x) = P (S ! x) =
+∞
∑

n=1
P[N=n](S ! x)P (N = n)

=
+∞
∑

n=1
P (X1 +X2 + . . .+Xn ! x)pqn−1

=
+∞
∑

n=1
(1− e−λx

n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
)pqn−1
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=
+∞
∑

n=1
pqn−1 − e−λx

+∞
∑

n=1

n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
pqn−1.

En remarquant que
+∞
∑

n=1
pqn−1 = 1, on obtient la formule souhaitée.

b) On applique à la série double le théorème de permutation :
+∞
∑

n=1

n−1
∑

k=0

(λx)k

k!
pqn−1 =

+∞
∑

k=0

(λx)k

k!

+∞
∑

n=k+1

pqn−1 =
+∞
∑

k=0

(λx)k

k!
p

qk

1− q

=
+∞
∑

k=0

(λxq)k

k!
= eλxq.

Ainsi, pour tout x ∈ R, FS(x) = 1R+(x)(1− e−λxeλxq) = 1R+(x)(1− e−λxp).

La variable S suit donc la loi exponentielle de paramètre λp.

c) On en déduit que E(S) = 1
λp

= 1
λ

×
1
p
= E(X1)E(N).

Exercice 3.02.

Toutes les variables aléatoires utilisées dans cet exercice sont définies sur un
même espace probabilisé (Ω,A, P ).
On admet que les formules de calcul de la covariance d’un couple de variables
à densités sont identiques à celles du calcul de la covariance d’un couple de
variables discrètes.

Soient X1, . . . , Xn, n variables aléatoires. On dit que le vecteur (X1, . . . , Xn)
est gaussien si pour tout (a1, . . . , an) réels, la variable aléatoire a1X1+a2X2+
· · ·+anXn suit une loi normale (on considérera que la variable nulle suit une
loi normale).

1. a) Soit (X1, . . . , Xn) un vecteur gaussien. Montrer que chaque variable Xi

suit une loi normale.

b) Montrer que si X1 . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes
suivant des lois normales, alors (X1, . . . , Xn) est un vecteur gaussien.

2. Dans cette questionX suit la loi normale centrée réduite, et Y indépendante

de X, suit la loi discrète définie par P (Y = 1) = P (Y = −1) = 1
2
.

a) Déterminer la loi de XY .

b) Le vecteur (X,XY ) est-il gaussien ?

3. Dans cette question (X,Y, Z) est un vecteur gaussien de matrice de
variance/covariance





1 −1 0
−1 6 2
0 2 1
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et de vecteur espérance E





X
Y
Z



 =





1
0
1



.

a) Déterminer la loi de U = X + Y et V = X + Z.

b) Écrire la matrice de variance/covariance de (U, V ).

c) Déterminer une matrice P ∈ M2(R) telle que les variables aléatoires U
′

et V ′ définies par

(

U ′

V ′

)

= P

(

U
V

)

soient non corrélées.

Solution :

1. a) Il suffit de prendre aj = 0 pour j &= i et ai = 1.

b) C’est un théorème du cours sur la stabilité des lois normales.

2. a) Calculons :

P (XY ! x) = P ((XY ! X) ∩ [Y = 1]) + P ((XY ! X) ∩ [Y = −1])

= 1
2
P (X ! x) + 1

2
P (X " −x) = P (X ! x) = Φ(x)

Ainsi XY suit la loi normale centrée réduite.

b) En revanche le vecteur (X,XY ) n’est pas gaussien.

En effet X +XY = (1 + Y )X vérifie :

P (X + XY = 0) = P (X(1 + Y ) = 0) = P (Y = −1) = 1
2

(l’événement

X = 0 est quasi-impossible), doncX+XY n’a pas une fonction de répartition
continue !

3. Grâce au vecteur espérance et à la matrice de variance-covariance, il vient :

a) E(X + Y ) = 1, V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X,Y ) = 5, donc
X + Y →֒ N (1, 5)

E(X + Z) = 2, V (X + Z) = V (X) + V (Z) + 2Cov(X,Z) = 2, donc
X + Z →֒ N (2, 2)

b) De plus :
Cov(X + Y,X + Z) = E(X2 +XY +XZ + Y Z)−E(X + Y )E(X + Z) = 2

Le couple (X+Y,X+Z) est gaussien car le triplet (X,Y, Z) l’est. La matrice

de variance/covariance de (X + Y,X + Z) est A =

(

5 2
2 2

)

.

c) Cette matrice symétrique réelle admet 1 et 6 comme valeurs pro-
pres, une base orthonormée de vecteurs propres étant formée des vecteurs

1√
5

(

1
−2

)

et 1√
5

(

2
1

)
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Avec P = 1√
5

(

1 2
−2 1

)

, il vient A = PDtP avec D =

(

1 0
0 6

)

.

La matrice de variance-covariance de P

(

X + Y
X + Z

)

est la matrice diagonale

D.

Exercice 3.03.

Dans tout le problème, N désigne un entier naturel non nul.

Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes
la loi uniforme sur [[1, N ]].
On note Tn et Zn les deux variables aléatoires définies, pour tout entier
naturel n supérieur ou égal à 1, par :

Tn = sup(U1, U2, . . . , Un) et Zn = inf(U1, U2, . . . , Un)

On pose Sn = Tn + Zn − 1.

On pose enfin, pour tout entier naturel n non nul, an(N) =

{

N−1
∑

k=1

( k
N

)n
si N " 2

0 si N = 1

.

1. Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans [[1, N ]]. Établir la relation
suivante :

E(Y ) =
N−1
∑

k=0

P ([Y > k])

Dans la suite de l’exercice, on cherche à estimer le paramètre N .

2. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant à [[1, N ]], P ([Tn ! k]).

b) En déduire la loi de Tn.

c) Calculer E(Tn) en fonction de N et de an(N).

3. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant à [[0, N − 1]], P ([Zn >
k]).

b) En déduire E(Zn) en fonction de an(N).

4. a) Tn + an(N) est-il un estimateur sans biais de N ?

b) Montrer que Tn est un estimateur asymptotiquement sans biais de N .

c) Montrer que Sn est un estimateur sans biais de N .

Solution :

1. On a E(Y ) =
N
∑

k=1

kP ([Y = k]) =
N
∑

k=1

k
[

P ([Y > k − 1])− P ([Y > k])
]
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=
N
∑

k=1

kP ([Y > k − 1])−
N
∑

k=1

kP ([Y > k]).

En effectuant un glissement d’indice dans la première somme :

E(Y ) =
N−1
∑

k=0

(k + 1)P ([Y > k])−
N
∑

k=1

kP ([Y > k])

En rajoutant dans la seconde somme le terme correspondant à k = 0 qui est
nul :

E(Y ) =
N−1
∑

k=0

(k + 1)P ([Y > k])−
N
∑

k=0

kP ([Y > k])

En rassemblant dans une seule somme les termes communs :

E(Y ) =
N−1
∑

k=0

P ([Y > k])−NP ([Y > N ])

Comme P ([Y > N ]) = 0, il reste finalement : E(Y ) =
N−1
∑

k=0

P ([Y > k]).

2. a) On a : [Tn ! k] = [X1 ! k] ∩ · · · ∩ [Xn ! k]. Comme les variables sont

indépendantes, on obtient : ∀ k ∈ [[1, N ]], P ([Tn ! k]) =
(

k
N

)n

b) On a, pour tout k de [[1, N ]], P ([Tn = k]) = P ([Tn ! k])−P ([Tn ! k−1]).
Comme la formule de la question précédente est encore valable pour k = 0,
on obtient finalement :
∀ k ∈ [[1, N ]], P ([Tn = k]) =

( k
N

)n −
(k − 1

N

)n

c) On a donc : E(Tn) =
N
∑

k=1

k
[( k
N

)n −
(k − 1

N

)n]
.

En séparant en deux sommes :

E(Tn) =
N
∑

k=1

k
( k
N

)n −
N
∑

k=1

k
(k − 1

N

)n

En effectuant un décalage d’indice dans la seconde somme :

E(Tn) =
N
∑

k=1

k
( k
N

)n −
N−1
∑

k=0

(k + 1)
( k
N

)n

On peut rajouter dans la première somme le terme correspondant à k = 0
qui est nul :

E(Tn) =
N
∑

k=0

k
( k
N

)n −
N−1
∑

k=0

(k + 1)
( k
N

)n

En rassemblant les termes communs : E(Tn) = N −
N−1
∑

k=0

( k
N

)n
. Finalement :

E(Tn) = N − an(N)

3. a) On a P ([Zn > k]) = P ([X1 > k] ∩ . . . ∩ [Xn > k]).

Comme les variables Xi sont indépendantes, on a : P ([Zn > k]) =
(N − k

N

)n
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b) En utilisant la question préliminaire : E(Zn) =
N−1
∑

k=0

(N − k
N

)n

En effectuant le changement d’indice j = N − k :

E(Zn) =
N
∑

j=1

( j
N

)n

Finalement : E(Zn) = 1 + an(N).

4. a) On a, par linéarité de l’opérateur espérance, E(Tn + an(N)) = N mais
comme Tn + an(N) dépend de N , ce n’est pas un estimateur de N .

b) On a an(N) =
N−1
∑

k=1

( k
N

)n
. Comme 0 !

k
N

< 1 et comme la limite de

la somme est égale à la somme des limites, on a lim
n→+∞

dn(N) = 0, d’où :

lim
n→+∞

E(Tn) = N .

Conclusion : Tn est un estimateur asymptotiquemnt sans biais de N .

c) On a, par linéarité, E(Sn) = E(Tn) + E(Zn)− 1.
En utilisant les résultats précédents, on a donc :

E(Sn) = N

Exercice 3.04.

On considère un arrêt d’une ligne de bus. Le passage des bus à cet arrêt est
prévu à chaque heure juste : 12h00, 13h00, 14h00 etc. Mais la circulation est
telle que que les bus peuvent avoir du retard.

Dans cet exercice, on mesure le temps à partir de midi, considéré comme
l’instant 0, et l’unité de temps est l’heure.
Le retard du kème bus est une variable aléatoire Zk. On suppose les variables
Zk indépendantes de même loi, à valeurs dans [0, 1]. La loi commune des Zk

a pour densité f , pour fonction de répartition F , pour espérance µ et pour
variance σ2.

1. Un voyageur arrive à l’instant x ∈ [0, 1[. On note Tx la variable aléatoire
du temps d’attente de ce voyageur pour l’arrivée d’un bus.

a) Montrer que

P (Tx ! t) =

{

F (t+ x)− F (x) si 0 ! t < 1− x
1− F (x) + F (x)F (t+ x− 1) si 1− x ≤ t < 2− x

1 si 2− x ≤ t

b) Préciser une densité de Tx.

2. Montrer que :

E(Tx) =

∫ 1−x

0

tf(t+ x) dt+ (µ+ 1− x)F (x)
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= 1− x−
∫ 1

x

F (u)du+ (µ+ 1− x)F (x)

3. a) Montrer que

∫ 1

0

F (z) dz = 1− µ et

∫ 1

0

z F (z) dz =
1− µ2 − σ2

2
.

b) On suppose que le voyageur arrive au hasard entre midi et 13h00, c’est-
à-dire que son instant d’arrivée est une variable aléatoire X qui suit la loi
uniforme sur le segment [0, 1].

On admet que son temps d’attente W vérifie E(W ) =

∫ 1

0

E(Tx) dx.

Calculer E(W ). Quand cette espérance est-elle minimale ?

Solution :

1. a) On a Tx(Ω) = R+.
• Si 0 ! t < 1 − x, i.e. x ! x + t < 1, on a [x, x+ t[ ⊂ [0, 1[ et on est sûr
d’avoir le bus de midi ; la probabilité d’attendre au maximum t est celle que
le bus de midi arrive dans l’intervalle de temps [x, x+ t], soit

P (Tx ! t) = F (x+ t)− F (x)

• si 1− x ! t < 2− x, i.e. 1 ! x+ t < 2, on a deux cas disjoints :
→ soit le bus de midi n’est pas encore passé, ce qui a pour probabilité

1− F (x) ;
→ soit il est déjà passé (avec la probabilité F (x)), et la probabilité

d’attendre au plus t est alors la probabilité que le bus de 13h00 arrive entre 0
et x+ t− 1, soit F (x+ t− 1) ; alors

P (Tx ! t) = 1− F (x) + F (x)F (x+ t− 1)
• si 2 − x ! t, c’est-à-dire x + t " 2, on est sûr d’avoir au pire le bus de
13h00, donc

P (Tx ! t) = 1

b) Par dérivation, Tx a pour densité (sur R+)

ϕ(t) =

{

f(x+ t) si 0 ! t < 1− x
F (x) f(x+ t− 1) si 1− x ! t < 2− x
0 si 2− x ! t

2. Les changements de variable u = x + t, u = x + t − 1 et une intégration
par parties donnent :

E(Tx) =

∫ 1−x

0

t f(x+ t)dt+

∫ 2−x

1−x

t F (x) f(x+ t− 1)dt

=

∫ 1

x

(u− x) f(u)du+ F (x)

∫ 1

0

(u− x+ 1) f(u)du
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=

∫ 1

x

u f(u)du−x

∫ 1

x

f(u)du+F (x)

∫ 1

0

u f(u)du+(1−x)F (x)

∫ 1

0

f(u)du

=
[

uF (u)
]1

x
−
∫ 1

x

F (u)du− x
[

F (1)− F (x)
]

+ F (x)E(X) + (1− x)F (x)

= 1− xF (x)−
∫ 1

x

F (u)du− x
[

1− F (x)
]

+ (µ+ 1− x)F (x)

= 1− x−
∫ 1

x

F (u)du+ (µ+ 1− x)F (x)

3. a) On a par intégration par parties

µ = E(Z) =

∫ 1

0

z f(z)dz =
[

z F (z)
]1

0
−
∫ 1

0

F (z)dz = 1−
∫ 1

0

F (z)dz,

d’où

∫ 1

0

F (z)dz = 1− µ

σ2 =

∫ 1

0

(z − µ)2 f(z)dz =
[

(z − µ)2 F (z)
]1

0
− 2

∫ 1

0

(z − µ)F (z)dz

σ2 = (1− µ)2 − 2

∫ 1

0

z F (z)dz + 2µ

∫ 1

0

F (z)dz = 1− µ2 − 2

∫ 1

0

z F (z)dz

soit :

∫ 1

0

z F (z)dz =
1− µ2 − σ2

2

b) D’après la question 2, on a :

E(W ) =

∫ 1

0

[

1− x−
∫ 1

x

F (u)du+ (µ+ 1− x)F (x)

]

dx

On calcule séparément :
∫ 1

0

(1− x)dx = 1−
[x2

2

]1

0
= 1

2
∫ 1

0

(∫ 1

x

F (u)du

)

dx =
[

x

∫ 1

x

F (u)du
]1

0
−

∫ 1

0
x
[

− F (x)
]

dx

=

∫ 1

0

xF (x)dx =
1− µ2 − σ2

2
∫ 1

0

[

(µ+ 1− x)F (x)
]

dx = (µ+ 1)

∫ 1

0

F (x)dx−
∫ 1

0

xF (x)dx

= (1 + µ) (1− µ)− 1− µ2 − σ2

2
=

1− µ2 + σ2

2

d’où finalement E(W ) = 1
2
− 1− µ2 − σ2

2
+

1− µ2 + σ2

2
= 1

2
+ σ2

On constate que l’espérance du temps d’attente du voyageur est minimum
lorsque la loi des retards des bus est d’écart-type nul, c’est-à-dire lorsque le
retard est constant.
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Exercice 3.05.

Dans cet exerciceX est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Ω,A, P ) suivant la loi Γ(1, n) (c’est-à-dire la loi γ(n)), avec n ∈ N

∗.

1. Rappeler l’expression d’une densité de X, ainsi que la valeur de son
espérance E(X) et de sa variance V (X).

2. Pour tout réel λ > 0, on pose ψ(λ) = ln
(

E(e−λ(X−E(X)))
)

. Calculer ψ(λ).

3. Montrer que pour tout λ > 0, on a ψ(λ) ! nλ
2

2
.

4. a) Montrer que pour tout x > 0 et tout λ > 0, on a

P (E(X)−X " x) ! e−λx+ψ(λ)

b) En déduire que pour tout x > 0 P (E(X)−X " x) ! e−x2/(2n).

5. Comparer l’inégalité que l’on vient d’obtenir avec celle obtenue par
l’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.

Solution :

1. Une densité de X est donnée par f(x) =

{

xn−1e−x

(n− 1)!
si x " 0

0 sinon
On sait que E(X) = n et V (X) = n.

2. On utilise le théorème de transfert :

E(e−λ(X−E(X))) =

∫ +∞

0

e−λ(x−n) xn−1

(n− 1)!
e−xdx

= eλn
∫ +∞

0

xn−1

(n− 1)!
e−(λ+1)xdx

= eλn

(λ+ 1)n

∫ +∞

0

un−1

(n− 1)!
e−udu ( avec u = (λ+ 1)x)

= eλn

(λ+ 1)n

Ainsi :
ψ(λ) = λn− n ln(λ+ 1)

3. Une étude de la fonction f : λ $→ nλ2

2
− λn+ n ln(λ+1) montre que f est

croissante sur R+ et que f(0) = 0.

4. a) Les événements [E(X) − X " x] et [eλ(E(X)−X) " eλx] sont égaux.
L’inégalité de Markov donne alors :

P ([E(X)−X " x]) = P [eλ(E(X)−X) " eλx]) ! 1
eλx

E(eλ(E(X)−X))
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= eψ(λ)e−λx

b) Ainsi : ψ(λ)− λx !
nλ2

2
− λx

Ceci étant vérifié pour tout λ > 0, il vient :

P ([E(X)−X " x]) ! inf
λ>0

(nλ2

2
− λx

)

= −x2

2n

5. L’inégalité de Bienaymé Tchebicheff permet d’écrire

P ([E(X)−X " x]) ! P ([|E(X)−X| " x]) !
V (X)

x2 = n
x2

Or, on peut montrer que pour tout x > 0, e−x2/(2n) !
n
x2 (faire par exemple

une étude de fonction). Ainsi l’inégalité obtenue (grandes déviations) est-elle
meilleure que celle obtenue par Bienaymé Tchebicheff.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un même espace
probabilisé (Ω,A, P ).

1. Soit Z une variable aléatoire à valeurs dans N. Montrer que la variable
aléatoire 2−Z admet une espérance. On la note r(Z).

On suppose dans la suite de l’exercice que pour tout n ∈ N, P (Z = n) =
(1
2
)n+1.

2. a) Montrer que l’on définit ainsi une loi de probabilité et calculer r(Z).

b) Montrer que pour tout (n, q) ∈ N
2,

n
∑

k=0

(k + q
q

)

=
(n+ q + 1

q + 1

)

.

c) Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de même

loi que Z et pour tout entier q " 1, on pose Sq =
q
∑

i=1

Xi.

Montrer que la loi de Sq est définie par :

∀n ∈ N, P (Sq = n) =
(n+ q − 1

q − 1

)

(1
2

)n+q

d) Calculer r(Sq). En déduire que
∞
∑

n=0

(n+ q − 1
q − 1

)

(1
4

)n
=

(4
3

)q

3. On suppose dans cette question que Z représente le nombre de lionceaux
devant nâıtre en 2014 d’un couple de lions. Chaque lionceau a la probabilité
1/2 d’être mâle ou femelle, indépendamment des autres. On note F la variable
aléatoire représentant le nombre de femelles devant nâıtre en 2014.
Déterminer la loi de F .
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Solution :

1. Comme 0 ! P (Z = n)
(1
2

)n
! P (Z = n) et que

∑

P (Z = n) converge. Le

théorème de transfert permet d’affirmer que E(2−Z) existe (et est majorée
par 1).

2. a) Ici r(Z) =
∞
∑

n=0

(1
2

)2n+1
= 1

2

∞
∑

n=0

(1
4

)n
= 2

3

b) La relation de Pascal :
(n+ q + 1

q + 1

)

+
(n+ q + 1

q

)

=
(n+ q + 2

q + 1

)

donne le résultat à l’aide d’un raisonnement par récurrence banal.

c) Pour q = 1, on a S1 = Z : la relation est donc vérifiée pour q = 1.

Supposons que ∀n ∈ N, P (Sq = n) =
(n+ q − 1

q − 1

)

(1
2

)n+q
.

Comme Sq+1 = Sq +Xq+1, par indépendance :

P (Sq+1 = n) =
n
∑

k=0

P (Sq = k)P (Xq+1 = n− k) =
(1
2

)n+q+1 n
∑

k=0

(k + q − 1
q − 1

)

Soit : P (Sq+1 = n) =
(1
2

)n+q+1
(n+ q

q

)

. On conclut par le principe de

récurrence.

d) Par indépendance des (Xn), on a indépendance des (2−Xn) et

r(Sq) = r(X1)
q, ce qui s’écrit

∞
∑

n=0

(n+ q − 1
q − 1

)

(1
2

)n+q(1
2

)n
=

(2
3

)q
, soit :

∞
∑

n=0

(n+ q − 1
q − 1

)

(1
4

)n
=

(4
3

)q
.

3. La famille ([Z = n])n≥0 forme un système complet d’événements.
La loi conditionnelle de F conditionnée par [Z = n] est la loi binomiale
B(n, 1/2). Donc, pour tout k ∈ N :

P (F = k) =
∞
∑

n=0
P[Z=n](F = k)P (Z = n) =

∞
∑

n=k

(

n
k

)

(1
2

)n

=
(1
2

)(1
4

)k ∞
∑

n=0

(

n+ k
k

)

(1
4

)n
= 2

3
×

(1
3

)k
.

Exercice 3.07.

Dans cet exercice m désigne un réel strictement positif et X une variable
aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 1/m.
(Xk)k≥1 désigne une suite de variables aléatoires i.i.d. de même loi que X.

On pose, pour tout entier n " 1 , Sn = 1
n

n
∑

i=1

Xi.
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1. Déterminer la loi de nSn.
Soit f une fonction continue et bornée par une constante K sur R+.

2. Soit ε > 0. Montrer qu’il existe α > 0 tel que si |x − m| < α alors
|f(x)− f(m)| < ε/2.

3. Soit Z une variable aléatoire à densité à valeurs dans R
+ admettant une

espérance m et une variance σ2.

a) Montrer que f(Z) admet une espérance.

b) Justifier l’inégalité |E(f(Z))− f(m)| ! ε
2
+ 2K σ2

α2

c) En déduire que la suite (E(f(Sn)))n converge vers f(m).

4. Montrer que

lim
n→+∞

[

1
(n− 1)!

∫ +∞

0

f(x)
(nx
m

)n−1
exp

(

− nx
m

)ndx
m

]

= f(m)

Solution :

1. Les variables aléatoires indépendantes X1, . . . , Xn suivant la même loi

E(1/m), la variable aléatoire
n
∑

i=1

Xi suit la loi Γ(1/m, n) de densité :

g(x) = 1
m(n− 1)!

( x
m

)n−1
e−x/m, pour x " 0

2. Il s’agit d’écrire la continuité de f en m, soit :

∀ ε > 0, ∃α > 0, |x−m| < α =⇒ |f(x)− f(m)| < ε/2

3. a) La fonction f étant continue et majorée par K, on a |f(t)fZ(t)| !

KfZ(t), ce qui assure l’existence de

∫

R+

|f(t)fZ(t)|dt et donc l’existence de

E(f(Z)) par le théorème du transfert.

b) On écrit

|E(f(Z))− f(m)| !

∫ +∞

0

|f(t)− f(m)|fZ(t)dt

!

∫ m−α

0

· · ·+

∫ m+α

m−α

· · ·+

∫ +∞

m+α

· · · = I1 + I2 + I3

• par la question 2, 0 ! I2 !
ε
2

∫ m+α

m−α

fZ(t)dt <
ε
2
.

• la fonction |f | étant majorée par K,

0 ! I1 + I3 ! 2K
(

∫ m−α

0

fZ(t)dt+

∫ +∞

m+α

fZ(t)dt
)

= 2KP (|Z −m| > α)
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! 2K σ2

α2 , par l’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.

c) On applique l’inégalité précédente à Z = Sn, avec E(Sn) = m et
σ2 = m

n
, soit :

|E(f(Z))− f(m)| ! ε
2
+ 2K m

nα2

Il reste à faire tendre n vers +∞ pour obtenir le résultat demandé.

4. Appliquons le résultat précédent à la loi de Sn.

D’abord : P (Sn ! x) = P
(

n
∑

i=1

Xi ! nx
)

=⇒ fSn
(x) = ng(nx)

soit, pour x " 0 fSn
(x) = n

m(n− 1)!

(nx
m

)n−1
e−nx/m.

Par le théorème de transfert (l’intégrale converge puisque la fonction f est
bornée)

E(f(Sn)) =
1

(n− 1)!

∫ +∞

0

f(x)
(nx
m

)n−1
exp

(

−nx
m

)ndx
m

On termine par la question précédente.

Exercice 3.08.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On note E
l’ensemble des variables aléatoires X, à valeurs dans [[1, n]] et telles que pour
tout entier k ∈ [[1, n]], P (X = k) &= 0 et définies sur un espace probabilisé
(Ω,A, P ).
Pour toute variable aléatoire X de E , on note :

H(X) = −
n
∑

k=1

P (X = k)× ln(P (X = k)).

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur [[1, n]].

1. Déterminer H(U).

2. Montrer que pour tout X ∈ E , H(X) ! H(U).

Soient f : [[1, n]] → R une fonction injective et a ∈ R. On considère l’ensemble
Ea des variables aléatoires de E telles que E(f(X)) = a. On suppose que Ea
est non vide.

3. Montrer que la fonction ϕ : R → R, x $→
n
∑

k=1

(f(k) − a)e(f(k)−a)x est une

bijection strictement croissante de R sur R.

4. Pour tout X ∈ Ea et k ∈ [[1, n]], on note pk = P (X = k). On peut ainsi
considérer H comme une fonction de (p1, . . . , pn). Déterminer la hessienne de
H.



Probabilités 87

5. En déduire que H admet un minimum sur Ea atteint en un point unique.

Solution :

1. On rappelle que pour tout k ∈ [[1, n]], P (U = k) = 1
n
.

Ainsi, H(U) = −
n
∑

k=1

1
n
ln 1

n
= lnn.

2. Soit X ∈ E . Alors, en notant pk = P (X = k), la fonction logarithme
néperien étant concave,

H(U)−H(X) = lnn+
n
∑

k=1

pk ln pk =
n
∑

k=1

pk ln(npk) = −
n
∑

k=1

pk ln
1

npk

" ln
( n
∑

k=1

pk
npk

)

" ln 1

3. La fonction ϕ est continue et dérivable sur R et pour tout réel x,

ϕ′(x) =
n
∑

k=1

(f(k)− a)2e(f(k)−a)x.

Ainsi, la fonction ϕ est une fonction continue et strictement croissante, donc
elle réalise une bijection de R sur ϕ(R).
Comme Ea est non vide, il existe X ∈ Ea telle que E(f(X)) = a, i.e. telle que
n
∑

k=1

pk(f(k)− a) = 0.

Ainsi, comme les pk sont strictement positifs, les (f(k) − a) ne peuvent pas
tous être de même signe ni tous nuls car f est injective. En factorisant donc
par ceux qui sont maximaux ou par ceux qui sont minimaux, on obtient :

lim
x→+∞

ϕ(x) = +∞, lim
x→−∞

ϕ(x) = −∞.

Finalement, ϕ réalise une bijection strictement croissante de R sur R.

4. On remarque que pour tout k ∈ [[1, n]], ∂H
∂pk

(X) = − ln pk − 1. Ainsi, la

hessienne de H est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les nombres

− 1
pk

.

5. En utilisant les notations précédentes, on cherche les extremums de la
fonction

H : (p1, . . . , pn) $→ −
n
∑

k=1

pk ln pk

sous les conditions
n
∑

k=1

pk = 1 et
n
∑

k=1

f(k)pk = a. Ainsi, le gradient de H

doit appartenir à l’espace vectoriel engendré par les vecteurs (1, . . . , 1) et
(f(1), . . . , f(n)). Donc il existe λ, µ ∈ R tels que pour tout k ∈ [[1, n]],
ln pk + 1 = λ+ µf(k), ou encore pk = eλ−1eµf(k).
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De plus, on doit avoir :
n
∑

k=1

pk = 1 et
n
∑

k=1

(f(k)− a)pk = 0.

Or :
n
∑

k=1

(f(k)−a)pk = eλ−1
n
∑

k=1

(f(k)−a)eµf(k) = eλ−1+aµ
n
∑

k=1

(f(k)−a)eµ(f(k)−a)

= eλ−1+aµϕ(µ), donc ϕ(µ) = 0.

Alors,
n
∑

k=1

pk = eλ−1
n
∑

k=1

eµf(k) = 1.

Comme la fonction ϕ est bijective, il existe un unique µ0 tel que ϕ(µ0) = 0.

On pose alors λ0 = 1− ln
(

n
∑

k=1

eµ0f(k)
)

.

Ainsi, la fonction H possède un extremum atteint une fois sur Ea. De plus,
H est convexe, donc cet extremum est un minimum.

Exercice 3.09.

1. a) Montrer que la restriction de la fonction tan à l’intervalle ]−π
2
, π
2
[ réalise

une bijection de ]−π
2
, π
2
[ dans R. On note arctan sa bijection réciproque.

b) Déterminer les limites de arctan en +∞ et en −∞.

c) Montrer que arctan est impaire.

d) Montrer que arctan est dérivable sur R et calculer (arctan)′(x).

e) Montrer que pour x > 0, arctanx + arctan 1
x

= π
2

et que pour x < 0,

arctanx+ arctan 1
x
= −π

2
.

f) Montrer que arctan admet un développement limité à l’ordre 3 en 0 et
expliciter ce développement.

Soit k ∈ R et f : x $−→ k
1 + x2 .

2. a) Déterminer k de telle sorte que f soit une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire de densité f . X admet-elle un moment
d’ordre 1 ?

3. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de

même loi que X. Pour tout n " 1, on pose Yn = 1
n
sup(X1, . . . , Xn).

a) Pour tout n " 1, déterminer la fonction de répartition de Yn.

b) Montrer que (Yn) converge en loi vers une variable aléatoire Y de
fonction de répartition notée F que l’on déterminera.

c) On pose Z = 1
Y
. Déterminer la loi de Z.
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Solution :

1. a) L’étude de la fonction tan montre qu’elle est strictement croissante de
]−π/2,π/2[ sur R car (tan)′(x) = 1 + tan2(x).

C’est donc une bijection continue de ]−π/2,π/2[ sur R de réciproque continue.

b) Comme (tan)′(x) &= 0, la fonction arctan est de classe C1 sur R et

(arctan)′(x) = 1
1 + tan2(arctanx)

= 1
1 + x2

c) Les limites sont −π/2 et π/2.

d) En dérivant, il vient d
dx

(

arctanx+ arctan 1
x

)

= 0.

Ainsi x $→ arctanx + arctan 1
x

est constante sur chaque intervalle de conti-

nuité, c’est-à-dire sur R+∗ et R−∗.

Il reste à prendre la valeur, par exemple, en x = π/4 et x = −π/4.

e) Comme d
dx

(arctanx) = 1
1 + x2 = 1− x2 + o(x2)

on intègre ce développement limité pour obtenir arctanx = x− x3

3
+ o(x3)

2. a) On doit demander k > 0 et

∫

R

k
1 + x2 dx = 1 soit k = 1

π
.

b) X n’a pas d’espérance puisque l’intégrale

∫

R

|x|
1 + x2 dx diverge.

3. a) Pour tout x réel

P (Yn ! x) = P ( sup
1≤i≤n

Xi ! nx) = P

(

n
⋂

i=1

[Xi ! nx]

)

=
n
∏

i=1

P ([Xi ! nx])

P (Yn ! x) =
(1
2
+ 1

π
arctan(nx)

)n

b) • si x < 0, par la question 1 : P (Yn ! x) = 1
πn (arctan

−1
nx

)n !
1
2n

−→
n→∞

0

• si x = 0, P (Yn ! 0) = 1
2n

−→
n→∞

0

• si x > 0, avec un développement limité (en fait un équivalent) :

ln[P (Yn ! x)] = n ln
(

1− 1
π
arctan 1

nx
) = − 1

πx
+ o(1) −→

n→∞
− 1
πx

Ainsi : F (x) =
{

0 si x ! 0
e−1/πx si x > 0

c) On sait que Y (Ω) = R
∗
+ et, pour x > 0 :

FZ(x) = P (Y "
1
x
) = 1− P (Y !

1
x
) = 1− e

−1
πx
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Ainsi Z suit la loi exponentielle de paramètre 1
π
.

Exercice 3.10.

Soient n et p deux entiers supérieurs ou égaux à 2. L’entier p restera fixé
dans tout l’exercice. On considère np variables aléatoires indépendantes
X1, . . . , Xnp. Pour tout k appartenant à [[1, p]], on suppose que la variable
aléatoire Xk suit une loi de Poisson de paramètre λ1 et pour tout k ∈
[[p+ 1, np]] que Xk suit une loi de Poisson de paramètre λ2. On pose

Sn =
np
∑

i=1

Xi, A =
p
∑

i=1

Xi, Bn =
np
∑

i=p+1

Xi.

1. Déterminer les lois des variables aléatoires A et Bn.

2. Quelle est la loi de Sn ?

3. Soit ℓ ∈ N.

a) On considère une variable aléatoire Yℓ dont la loi est donnée par :

P (Yℓ = m) = P(Sn=ℓ)(A = m) pour tout m ∈ N.

Déterminer explicitement cette loi.

b) De même, pour ℓ ∈ N, on considère une variable aléatoire Zℓ dont la loi
est donnée par P (Zℓ = m) = P(Sn=ℓ)(Bn = m) pour tout m ∈ N.
Expliciter cette loi.

4. On définit les deux variables Un et Vn par :

Un = λ1

λ1 + (n− 1)λ2
Sn et Vn =

(n− 1)λ2

λ1 + (n− 1)λ2
Sn

Montrer que les suites de variables aléatoires (Un
n

)n et (Vn
n
)n convergent en

probabilité vers deux variables aléatoires que l’on déterminera.

Solution :

1. Comme X1, . . . , Xp sont indépendantes et suivent la même loi de Poisson
de paramètre λ1, A suit une loi de Poisson de paramètre pλ1.

De la même manière on montre que Bn suit une loi de Poisson de paramètre
(n− 1)pλ2.

2. Les variables A et Bn sont construites à partir de deux blocs disjoints
d’une famille de variables indépendantes, le cours nous dit que A et Bn sont
indépendantes.

Prenant en compte les résultats de la question 1, on en déduit que Sn = A+Bn

suit une loi de Poisson de paramètre pλ1 + (n− 1)pλ2.
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3. a) Si m > ℓ, on a P (Yℓ = m) = P (A = m|Sn = ℓ) = 0. Si 0 ! m ! ℓ, il
vient :

P (Yℓ = m) = P (A = m|Sn = ℓ) =
P ((A = m) ∩ (Sn = ℓ))

p(Sn = ℓ)

=
P ((A = m) ∩ (Bn = ℓ−m))

p(Sn = ℓ)

=
P (A = m)P (Bn = ℓ−m)

p(Sn = ℓ)

= ℓ!
m!(ℓ−m)!

(pλ1)
m((n− 1)pλ2)

ℓ−m

(pλ1 + (n− 1)pλ2)
ℓ

=
(

m
ℓ

)

( λ1

λ1 + (n− 1)λ2
)m(1− λ1

λ1 + (n− 1)λ2
)ℓ−m.

La variable Y suit donc une loi binomiale de paramètres (ℓ, λ1

λ1 + (n− 1)λ2
).

b) De façon analogue on trouve que Z suit une loi binomiale de paramètres

(ℓ,
(n− 1)λ2

λ1 + (n− 1)λ2
).

4. Avec les formules de la question précédente, on trouve aisément

E
(

Un
n

)

= 1
n

λ1
λ1 + (n− 1)λ2

(pλ1 + (n− 1)pλ2) =
p
n
λ1

E
(

Vn
n

)

= (1− 1
n
)pλ2

V
(

Un
n

)

= 1
n2 (

λ1

λ1 + (n− 1)λ2
)2V (Sn) =

pλ2
1

n2
1

λ1 + (n− 1)λ2

V
(

Vn
n

)

= (1− 1
n
)2pλ2

2
1

λ1 + (n− 1)λ2
.

Soit ε > 0, pour n assez grand on voit avec l’inégalité triangulaire que

{|Vn
n

− pλ2| > ε} ⊆ {|Vn
n

− (1− 1/n)pλ2| > ε/2}.

En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que la suite

(Vn
n
) converge en probabilité vers la variable certaine pλ2 et la suite de

variables (Un
n

) converge en probabilité vers 0.

Exercice 3.11.

Soit X et Y deux variables aléatoires à densité indépendantes définies sur

un espace probabilisé (Ω,A, P ) de densités respectives f et g nulles hors du

segment [0, 1].

1. a) On pose U = lnX, déterminer une densité de U .

b) On pose V = ln(1− Y ), déterminer une densité de V .
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c) Montrer qu’une densité de la variable aléatoire Z = X(1−Y ) est donnée
par

x $→
∫ 1

x

f
(x
t

)

g(1− t)dt
t

pour x ∈ ]0, 1[ et x $→ 0 sinon.

Ce résultat pourra être utilisé dans la suite de cet exercice, même s’il n’a pas

été démontré.

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi

à valeurs dans [0, 1]. On lui associe la suite (Sn)n∈N∗ de segments définie par

Sn =
[

n+1
∏

i=1

Xi,
n
∏

i=1

Xi

]

de longueur Ln.

2. Montrer que pour tout n " 2, on a Ln = X1Yn−1, où Yn−1 est une variable
aléatoire indépendante de (X1) de même loi que Ln−1.

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires Xn est la loi
uniforme sur [0, 1]. Déterminer, par récurrence, la loi de Ln.

4. Déterminer l’espérance et la variance de Ln.

Solution :

1. a) b) c) Pour déterminer la loi de X(1−Y ) passons au logarithme. Comme
X(Ω) = Y (Ω) = ]0, 1[, on a lnX(Ω) = ln(1− Y )(Ω) = R

−∗.

Soit x < 0. On a, par croissance de la fonction exponentielle :

P (ln(X) < x) = P (X < ex) = FX(ex) =⇒ flnX(x) = exf(ex)

De même : P (ln(1− Y ) < x) = P (Y > 1− ex) = 1− FY (1− ex), donne :

fln(1−Y )(x) = exg(1− ex)

Par indépendance, comme lnZ = ln(X) + ln(1− Y ), en demandant u < 0 et
x− u < 0 :

flnZ(x) =

∫

R

flnX(x− u)fln(1−Y )(u)du =

∫ 0

−∞

flnX(x− u)eug(1− eu)du

flnZ(x) =

∫ 0

x

ex−uf(ex−u)eug(1− eu)du

= ex
∫ 0

x

f(ex−u)g(1− eu)du = ex
∫ 0

ex
f(e

x

v
)g(1− v)dv

v
(avec v = eu)

Or, pour x ∈ ]0, 1[, P (X(1− Y ) ! x) = P (lnZ ! lnx) et

fX(1−Y )(x) =
1
x
flnZ(lnx), soit :

fX(1−Y )(x) =
1
x
×x

∫ 1

x

f(x
v
)g(1− v)dv

v
=

∫ 1

x

f(x
v
)g(1− v)dv

v
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2. De manière évidente Ln = X1

(

n
∏

i=2

Xi −
n+1
∏

i=2

Xi

)

= X1Yn−1, avec Yn−1

indépendante de X1 et de même loi que Ln−1.

3. ⋆ Déterminons la loi de L1 = X1(1−X2).

Par la première question, pour tout x ∈ ]0, 1[, fL1
(x) =

∫ 1

x

dt
t

= − lnx.

⋆ Déterminons la loi de L2 = X1L1 = X1(1− (1− L1)).

On a : P (1− L1 ! x) = P (L1 " 1− x) = 1− FL1
(1− x), donc :

f1−L1
(x) = fL1

(1− x) = − ln(1− x), pour 0 < x < 1 et ainsi :

fL2
(x) = −

∫ 1

x

1× ln(v)dv
v

= ln2 x
2

=
(− lnx)2

2

On montre alors par une récurrence facile que la loi de Ln est donnée pour

x ∈ ]0, 1[ par fLn
(x) =

(− lnx)n

n!

4. Calculons les deux premiers moments de Ln. Avec le changement de
variable u = − lnx, il vient :

E(Ln) =

∫ 1

0

xfLn
(x)dx =

∫ 1

0

x
(− ln(x))n

n!
dx =

∫ +∞

0

un

n!
e−2udu = 1

2n+1

(poser u = t
2
pour retrouver une intégrale du programme)

E(L2
n) =

∫ 1

0

x2 (− ln(x))n

n!
dx =

∫ +∞

0

un

n!
e−3udu = 1

3n+1 (idem)

et :
V (Ln) =

1
3n+1 − 1

4n+1

Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur l’espace
probabilisé (Ω,A, P ).

Soit (Xi)i∈[[1,n]] une suite de variables aléatoires indépendantes de même
loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout entier naturel n non nul, on note Mn =
sup{Xi, i ∈ [[1, n]]}.

1. Soit n ∈ N
∗. Déterminer la fonction de répartition Fn de la variable

aléatoire n(Mn − 1).

2. Montrer que pour tout x ∈ R, (Fn(x))n converge vers une valeur g(x).

3. Montrer que g′, définie sur R
∗, est une densité de probabilité. On notera

G une variable aléatoire de densité g′.

4. Déterminer E(G).
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Soient λ un réel strictement positif et (Xi)1≤i≤n une suite de variables
aléatoires indépendantes de même loi exponentielle de paramètre λ. Pour
tout entier naturel non nul n, on pose mn = inf{Xi, 1 ≤ i ≤ n} et
Mn = sup{Xi, 1 ! i ! n}.

5. Soit n ∈ N
∗. Montrer que mn suit une loi exponentielle de paramètre nλ.

En déduire la loi de la variable aléatoire nmn.

6. Soit n ∈ N
∗. Déterminer la fonction de répartition Fn de la variable

aléatoire Zn = λMn − lnn.

7. Montrer que pour tout t ∈ R, il existe g(t) ∈ R tel que lim
n→+∞

Fn(t) = g(t).

8. Montrer que g est une fonction de répartition.

Solution :

1. Soit n ∈ N
⋆, n(Mn − 1) prend ses valeurs entre −n et 0 et pour x dans ce

domaine :

P (n(Mn − 1) ! x) = P (∀ i ∈ [[1, n]], Xi !
x
n
+ 1) = [P (X1 !

x
n
+ 1)]n

=
(

1 + x
n

)n
.

Si x ∈ R+, P (n(Mn − 1) ! x) = 1 et si x < −n, P (n(Mn − 1) ! x) = 0.

2. Pour tout x ∈ R−, lim
n→+∞

Fn(x) = ex et pour tout x ∈ R+, lim
n→+∞

Fn(x) =

1. On pose ainsi g(x) = min{ex, 1}.

3. La fonction g est croissante sur R, de limite nulle en −∞ et de limite 1 en
+∞. De plus g est dérivable sur R∗, avec pour x ∈ R

∗
−, g

′(x) = ex et g′ est
nulle sur R

∗
+ : g′ est bien une densité de probabilité (on prend ce que l’on

veut en 0).

4. En utilisant la formule de transfert, et en passant tout de suite à la limite :

E(G) =

∫

R−

xexdx =
[

xex
]0

→−∞
−
∫

R−

exdx = −1

5. Soit x ∈ R+.
P (mn > x) = P (∀ i ∈ [[1, n]], Xi > x) = P (X1 > x)n

= e−nλx

Ainsi, P (mn ! x) = 1− e−nλx et mn suit une loi exponentielle de paramètre
nλ.
En reprenant le calcul précédent, ou en utilisant les propriétés de la loi
exponentielle, nmn suit une loi exponentielle de paramètre λ.

6. Soit x ∈ R.
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Fn(x) = P (Mn !
x+ lnn

λ
) = P (∀ i ∈ [[1, n]], Xi !

x+ lnn
λ

)

= [P (X1 !
x+ lnn

λ
)]n =

(

1− e−λ
x+lnn

λ
)n

1[x≥− lnn]

=
(

1− e−x

n

)n
1[x≥− lnn].

7. Ainsi, pour tout x ∈ R, lim
n→+∞

Fn(x) = e−e−x

.

8. La fonction g est continue, strictement croissante, de limite nulle en −∞
et de limite 1 en +∞. Tout est dit.

Exercice 3.13.

1. On définit sur R la fonction g par g(x) =

∫ 1

−1

|x− t| dt.

Donner, suivant les valeurs de x, l’expression explicite de g(x) en fonction de
x et vérifier que g est continue sur R.

Dans la suite de l’exercice, X est une variable à densité définie sur un espace
probabilisé (Ω,A, P ). On définit sur Ω l’application Y par :

∀ω ∈ Ω, Y (ω) =

∫ 1

−1

∣

∣X(ω)− t
∣

∣ dt

On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ).

2. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [−1, 1].

a) Exprimer Y en fonction de X.

b) Donner la fonction de répartition de Y .

c) Vérifier que Y est une variable à densité et donner une densité de Y .

d) Calculer l’espérance de Y .

3. On considère dans cette question une suite de variables aléatoires (Xn)n≥1,
définies sur (Ω,A, P ), où, pour tout entier naturel n " 1, Xn suit la loi
normale d’espérance nulle et d’écart-type 1/n.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, l’application Yn par :

∀ω ∈ Ω, Yn(ω) =

∫ 1

−1

∣

∣Xn(ω)− t
∣

∣ dt

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Yn est une variable aléatoire
définie sur (Ω,A, P ).
On note FYn

la fonction de répartition de Yn et Φ celle de la loi normale
centrée réduite.

a) Exprimer, pour tout réel y, FYn
(y) en fonction de Φ(y) et de n.

b) Montrer que la suite (Yn)n≥1 converge en loi.
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Solution :

1. Il faut distinguer trois cas :

⋆ si x < 1, alors, pour tout t de [−1, 1], on a x < t, d’où |x− t| = t− x. On

a donc dans ce cas g(x) =

∫ 1

−1

(t− x) dt = −2x.

⋆ si −1 ≤ x ≤ 1, on procède de manière analogue et :

g(x) =

∫ x

−1

(x− t)dt+

∫ 1

x

(t− x)dt = x2 + 1.

⋆ si x > 1, on a |x− t| = x− t et g(x) = 2x.

En conclusion : ∀x ∈ R, g(x) =

{−2x si x < −1
x2 + 1 si −1 ! x ! 1
2x si x > 1

On vérifie alors sans problème que g est continue sur R.

2. a) On utilise la question précédente ou pour tout ω de Ω, le nombre
x = X(ω) est dans l’intervalle [−1, 1].
On a donc, en utilisant la relation de Chasles, comme ci-dessus :
Y (ω) = X2(ω) + 1, cette égalité étant valable pour tout élément ω de Ω, on
a finalement, en simplifiant :

Y = X2 + 1

b) On constate donc que Y (Ω) = [1, 2].

Si y est dans [1, 2], on a donc : P ([Y ≤ y]) = P ([X2 + 1 ≤ y]) = P ([X2 ≤
y − 1]).

Soit encore : P ([Y ≤ y]) = P ([−
√
y − 1 ≤ X ≤

√
y − 1]). On a donc

finalement, pour y ∈ [1, 2], FY (y) = FX(
√
y − 1)− FX(−

√
y − 1).

Pour tout réel x de [−1, 1], on a FX(x) = x+ 1
2

.

On a donc, pour y dans [1, 2], FY (y) =

√

y − 1 + 1
2

− −
√

y − 1 + 1
2

.

En conclusion : ∀ y ∈ R, FY (y) =

{ 0 si y < 1√
y − 1 si 1 ! y ! 2

1 si y > 1

c) FY est évidemment de classe C1 sur ]−∞, 1[, sur ]1, 2[ et sur ]2,+∞[.
On vérifie facilement qu’elle est continue en 1 et en 2. Y est donc bien une
variable à densité. On obtient alors une densité en dérivant sur les trois
intervalles ouverts précédents et en rajoutant arbitrairement des valeurs en
1 et en 2.
On obtient par exemple :
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fY (y) =

{

1
2
√

y − 1
si y ∈]1, 2[

0 sinon

d) On a E(Y ) =

∫ 2

1

y
√

y − 1
dy, qui est une intégrale convergente (en fait

Y est une variable aléatoire bornée, elle admet donc une espérance).

E(Y ) =

∫ 1

0

y + 1√
y

dy =
[2
3
y
3
2 + 2y

1
2
]1

0
= 8

3

(On aurait pu remarquer que E(Y ) = E(X2)+1 et utliser la formule donnant
le moment d’ordre 2 d’une loi uniforme)

3. a) On utilise le système complet d’événements
([Xn < −1], [−1 ! Xn ! 1], [Xn > 1])

Ainsi, pour tout y réel :
P (Yn ! y) = P ([−2Xn ! y] ∩ [Xn < −1])

+ P ([X2
n + 1 ! y] ∩ [−1 ! Xn ! −1]) + P ([2Xn ! y] ∩ [Xn > 1])

• si y ! 1, on a y/2 ! 1/2 et chacune des trois probabilités ci-dessus est
nulle.

• si 1 ! y ! 2, seule la seconde probabilité n’est pas nulle et

P (Yn ! y) = P (−
√
y − 1 ! Xn !

√
y − 1)

• si y " 2, seule la troisième probabilité n’est pas nulle et

P (Yn ! y) = P ([1 ! Xn ! y/2] ∪ [−y/2 ! Xn ! −1])

On a donc :

∀ y ∈ R, FYn
(y) =







0 si y ! 1
FXn

(√
y − 1

)

− FXn

(

−
√
y − 1

)

si 1 ! y ! 2

FXn

(y
2

)

− FXn

(

−y
2

)

si y " 2

D’autre part, comme Xn suit la loi N (0, 1
n
), nXn suit la loi normale centrée

réduite. On a donc, pour tout réel z, FXn
(z) = Φ(nz).

On obtient finalement :

∀ y ∈ R, FYn
(y) =







0 si y ! 1
Φ
(

n
√
y − 1

)

− Φ
(

−n
√
y − 1

)

si 1 ! y ! 2

Φ
(ny
2

)

− Φ
(

−ny
2

)

si y " 2

b) y ≤ 1 =⇒ lim
n→+∞

FYn
(y) = 0, y > 1 =⇒ lim

n→+∞
FYn

(y) = 1.

En tout point où la fonction de répartition F de la variable aléatoire constante
égale à 1 est continue, on a donc lim

n→∞
FYn

(x) = F (x) : (Yn)n converge en loi

vers la variable constante égale à 1.

Exercice 3.14.
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1. Soit Y une variable aléatoire à valeurs positives. Montrer que pour tout
réel b > 0

P (Y " b) !
E(Y )
b

On considère dans la suite une variable aléatoire X et un réel t strictement
positif. On suppose que la variable aléatoire etX possède une espérance.

2. Montrer que, pour tout réel a : P (X " a) ! e−ta
×E(etX).

Dans la suite, on suppose que X suit la loi normale centrée réduite.

3. a ) Montrer que, pour tout réel t strictement positif, la variable aléatoire

etX possède une espérance et que : E(etX) = et
2/2.

b) En déduire que pour tout réel a > 0, P (X " a) ! e−a2/2.

Solution :

1. Soit 1B la variable indicatrice de l’événement B = [X " b].
Procédons par disjonction de cas :

• si ω ∈ B, alors X(ω) " b =⇒ X(ω)
b

" 1 = 1B(ω)

• si ω /∈ B, alors, comme b > 0,
X(ω)
b

" 0 = 1B(ω)

Ainsi 1B !
X
b
. Par croissance et linéarité de l’espérance

E(1B) = P (B) = P (X " b) !
E(X)

b
, ce qui permet de conclure.

2. On applique l’inégalité précédente à la variable positive etX en remplaçant

b par eta > 0 et on trouve : P (etX " eta) !
E(etX)

eta
La fonction ln est strictement croissante et t strictement positif, on en déduit :

P (X " a) = P (tX " ta) = P (etX " eta) !
E(etX)

eta

3. a) L’intégrale définissant E(etX) est l’intégrale 1√
2π

∫

R

etxe−t2/2dx.

Or : tx− t2

2
=

−(x− t)2

2
+ t2

2
(forme canonique du trinôme).

On reconnâıt l’intégrale d’une fonction proportionnelle à une densité normale
et :

E(etX) = et
2/2

b) On sait que P (X " a) ! e−taE(etX), ceci pour tout réel t > 0. En
remplaçant on trouve :

P (X " a) ! e−taet
2/2
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Il reste à prendre t = a pour obtenir le résultat demandé.

Exercice 3.15.

Dans cet exercice, f est une densité de probabilité nulle sur ]−∞, 0[ et positive

et continue sur [0,+∞[. On suppose de plus que l’intégrale

∫ +∞

0

xf(x) dx est

convergente.

1. Soit t > 0 un réel fixé. Un client se présente à un automate pour y effectuer
un retrait d’argent. On suppose que l’instant d’arrivée X de ce client à partir
de l’instant initial noté 0 est une variable aléatoire suivant une loi uniforme
sur ]0, t[.
Le client utilise alors l’automate pendant une durée aléatoire Y , indépendante
de X et admettant f comme densité.
On appelle pt la probabilité que le client soit encore en train d’utiliser
l’automate à l’instant t.

a) Montrer que X+Y est une variable aléatoire à densité dont une densité
est donnée par la fonction g :

g(z) = 1
t

∫ min(t,z)

0

f(z − u)du, si z " 0, g(z) = 0 sinon

b) On note F la fonction de répartition de Y . Montrer que :

∀ z ∈ [0, t], g(z) =
F (z)
t

c) Montrer que P (X + Y ! t) = F (t)− 1
t

∫ t

0

zf(z) dz.

d) Déterminer lim
t→+∞

[ tP (Y > t) ].

e) Justifier que Y admet une espérance et montrer que cette espérance
vérifie E(Y ) = lim

t→+∞
(t pt)

2. Des clients se présentent dans un hall contenant un grand nombre
d’automates. On fixe un instant initial 0 et pour tout réel t > 0, on note :

• Ct la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant à l’un des
automates entre les instants 0 et t.
• Dt la variable aléatoire égale au nombre de clients encore en train d’utiliser
un automate à l’instant t.

On suppose de plus que :

• Ct suit une loi de Poisson de paramètre λt, avec λ ∈ R
∗
+ fixé.

• Pour tout n ∈ N, la loi conditionnelle de Dt sachant [Ct = n] est binomiale
de paramètre (n, pt), où pt est défini comme dans la première question.
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a) Montrer que Dt suit une loi usuelle dont on précisera le ou les
paramètre(s).

b) Montrer que Dt admet une espérance que l’on précisera.

c) Montrer la suite de variables aléatoires (Dn)n∈N∗ converge en loi vers
une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Solution :

1. a) La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur ]0, t[. Une de ses densités

est donc donnée par la fonction h : x → 1]0,t[
1
t
, où 1]0,t[ désigne la fonction

indicatrice de ]0, t[. Comme X et Y sont supposées indépendantes, X+Y est
une variable aléatoire continue dont une densité est donnée par la fonction g
définie par :

∀ z ∈ R, g(z) =

∫ +∞

−∞

h(u)f(z − u)du = 1
t

∫ t

0

f(z − u)du.

g est évidemment nulle sur R− et on obtient pour z " 0 :

g(z) = 1
t

∫ min(t,z)

0

f(z − u)du.

b) Si z ∈ [0, t], min(t, z) = z et g(z) = 1
t

∫ z

0

f(z−u)du. En effectuant dans

l’intégrale le changement de variable v = z − u, on trouve

g(z) = 1
t

∫ z

0

f(v)dv =
F (z)
t

.

c) Comme t est strictement positif,

P (X + Y ! t) =

∫ t

−∞

g(z)dz =

∫ t

0

g(z)dz =

∫ t

0

F (z)
t

dz.

On effectue alors une intégration par parties en posant u(z) = F (z) et
v′(z) = 1. On obtient

P (X + Y ! t) = F (t)− 1
t

∫ t

0

zf(z)dz.

d) Pour tout t ∈ R
∗
+, 0 ! tP [Y > t] =

∫ +∞

t

tf(z)dz !

∫ +∞

t

zf(z)dz.

Or, par hypothèse, l’intégrale

∫ +∞

0

zf(z)dz converge.

Par conséquent : lim
t→+∞

∫ +∞

t

zf(z)dz = 0. Par encadrement, on en déduit

que :
lim

t→+∞
[ tP (Y > t) ] = 0.
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e) Comme, par hypothèse, l’intégrale

∫ +∞

0

zf(z)dz est convergente, la

variable Y admet une espérance. De plus, pour tout t ∈ R
∗
+,

tpt = tP [X + Y > t] = t(1− P [X + Y ! t]) = t(1− F (t)) +

∫ t

0

zf(z)dz

tpt = tP [Y > t] +

∫ t

0

zf(z)dz.

En passant à la limite, on trouve, d’après la question précédente, que

lim
t→+∞

(tpt) =

∫ +∞

0

zf(z)dz = E(Y ).

2. a) On a déjà Dt(Ω) = N. En appliquant la formule des probabilités totales
au système complet d’événements ([Ct = n])n∈N et en remarquant que l’on
doit avoir Dt ! Ct, on obtient :

P (Dt = n) =
+∞
∑

n=k

(

n
k

)

pkt (1− pt)
n−ke−λt (λt)

n

n!
=

e−λtpkt (λt)
k

k!

+∞
∑

n=k

(qtλt)
n−k

(n− k)!

=
e−λt(ptλt)

k

k!
eλtqt

D’où ∀ k ∈ N, P (Dt = k) =
(λtpt)

k

k!
e−λtpt , ce qui prouve que Dt suit une loi

de Poisson de paramètre λtpt.

b) Par propriété de la loi de Poisson, E(Dt) = λtpt.

c) Pour tout n ∈ N
∗ et pour tout k ∈ N, P (Dn = k) =

(λnpn)
k

k!
e−λnpn .

Or, d’après la question 1.e., lim
n→∞

(npn) = E(Y ).

D’où, lim
n→∞

P (Dn = k) =
(λE(Y ))k

k!
e−λE(Y ). La suite (Dn) converge donnc

en loi vers une variable D qui suit une loi de Poisson de paramètre λE(Y ).

Exercice 3.16.

Dans tout l’exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (Ω,A, P ) et suivant la loi de Poisson de paramètre λ > 0.

1. a) Montrer que P (|X − λ| " λ) ! 1
λ
.

b) En déduire l’inégalité P (X " 2λ) ! 1
λ
.

2. On considère dans toute cette question une variable aléatoire discrète Z
définie sur (Ω,A, P ), d’espérance nulle et de variance σ2.

a) Montrer que
∀ a > 0, ∀x " 0, P (Z " a) ! P [(Z + x)2 " (a+ x)2].
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b) Montrer que ∀ a > 0, ∀x " 0, P (Z " a) ! σ2 + x2

(a+ x)2
.

c) Montrer que ∀ a > 0, P (Z " a) ! σ2

σ2 + a2
.

d) En déduire que P (X " 2λ) ! 1
λ+ 1

.

3. Pour tout réel t, on pose GX(t) =
+∞
∑

k=0

P (X = k) tk.

a) Pour tout réel t, justifier l’existence de GX(t) et calculer sa valeur.

b) Montrer que : ∀ t " 1, ∀ a > 0, P (X " a) !
GX(t)

ta
.

c) En déduire que P (X " 2λ) ! ( e
4
)λ.

Solution :

1. a) On applique l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev à X. Comme E(X) =
V (X) = λ, on obtient

P (|X − λ| " λ) !
V (X)

λ2 = 1
λ
.

b) On remarque que [|X−λ| " λ] = [X−λ " λ]∪[X−λ ! −λ] ⊃ [X " 2λ].

On a donc P [X " 2λ] ! P (|X − λ| " λ) ! 1
λ
.

2. a) Pour tout a > 0 et tout x " 0, on a

[(Z + x)2 " (a+ x)2] = [Z + x " a+ x] ∪ [Z + x ! −a− x] ⊃ [Z " a].

D’où l’inégalité demandée par croissance de la probabilité.

b) On applique l’inégalité de Markov à la variable aléatoire positive
(Z + x)2. On obtient :

P [(Z + x)2 " (a+ x)2] !
E((Z + x)2)

(a+ x)2
.

Comme E(Z) = 0, on a :
E((Z + x)2) = E(Z2) + 2xE(Z) + x2 = V (Z) + x2 = σ2 + x2.

En utilisant la question précédente, on trouve ainsi :

P (Z " a) ! P [(Z + x)2 " (a+ x)2] ! σ2 + x2

(a+ x)2
.

c) Soit a > 0 un réel fixé. On étudie la fonction f : x $→ σ2 + x2

(a+ x)2
définie sur

R
+. Comme, pour tout x " 0, f ′(x) =

2(ax− σ2)

(a+ x)3
, il s’ensuit que f atteint

son minimum en x = σ2

a
, avec f(σ

2

a
) = σ2

a2 + σ2 . D’où la formule demandée.
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d) On applique le résultat précédent à la variable aléatoire Z = X − λ

vérifiant E(Z) = 0 et V (Z) = λ = σ2. En prenant a = λ > 0, l’inégalité de
la question précédente devient :

P (X " 2λ) = P (X − λ " λ) ! σ2

λ2 + σ2 = 1
λ+ 1

.

3. a) Pour tout t ∈ R,

GX(t) = lim
N→+∞

(
N
∑

k=0

P (X = t)tk) = e−λ
+∞
∑

k=0

λk

k!
tk = e−λeλt = eλ(t−1).

b) Pour tout t " 1 et tout a > 0,

GX(t) "
∑

k≥a

P (X = k)tk " ta
∑

k≥a

P (X = k) = taP (X " a).

D’où l’inégalité demandée.

c) Pour tout a > 0 et tout t " 1, on a donc P (X " a) !
GX(t)

ta
= eλ(t−1)

ta
.

En prenant a = 2λ > 0 et t = 2, on obtient P (X " 2λ) ! ( e
4
)λ.

Exercice 3.17.

Le génotype d’un individu est un ensemble de 2 gènes pris parmi a et A. Trois
génotypes sont possibles : 1 (aa), 2 (aA) et 3 (AA) (L’ordre ne compte pas).
On s’intéresse à l’évolution d’une population de grande taille (génération 0)
dont la proportion du génotype i est notée ui pour i ∈ {1, 2, 3}. On suppose
les mariages aléatoires et on rappelle que le génotype d’un enfant est formé
d’un gène issu de celui de chaque parent, les deux gènes d’un parent ayant la
même probabilité d’être transmis.

Soit E le génotype d’un enfant de la première génération.

1. a) Exprimer les probabilités conditionnelles : P(M=i,F=j)(E = 1) pour
(i, j) ∈ {1, 2, 3}2 où F et M sont les génotypes du père et de la mère.

b) En déduire que : P (E = 1) = (u1 +
u2
2
)2, puis la valeur de P (E = 3).

c) On pose θ = u1 +
u2
2
. Déterminer en fonction de θ les proportions des

divers génotypes à la première génération : q1, q2, q3.

d) Calculer les proportions des divers génotypes à la deuxième génération
et en déduire qu’elles sont inchangées au cours du temps.

2. On dispose d’un échantillon de n individus. On note Xi le génotype du
ième individu, on a alors : P (Xi = j) = qj . Les variables Xi, 1 ! i ! n sont
supposées indépendantes. Pour j ∈ {1, 2, 3}, on noteNj le nombre d’individus
de l’échantillon possédant le génotype j.

a) Pour j = 1, 2, 3, déterminer la loi de Nj , son espérance et sa variance.
En déduire un estimateur sans biais de qj .
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b) Soit n1, n2, n3 3 entiers naturels tels que : n = n1 + n2 + n3, montrer
que :

P (N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3) =
n!

n1!n2!n3!
qn1

1 qn2

2 qn3

3

c) Calculer Cov(N1, N2).

3. Pour tout entier N > 0, on pose : θn = N1
n

+ N2
2n

a) Montrer que θn est un estimateur sans biais de θ.

b) Est-il convergent ?

Solution :

1. a) Loi du couple (M,P ) : P (M = i, P = j) = uiuj

• P (E = aa|M = aa, P = aa) = 1

• P (E = aa|M = aA, P = aA) = 1
4

• P (E = aa|M = aA, P = aa) = P (E = aa|M = aa, P = aA) = 1
2

• P (E = aa|M = aA, P = AA) = 0
b) On a :

[E = aa] = [E = aa, P = aa,M = aa] ∪ [E = aa, P = aA,M = aa]
∪[E = aa, P = aa,M = aA] ∪ [E = aa, P = aA,M = aA]

( dès que l’un des parents est AA l’enfant ne peut être aa !)
Donc par conditionnement :

P (E = 1) = P (E = aa) = 1u2
1 + u2

2
1
4
+ 2u1u2

1
2
= (u1 +

u2
2
)2.

Par symétrie : P (E = 3) = (u3 +
u2
2
)2

c) On pose θ = u1 +
u2
2
,

• q1 = P (E = 1) = (u1 +
u2
2
)2 = θ2

• q3 = P (E = 3) = (u3 +
u2
2
)2 = (1− u1 − u2 +

u2
2
)2 = (1− θ)2

• q2 = P (E = 2) = 1− P (E = 1)− P (E = 3) = 2θ(1− θ)

d) Le paramètre de la deuxième génération est θ2 = q1+
q2
2

= θ2+θ(1−θ) =

θ ce paramètre est donc stationnaire au cours du temps.
2. a) La loi de Nj est la loi B(n, qj), E(Nj) = nqj et V (Nj) = nqj(1− qj) et
Nj

n
est un estimateur sans biais de qj

b) On note A l’ensemble des n-uplets (x1, . . . , xn) de {1, 2, 3}n dont n1

termes valent 1, n2 termes valent 2 et n3 termes valent 3.
On a, par indépendance des Xi :
P (N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3) =

∑

A

P (X1 = x1, · · · , Xn = xn)
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=
∑

A

P (X1 = x1) · · ·P (Xn = xn)

P (N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3) =
∑

A

qn1

1 qn2

2 qn3

3 = n!
n1!n2!n3!

qn1

1 qn2

2 qn3

3

car
(n1 + n2 + n3)!

n1!n2!n3!
est le nombre de partitions d’un ensemble à n = n1 +

n2 + n3 éléments en 3 sous-ensembles à n1, n2 et n3 éléments.

3. Il vient, par indépendance des Xi :

Cov(N1, N2) = Cov(
n
∑

i=1

1Xi=1,
n
∑

j=1

1Xj=2) =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

Cov(1Xi=1,1Xj=2)

=
n
∑

i=1

Cov(1Xi=1,1Xi=2) = n(−q1q2)

et
E(θn) = E(N1

n
+ N2

2n
) = 1

n
E(N1)+

1
2n

E(N2) = q1 +
q2
2

= θ2 + θ(1− θ) = θ.

Donc θn est un estimateur sans biais de θ.

V (θn) =
1
n2 (V (N1) +

1
4
V (N2) + Cov(N1, N2)) =

θ(1− θ)
2n

Donc θn est convergent.

Exercice 3.18.

Soit n un entier de N
∗.

1. On note Fn l’ensemble des permutations de [[1, n]]. On choisit au hasard
une de ces permutations, et on définit la variable aléatoire Yn égale au nombre
de points fixes de cette permutation.

a) Montrer que le nombre d’éléments de Fn n’admettant aucun point fixe
vaut :

dn = n!
n
∑

k=0

(−1)k

k!

b) Déterminer la loi de Yn.

c) Montrer que la suite (Yn)n converge en loi vers une variable aléatoire
dont on déterminera la loi.

2. On note En l’ensemble des applications de [[1, n]] dans [[1, n]]. On choisit
au hasard une de ces applications, et on définit la variableXn égale au nombre
de points fixes de cette application.

a) Déterminer la loi de Xn.

b) Montrer que la suite (Xn)n converge en loi vers une variable aléatoire
dont on déterminera la loi.

Solution :
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1. a) Soit dn le nombre de permutations sans point fixes et qn = n! − pn le
nombre de permutations admettant au moins un point fixe.

Notons Ai les permutation σ de [[1, n]] telles que σ(i) = i. Par la formule de
Poincaré :

qn = card(A1∪A2∪ · · ·∪An) =
n
∑

i=1

(−1)i+1
∑

1≤k1<···<ki≤n

card(Ak1
∩ · · ·∩Aki

)

=
n
∑

i=1

(−1)i+1
(

n
i

)

(n− i)! = n!
n
∑

i=1

(−1)i+1

i!

Ainsi dn = n!
n
∑

i=0

(−1)i

i!
.

b) La variable aléatoire Yn prend ses valeurs dans [[1, n]]. On a, pour tout
k ∈ [[1, n]],

P (Yn = k) =
(

n
k

)

dn−k

n!
= 1

k!

n−k
∑

i=0

(−1)i

i!

c) Pour tout k ∈ [[1, n]], lim
n→+∞

1
k!

n−k
∑

i=0

(−1)i

i!
= e−1

k!
.

Ainsi (Yn)n converge en loi vers une loi de Poisson de paramètre 1.

2. a) La variable aléatoire Xn prend ses valeurs dans [[0, n]]. Pour tout
k ∈ [[0, n]], pour obtenir l’événement [Xn = k], il faut et il suffit de

• choisir k éléments parmi n, soit
(

n
k

)

possibilités,

• ces k éléments sont fixés,

• donner une image aux n − k éléments restants, autre que lui-même, soit
(n− 1)n−k choix possibles.

Ainsi : P (Xn = k) =
(

n
k

)

(n− 1)n−k

nn =
(

n
k

)

1
nk

(

1− 1
n

)n−k

b) On a P (Xn = k) =
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nkk!

(

1− 1
n

)n−k
.

Or ln
(

1− 1
n

)n−k
= (n− k) ln

(

1− 1
n

)

∼
n→+∞

−n− k
n

∼
n→+∞

−1

et lim
n→+∞

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nkk!
= 1

k!

Ainsi lim
n→+∞

P (Xn = k) = e−1

k!

Donc (Xn)n converge en loi vers une loi de Poisson de paramètre 1.

Exercice 3.19.

1. Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une variable aléatoire
réelle de variance égale à a.
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2. On suppose dans cette question que M =

(

a c
c b

)

est la matrice

de variance-covariance d’un couple de variables aléatoires discrètes (X,Y ).
Montrer que a " 0, b " 0, c ∈ R et ab− c2 " 0.

3. Réciproquement, on suppose que la matrice M =

(

a c
c b

)

vérifie a " 0,

b " 0, c ∈ R et ab− c2 " 0.

On suppose ab = 0. Montrer que M est la matrice de variance-covariance
d’un vecteur (X,Y ).

4. On suppose ab &= 0. On pose

σ1 =
√
a,σ2 =

√
b et ρ = c√

ab

Soit (U, V ) un couple de variables aléatoires discrètes, avec U et V indépendantes
et possédant chacune une variance égale à 1.
Montrer que (σ1U,σ2ρU+σ2

√

1− ρ2V ) a pour matrice de variance-covariance
M .

Solution :

1. Par exemple, siX suit la loi normale N (0, 1), alors
√
aX suit la loi normale

N (0, a).

2. La variance étant positive, on a a " 0, c " 0 et ab− c2 " 0 n’est autre que
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. On suppose ab = 0, alors c2 ! 0 ⇒ c = 0 et M =

(

0 0
0 b

)

par exemple.

Auquel cas, A est la matrice de variance-covariance de (C,
√
bX), où C est

une variable aléatoire constante.

4. V (X) = σ2
1 , V (Y ) = σ2

2ρ
2 + σ2

2(1− ρ2) = σ2
2

Cov(X,Y ) = E(σ1U × (σ2ρU + σ2

√

1− ρ2V )

−σ1E(U)× E(σ2ρU + σ2

√

1− ρ2V )
Après calculs

Cov(X,Y ) =
√
ab

c√
ab

= c

On vient de montrer dans le cas 2×2 que toute matrice de variance covariance
est une matrice symétrique réelle positive et réciproquement que toute
matrice symétrique réelle positive est une matrice de variance covariance.
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QUESTIONS COURTES

Soit f : R+ → R, continue telle que

∫ +∞

0

f(t)dt converge.

Montrer que pour tout x ! 0,

∫ +∞

0

e−xtf(t)dt converge.

SoientX et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé
(Ω,A, P ) indépendantes, X de loi normale N (m,σ2) et Y de loi normale
N (µ,σ2). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (m,µ) pour
que

P (Y " X) !
1

2

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient f et g deux endomor-
phismes de E tels que f ◦g = g◦f . On note S (resp. T ) la matrice de f (resp.
g) dans une base orthonormale B de E. On suppose que S est symétrique et
A antisymétrique.

Montrer que

∀x ∈ E, ||(f − g)(x)|| = ||(f + g)(x)||.

Soit E l’ensemble des polynômes P de C [X] vérifiant la relation :

∀ (z, z′) ∈ C
2, P (zz′) = P (z)P (z′) (∗).

a) Déterminer les polynômes de C 1[X] éléments de E.

b) Déterminer tous les polynômes éléments de E.

Dans une file d’attente de n personnes, résultant de la distribution au hasard
de ces personnes, se trouvent deux amis Jean et Paul. Quelle est la probabilité
que Jean soit séparé de Paul par m personnes ? Quel est le nombre de
personnes le plus probable qui séparent Jean et Paul ?
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Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. On
note Fn (resp. F ) la fonction de répartition de Xn (resp. X). On pose

d(Xn, X) = sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)|

a) On suppose que lim
n→+∞

d(Xn, X) = 0. Montrer que (Xn) converge en loi

vers X.

b) Montrer que la réciproque est fausse (on pourra penser à des lois expo-
nentielles).

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Pour tout n ∈ N, on pose In =∫ 1

0

(f(t))ndt, et on suppose que la suite (In)n ne prend qu’un nombre fini de

valeurs.

1. En raisonnant par l’absurde, montrer que pour tout t ∈ [0, 1], |f(t)| " 1.

2. En considérant la suite (I2n)n, montrer que pour tout t ∈ [0, 1], f(t) ∈
{−1, 0, 1}.

3. En déduire f .

On retourne une à une les cartes d’un jeu ordinaire (32 cartes). Quel est le
nombre moyen de cartes qu’il faut retourner pour voir le premier as ?

1. Soit u ! 1. Comparer lnu et u− 1.

2. Soit f ∈ C1(R+,R+) telle que f(0) = 1 et pour tout x > 0, f(x) > 1.
Montrer que pour tout x > 0

[f ′(x) !
1

ln(fx)
] ⇒ [f(x) ! 1 +

√
2x]


