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\ Voici les gquestions sans préparation 2008 gqu’a bien voulu nous fournir HEC. Suivent quelques bribes

Ede correction & usage interne. FEn fait ce nc sont pas des corrections mais des pistes. Les solutions

| ne sont pas optimales, Il doit aussi rester quelques erreurs mais ¢’est la loi du genre non 7

EXERCICES SANS PREPARATION 2008

Question 1 HEC 2008 S1

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, 4, P}.

Soit A un réel strictement positif. Pour tout n strictemenl supérieur ou égal A on considére la variable aléatolre

| S . . . s . C
N, = — Inf{{, X, , = 1}, olt (Xy,)sz1 est unc suite de variables aléatoires réelles indépendanies telle que pour tout
T
. . LA
entier ¢ X, suive une loi de Bernoullt de paramétre —-
i

Etudier la convergence en loi de la suite de terme général iv,,.

Question 2 HEC 2008 $2 [Fz
u est un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension n sur . On supposge gue w est de rang 1.
Q1. Montrer ¢qu'il existe un nombre X réal tel que u? = Au.

2. Montrer que si A # 1, ¥ — Idg est inversible et déterminer son inverse.

Question 3 HEC 2008 53

On lance au hasard une pitee de wmonnale équilibrée et on reléve le résultat Pile on Face. On suppose quo cette
expérience pent étre réalisée autant de fois que nécessaire ¢t que les résultats succossify sont mntuellement indépendants.

Pour tout n entier naturel non nul, on note %, la probabilité qu’au cours de n lancers, on n'ait jamais oblenu deux
Pile successifs,

Q1. Calculer Py, Py of 1.

Q2. Trouver une relation entre I, Pt et P,.y pour tout n entier naturel non nul et prouver que la suite (P, ).t
converge vers 0,

Question 4 HEC 2008 S4

[ est Vapplication de [0, 1)? dans R définie par: f{z,y) = 1y .
] sl (z,y) = (1,1)
Q1. Montrer que, pour tout (=, ¥} € [0,1]%, 0 < flae,y) <1 —y .

Q2. f est-elle continue en (1, 1) 7

Q3. Justifier Iexistenee de Min  flz,y) et Max  f{z,y) ¢t déterminer leur valeur.
{w.y)€[0,1)? {z.y)e[0,1]2

Question 5 HEC 2008 S5

(25 )nz0 est une suile de réels qui converge ver £.

. 1 n 7 1 7 ..
On pose ¥ € N, v, = o ((O) g + (1) uy + (2) Ty 4 - ( ) -'u.j.;). On se propose de montrer que la suite
- T

(#n)nz0 cOnverge vers £,

=30 b

Q1. Montrer que Yk € N, Hm (gin (n)) = 0.
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Q2. Moutrer e résultat pour £ = 0.

Q3. Eludier le cas général.

Question 6 HEC 2008 S6 |F1

Les variables aléaloires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P). Soit # un réel
strictement postif et pour tout » dans N, X, une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre n 8.

-

_ ‘ . n—nb N
Q1. Montrer quc la suite de torme géndral - converge on probabilité vers .
n

£
. 1 s . . - nf
(2. En désuire que pour x réel distinet de 8 Uexistence et la valeur de  lim | ¢ ™? E (—-}-c-l—)m .
—r— D0 :
kinx

Remargue - dans le lexte initicl i y avait wn X réel strictement posilif & lo place de n et on faisait tendre A vers +o0 !/

Question 7 HEC 2008 S7

Les variables aléatoires considérées dans cot excrcice sont définics sur un cspace probabilisé (£, 4, P}. On considére n
variable aléatoires & densité, de méme 1ol que et indépendantes X1, Xs, ..., X, On note F la fonction de répartition
el f une densité des X;.

Pour tout w € €, on note (¥} (w), ¥a(w), ..., Yu(w)) la suite des X;{w)} pour 1 < i € n réordonnés par ordre croissant.

On a done Yi{w) € Ya(w) € - < Y (w) pour tout w de £1.

i \ . .
Q1. 811 €k <ot xe R, montrer que P{Y;, < 7) = Z (n) (F(z)y (1 - F{z)h" 7.
- J
: J=k

Q2. En déduire que Y}, admet une densité que Von explicitera sans signe Z

Question 8 HEC 2008 S8

Q1. p € N*. Mountrer que lapplication x — {1+ LC)]’/ ¢ admet un développement [imité d’ordre p an voisinage de 0.
On note PP la partie régulitre de co développement limité.

()2. Montrer que ’? — X — 1 est divisible par X7+
Q3. Soient n € N* et 4 € M, (R) une matrice nilpotente, c’est & dire: Ik € N*, A% = 0.

Montrer que Péquation B? = I, + A d’inconnue B € M, () (7, désigne la matrice identité d’ordre n) admet au moins
une solution.

Question 9 HEC 2008 59

{7 est une variable aléatoire définie sur un espace probablilsé (2, A, P}, de loi uniforme sur )0, 1], et g €]0, 11

; . . . o Inl7 . . . s .
Déterminer la lol de la variable alétaoire X =1+ [h—J L ol fz| désigne la partie entiere du réel z.
1g

Question 10 HEC 2008 S10 | F1 ]

. . . N N -+ 2 . ¢
Représenter dans un plan muni d'un repére (O, 7, 7) Pensemble des point de coordonnées {a, b) telles que a > 0, b > 0

oy FL

ot la série de terme général w, = — CONVCIEC.

1+5

Question 11 HEC 2008 811 |F1 I}

n € [2, +oc[. Déterminer les polyndmes de degré n, divisible par X + 1 ct dont les restes dans la division euclidicnne
par X +2, X +3, ..., X +n+ 1 sont égaux. '

P
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Question 1 HEC 2008 S1

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont délinies sur un espace probabilisé (2, 4, P).

Soit A un réel strictement positif. Pour tout # strictement supérienr ou égal A on considere la variahle aléatoire

1 . N . . o . -
N, = - Inf{i, Xy = 1}, olt (X n)iz1 est une suite de variables aléutoires réelles indépendantes telle que pour tout
entier ¢ X;,, suive une loi de Bernoulii de parametre —-
' )

Etudier la convergence en loi de la suite de terme général N,.

Cleci n’est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 2 HEC 2008 S2 [F2 |

u est un endomorphisine d'un espace vectoriel £ de dimension n sur B. On suppose que wu esi, de rang 1,
Q1. Montrer quv'il existe un nombre A réel tel que u? = Aw.

Q2. Montrer que st A £ 1, v — . Tdp est inversible et déterminer son inverse,

Ceci n'est pas wne correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 3 HEC 2008 S3 |F1 |

On lance au hasard une piece de monnaie équilibrée et on reléve le résultat Pile ou Face. On suppose que cette
expdricnce peut élre réalisée autant de fols que nécessaire et que les résultats successifs sont mutuellement indépendants.

Pour tout n entier natuwrel non nul, on note F, la probabilité qu'au cours de n lancers, on n'alt jamais obtenu deux

Pi]e successify.
Q1. Calculer P, £5 ot Fs.

Q2. Trouver une relation entre P, By pp et Foia pour toul » entier naturel non nul et prouver que la suite (Pﬂ)n;;
converge vers (. '

Cect n'est pus une correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 4 HEC 2008 84 | F2

eyl —zj(l —
. L N . a1 =2) ) si{z,y) # (1,1}
f est I'application de [0,1])? dans R définie par: f(u,y) = 11—y .

0 st (o) =(1L,1)
Q1. Montrer que, pour tout {z,y) € [, 1%, 0< fle,y) €1~y .
(2. f cst-elle continue en (1,1} 7

Q3. Justifier Pexistence de Min  f(w,y) et Max  f{z,y) ef déterminer Teur valeur.
(w.p)[0]? (m.dEl0, 1] :

Ceetd n'est pas une correction. Ce sont des éléments de corrections,
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Question 5 HEC 2008 S5 |F3 |

{1y Jnzo o8t une suite de réels qui converge ver £,

. 1 i) n n
On pose ¥n € N, v, = 7n ((U) thy + (l) iy + (2) wy+ -+ (n) 'u..,z). On se propose de montrer que la suite

(U nze converge vers 4.

Q1. Montrer ¢que ¥k e N, lim (wz% (;)) = .

11—

Q2. Montrer le résultas pour £ = 0.

(3. Etudier ko cas géudral.
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Question 6 HEC 2008 S6

Les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé {0, A, P). Soit # un réel
strictement postif et pour tout n dans K, X, une variable aléatoire sulvant une loi de Poisson de paramétre n 8.

g Ap
Q1. Montrer que la suite de terme général ~—=——— converge en probabilité vers 0.
n

. a
Q2. En désuire que pour 2 réel distinet de 8 Pexistence et la valeur de  lim ( ,—n# Z (n ) ) .

- oo
En

Rernarque : dans le texte inttial i y avaeil un A réel strictement posttif d la place de n et on faisaif tendre A vers +oo ff

Ceci n'est pas wne correction. Ce sont des éléments de corrections.
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Question 7 HEC 2008 S7

Les variables aléaloires considérées dans cet exercice sont: définies sur un espace probabilisé (1. A, P). On considére »

variable aléatoires & densité, de méme loi que et indépendantes X, Xu, ..., X,,. On note F' la fonction de répartition

et f une densité des X,

Pour tout w € 2, on note (¥ (w), Ya(w), ..., ¥, (w)) la suite des Xi{w) pour 1 € i € n réordonnés par ordre croissant.

On o done Y {w) € Yo(w) £ -+ £ Yo lw) pour tout w de 2.

QL. Sil<h€nel xR, montrer que P(Y, < z) = Z (n) (F(x))? (1 — F(z))" .
: J ’
i=k

Q2. En déduire que ¥, admot une densité que 'on explicitora sans signe Z

Ceci n'est pas une correction. Ce sont des élédments de corvections.
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