1
ANALYSE

Exercice 1.
1 tz —1

Tz

1. Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels 'intégrale /

0
est convergente.

Loz
On pose alors, pour tout « € D : p(z) = / fz— dt
o 1+1
2. a) Montrer que pour tout x € D : ¢(x) + p(x + 1) = %
b) Montrer que pour tout € D : % < pz) < %

En déduire xll)g—loo ().

c) Soit ¥ une application définie sur D et qui vérifie :
e pour tout x € D :4(z) +Y(z+1) = %,
li =0.
" APV =0
On pose d = p — .
Montrer que d est 2-périodique. En déduire que d est identiquement nulle
sur D.

3. Calculer pour tout k € N* : p(k + ) +¢(k — 1)

1
En posant uj = (—1)’“(,0(/9—!— %) et en utilisant uy — uy_1, exprimer L,O(Tl-f- 5),
puis ¢(n + 1) en fonction de n.

_1\k—1 _1\k—1
4. En déduire que les séries Y (Gl D et Y, [l sont convergentes et
s 2k -1 sk

calculer leurs sommes respectives.
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Solution :

1

1. Au voisinage de 0

’ 1 +t
sur [0, 1] si et seulement si > 0. Ainsi la fonctlon ¢ est définie sur RY .

2. a) Pour tout > 0 :

)+ o) = [t g [ 1
(@) + oz + :/7 :/w, _1
T ;

b) Pour t € [0,1],1 < 1+4¢ < 2 donne :

1
L 7 <L
2z \/0 1—|—tdt< x

On en déduit que| lim ¢(z) =0

r—+00

N

c¢) La fonction ¢ vérifie les mémes conditions que la fonction ¢. Sid = p—1,
il vient, pour tout > 0, d(z + 1) + d(z) = 0, donc d(z + 2) — d(z) = 0.
Donc pour tout n € N, d(z 4+ 2n) — d(z) = 0. La fonction d tendant vers 0 en
Iinfini, il reste a prendre la limite lorsque n tend vers l'infini pour conclure
que pour tout z > 0,d(z) = 0.

* 1 1y _ 2
3. Pour tout k € N*, ¢(k + 5) +<p(k—§) = 5757
Ainsi pour tout k£ € N* :
1 k n n -1 k
Uk — Up— 2(19 )1, et u, — uo:kgl(uk—uk_l) :2k§1 2(k—)1

Or, par le changement de variable t = u — 2, puis u = tanwv :

1
— (1 s
to = ¢(3) /0(1+t\f 1+u 2

Donc :

k=1

eln+3) =215 - ¥ Gl
1

De méme pour tout k& € N*, ok + 1) + (k) = 7- On pose alors :

v = (—=1)F¢@(k) et un calcul analogue au calcul précédent donne :
n no(—1 k
Un =01 = ) (vg —Vp—1) = X0 %

k=2 k=1

1
Or:vlch(l):/ At _p9
o 1+t

k-1
ce qui donne : [p(n +1) = (—1)”[1n2 — Zzzl %]
s . . (=1)k! (—1)k-1
4. On déduit de la question 2. b que les séries Y ~532— et y ~—~—
L %1 4k

sont convergentes et que :
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Exercice 2.

On considere une suite (a,)n>0 de réels strictement positifs et deux nombres
réels ug et vo. On définit les suites (un)n>0 €t (vn)nzo par récurrence en

posant pour n > 1 :
Up = Up—1 T ApUp—1
Up = Up—1 — Qplp—1

1. Montrer que pour tout n > 1 :
n

up, + vy = (u3+v8)kH (1+a3)
=1

2. On suppose dans cette question que pour tout n € N,a, = a € R},

a) Montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont de méme nature (c’est-a-
dire que 'une converge si et seulement si ’autre converge).

b) En déduire que si (ug,vo) # (0,0), alors ces deux suites divergent.

3. Soient (x1, 2, ..., Ty,), n réels positifs. Montrer que :
n

H (1 + xk) < eTitaat+Tn
k=1

4. On suppose dans cette question que la série Y a? converge.

a) Montrer que la suite (wy,) définie pour tout n € N par w,, = u? + v?2 est
bornée.

b) En déduire que la suite (w,,) est convergente.

5. On suppose dans cette question que pour tout n € N, o, = 27"

a) Pour n > 1, exprimer u,, en fonction de ug,vo,v1, ..., Vn—1-

b) Pour n > 1, exprimer v,, en fonction de vg, ug, U1, - . ., Up_1-

¢) On suppose que ug = 1 et vo = 0. Montrer que les suites (uy) et (vy)
sont convergentes.

Solution :

1. Avec les relations de récurrence, il vient :
ui =ui |+ vl |+ 204Uk 1051
{ vi=0i | +ajul | — 205up_1Vk_1
D’ott l'on tire : u +vi = (1 +ai)(uj_; +vi_y)
et par suite on a bien :

[u2 + 02 = (1+0a2)...(1+0})(ud + o) |

Remarque : On peut aussi poser z, = u,, + v, et exprimer z; en fonction de
zk—1, la formule proposée traduit alors en fait une égalité de modules. ..
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2. a) Supposons que la suite (u,) converge vers une limite ¢.

Comme on a v,, = > (up, —un—1), on en déduit que la suite (v,,) converge vers
0, la relation v, = v,_1 — au,_1 implique alors que ¢ = 0. Les deux suites
convergent vers 0.

On montrerait la méme chose en supposant au départ que la suite (vy,)
converge.

b) Supposons (ug,vp) # (0,0) et que I'une des suites converge, alors les
deux suites convergent vers 0 et lim (u2 + v2) = 0.
n—roo
Or u? + v = (1+a?)"(u} +v) — +oo et la contradiction est claire.

. . n—o0
Les deux suites sont donc divergentes.

3. On sait que pour z > —1,In(l + z) < =z, soit 1 + z < e”. On obtient
I'inégalité demandée par simple multiplication.

2 2 2 2 2 Z ai
4. a)Ona(l+a?)...(1+af) eitozttan o=t = A,
On déduit alors de la question 1. : uj, + vy < A(uf + v), la suite (w,) =
(u? 4 v2) est donc majorée.
b) Le résultat de la question 1. montre également que la suite (u2 + v2)
est croissante, elle est donc convergente.
5. a) Comme ug — ug—1 = Qpvk—1, on en déduit :
un:u0+vo+%vl+~-~+2n—1_1vn_1
b) Comme vy, — vp_1 = —Qgug_1, on en déduit :
vn =0 — (uo + Ly +---+2n—1,1un71)
¢) Onawug = 1et vy = 0. La série de terme général a7 étant ici convergente,
on sait que la suite (u2 + v2) est bornée. Les suites (Ju,]) et (|v,]) sont

donc bornées et les séries de termes généraux respectifs 2—nun et 2—nvn sont

absolument convergentes, donc convergentes.
Des résultats a) et b) on déduit alors la convergence des suites (u,,) et (v,).

Exercice 3.

Soit E ’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour toute fonction f € E, on définit une nouvelle fonction ®[f] par, pour
tout = € [0,1] :

olfle) = [ f)a
1. Justifier que ®[f] € E.

2. a) On note ®° = Id et pour tout n entier tel que n > 1,®" = ¢ o "L,
Calculer (@”[f])(p) (0) (dérivée d’ordre p en 0 de ®™[f]), pour 0 < p < n.
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b) En déduire une expression de ®"[f] a I’aide d’une seule intégrale.
3. Soit f € E et x € [0,1]. Justifier que la série Y ®"[f](x) converge.
neN
4. Montrer que, pour toute fonction f € FE, il existe une unique fonction

g € E telle que :
g—®lgl=7

Solution :

1. ®[f] n’est autre que la primitive de f qui s’annule en 0 (car f est continue).
Elle est donc dérivable sur [0,1] et a fortiori continue. Ainsi ®[f] € E, pour
tout f € E.

2. a) La fonction ®[f] est caractérisée par : (®[f])’ = f et ®[f](0) =0, donc :
{ ®[f](0) =0
(@[f1)'(0) = f(0)
Supposons que pour un certain k > 0, ®*[f] soit caractérisée par :
{ 2*[£](0) =0
(®*[f]) = @ 1[f]

Alors ®*+1[f](z) = /QCCPk[f](t) dt vérifie :

0
{ TFHLf1(0) =0
(@[] = @ [f]

Ainsi, pour tout entier p > 0 :

_ _ 0 sip<k

(BF[f])P) = (B[P D =... = {f(o) Sip
b) La formule de Taylor avec reste intégral nous donne, pour tout entier

naturel n, et tout = € [0,1] :

#1f](a) = & @ U005 + [ @ien e a

ou,pourn > 1: .
n — ¢ (:L‘ — t)ni
1)) = | 10—
3. Pour tout = € [0,1] :
n ! (:L‘ — t)n71 1
2111 < swp 1) [ g ar < h s 17

qui est le terme général d’une série convergente. Les théoremes de comparai-
son des séries a terme positifs permettent de conclure a la convergence de la

série Y ®"[f](x).
4. Procédons par analyse/synthese. Supposons que g soit solution de I’équation
g — ®[g] = f. Alors pour tout k > 0, ®*[g] — ®*+1[g] = D*[f].



10 ESCP-EAP 2001 - Oral

Sommons ces relations pour k dans {0,1,...,n}. Il vient, par télescopage :
g— "t g] = 3 @F[f]
k=0

Par la question précédente, pour tout = € [0,1], lim ®"![g](x) = 0. Donc,
n

—+0o0

o ]
si g existe, alors g = > ®F[f].
k=0

o0
Posons alors g = Y ®*[f]. La fonction g existe d’apres la question 3.
k=0
Montrons que g vérifie I’équation g — ®[g] = f. A cet effet, notons, pour

>0, gn = > ®*[f]. On sait que pour tout z € [0,1], lim g,(z) = g(x)
k=0 n—+00

gn — Blgn] = B°[f] = @"TH[f] = f — 2" HI[f]
On conclut par le fait que pour tout x € [0, 1], lirf "t fl(z) =0
n—-—+0o0

et que :

Montrons enfin la continuité de g sur [0,1]. Notons M = sup |f(z)|. Soit

z€[0,1]
z €[0,1], hE]Rtelquem—l—hE [0,1]. Alors :
x+h 1 T -1
_ :r;-{—h—t)n _ (x — )" ‘
9o+ h) S| a- [ o a

o Ff @+ ) - 1@)]
e+ 1) =g < ¥ A ( [ty - o t)n—l)dt)

+5 A ( ™ +h—t)”‘1dt>+|f( h) - ()]

e+ 1) = g@)| < |fe+ ) = S@]+ 3 Y[+ o4 B =) + 1)

<If(x+h) = f@)+ M e —1+e"th —e” + he" —1)]
Cette derniére quantité tend vers 0 lorsque h tend vers 0 par continuité de f
et de la fonction exponentielle.

o0
Ainsi g = Y ®*[f] est 'unique solution de I’équation proposée.
k=0

Exercice 4.
+oo —xt
Soit F' la fonction définie par : F(z) = R
(z) ; T

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction F.
2. Etudier le sens de variation de la fonction F.
3. Déterminer la limite de F' en +oo.

4. a) Justifier, pour z € D, la convergence des intégrales :
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+oo  _ 1 _
G(z) = g et I=[ =1y
T u 0

u

Montrer que G(z) = —Inz + G(1) + I + o(1), en déduire que G(z) est
équivalent a —Inz lorsque z tend vers 0 par valeurs supérieures.

b) Justifier la convergence de 'intégrale :

+oo e—xt
H(z) = /0 P 7dt
et déduire du a) que H(x) est équivalent & —Inx lorsque = tend vers 0 par
valeurs supérieures.

¢) Calculer la dérivée de la fonction g(t) = In (t + v/1+¢2) et en déduire
la valeur de l'intégrale :

+oo
J= / (# _ L)dt
o \VirE T
d) En déduire un équivalent de F(z) quand z tend vers 0 par valeurs
supérieures.

Solution :
—zt

1. La fonction f, : t — \/% est continue sur R™, donc intégrable sur
+t

tout segment de cet intervalle.

—xt
Au voisinage de 400, fy(t) ~ g.(t) = eT'

e sizx <0, . ligl tg.(t) = +o00, ce qui entraine que l'intégrale n’existe pas.
— 400

o siz =0, f.(t) ~ %, ce qui entraine que l'intégrale n’existe pas.

e siz >0, , ligl t2g.(t) = 0, ce qui entraine I'existence de 'intégrale.
—+00

Le domaine de définition D de F' est donc R} .

2. La fonction F' est strictement décroissante sur D, puisque si 0 < = < v,
e—xt e—yt
>
Vit T J1+#2
a intégrer permet de conclure a l’inégalité stricte pour les intégrales :

F(z) > F(y)

et la continuité des fonctions

alors, pour tout ¢t > 0 :

3. Ona:O<F(w)</ e’“dt:%.Donc:
0

lim F(x)=0

T—+00

—Uu
4. a) Comme z > 0, u +> eT est continue sur [z, +oo[, donc intégrable sur

—u
tout segment de cet intervalle. De plus lim u? eT = 0 entraine l’existence

u—+00

de G(z), pour tout z € D.
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e -1

La fonction u +— est continue sur l'intervalle ]0,1] et admet un

prolongement par continuité en 0 par 1 (faire un DL). Le réel I existe donc.

“dt

1t7

Calculons G(z) +Inx — G(1) — I. Par la relation de Chasles et Inz =
il vient :

G(m)+1nm—G(1)—I:—/ e_uT_ldu
0

La fonction u — &——1

constante M > 0, et :
|G(z) + Inz — G(1) — I| < Mz =0o(1)

On a donc G(z) + Inzx = C +0(1) = O(1) = o(In x) au voisinage de 0T.

étant continue sur [0, 1], elle y est majorée par une

—xt
b) La fonction ¢ — est continue sur RT. De plus, lim #* £ =0,
t—+oo 1

t+1 t+

pour tout z € D. D’ou l'existence de H sur D.
Effectuons le changement de variable affine u =t + 1. Il vient :

+oo —z(u—1
H(z) :/1 et G et G(a)

U
On conclut en remarquant que lin}) e’ =
xr—

¢) Un calcul immédiat donne : ¢'(t) = 4, d’ou :
V1+t?

+00
_ 11 _ t+ V148217 _
=/ (m ) de = [ (FRAEEE )} =2

d) Remarquons que :

— 7zt _ 1 —
F(z) - / 1+t2 i) dt| < T =2
x), i

Donc F(z) +Inz = o(ln

Exercice 5.
On pose pour tout couple (x,y) de réels strictement positifs :
+o0 t
e’ dt
x,y) = .

f(,y) [m (e +1)(y.e' +1)

1. a) Vérifier la convergence de l'intégrale ci-dessus.
b) Pour z > 0, calculer f(z,z).

2. Soient x et y deux réels strictement positifs distincts.

a) Montrer qu’il existe un unique couple de réels (a,b) tel que pour tout
t € R on ait :
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1 —_a L b
(ret +1)(ye' +1) zel+1 ye' +1
On exprimera a et b en fonction de x et y.

b) En déduire la valeur de f(z,y).

3. Etudier l'existence de dérivées partielles pour f.
La fonction f est-elle de classe C! sur son domaine de définition ?

Solution :
¢
. € .
1. a) La fonction g : t — @l T e 1 1) est continue sur R.

—t
* Au voisinage de +o00, g(t) ~ (?z:_y’ fonction dont 'intégrale converge.
* Au voisinage de —oo, g(t) ~ e

également.

, fonction dont l’intégrale converge

Les théoremes de comparaison des intégrales de fonctions positives permet-
tent de conclure : f(x,y) est bien défini pour z > 0 et y > 0.

b) Comme z > 0, on peut écrire :
f(z w):/ﬁoietdt :l/+w7$etdt
’ foo (et + 1) m ) (wel +1)2

t
ze —1 :
est t — , ce qui permet de conclure :
(ze® +1)? pel 417 AP

f(z,2) = /Jrooietdt _1

oo (wet +1)? @

Une primitive de ¢ —

2. a) En réduisant au méme dénominateur, on obtient, :
1 = (ay+bz)et+(a+b) = 1. Les fonctions (t — 1,t — ef) étant indépendantes,
ceci est équivalent a :

a+b=1
ay+bx =0
D’ou :
a=—L—, b= Y
T —y y—x
t
b) Une primitive de ¢ te+ ] est ¢t > %ln(xet + 1). Ceci permet de
xe
calculer f(z,y). Pour tout  # y, on obtient :
flz,y) = 1 lim [ln (M)]A :L(lng—lnl).SOit :
T —Y A—+oco,B——c0 y.et +1'1B r—y Yy
Inz —1
rFYy = f(m,y)zn";fyny

3. Pour tout = # y, on a immédiatement :
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Lixz—y)—lnz+1ny Ly—2)~Iny+Inz
Of (4,y) = £C =) eIy Df )k 2
O (x-y) dy (x-y)
En (a,a), on a:
B L fla+h,a) — fla,a) .. 1n(a+h)—lna—%
8_£(a’ a) = limy_,o % = }LILI%) e

Or un développement limité de In(a + h) = Ina + In(1 + %) au voisinage de

0 donne : 5
— h _ A~ 2

X ln(a+h)—lna+a 2a2+0(h)

‘ou :

Haw=-4
ox 2a

Par un calcul identique, ou par symétrie des roles de x et y, il vient :
of N
(3y (aa a) - 2(12

Ainsi f admet des dérivées partielles en tout point de son domaine.

% On sait que f est de classe C! sur D si et seulement si les dérivées
partielles (z,y) — %(m,y) et (z,y) — g—i(m,y) sont continues sur D.
Il est évident qu’en tout point (z,y) avec © > 0,y > 0,z # y, ces fonctions
sont continues comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur

ne s’annule pas.

Pour z # y, on a :

Iny=Ilnx + %(y —z) — #(y - 55)2 +o((y — 55)2)
Donc :
of - __1
O (2,4) = =55 +o(1)
Ainsi, lorsque (z,y) tend vers (a,a) :
of _1 _9f
am(xay) — 2&2 - am(ava)
Le calcul est identique pour g—?];(m,y). Ceci nous assure que f est de classe

1 * *
C*sur R} x Ry.

Exercice 6.
On considere la fonction f définie sur R* par :
fixzr—exp (—ﬁ)

ou exp désigne la fonction exponentielle.

1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0. On note g ce
prolongement.

2. Montrer que g est de classe C! sur R.
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3. Montrer qu'il existe une suite de polynémes (P,)n>0, & coefficients entiers
et dont on précisera les degrés, telle que pour tout entier naturel n et tout
réel strictement positif = on ait :

9™ (@) = P(L)g(a).
4. Montrer que g est de classe C* sur R.

5. On définit le type poly=ARRAY[O..20]0F INTEGER ;
On désire faire calculer a ’ordinateur le polynoéme Pjq.

a) Soit A une variable de type poly. Ecrire une procédure permettant de
modifier les coefficients de A, de sorte que s’il y a au départ dans A les
coefficients de P,, ceux-ci soient remplacés par ceux de Pp4;.

b) A l’aide de cette procédure, écrire un programme permettant de calculer
et d’afficher les coefficients de Piq.

Solution :

1.0n a lin}) f(z) =0. On pose donc g(0) = 0.
T—

2. La fonction g est de classe C*° sur R* et :
* pour z > 0,¢'(z) = % exp(—1/z)
x
* pour z < 0,¢'(z) = —% exp(l/x)
x
On a alors (limite classique) lin}) g'(x) = 0 et g étant continue en 0, par
xTr—

théoreme, g est de classe C! en 0, avec ¢'(0) = 0.
Finalement g est de classe C! sur R.

3. Montrons, par récurrence sur n, 'existence de P,, a coefficients entiers,
avec deg P, = 2n :
x Comme g% (z) = g(z), la propriété est vraie au rang 0, avec Py = 1.
* Supposons le résultat acquis pour un certain rang n. Alors :
Vo> 0,90(2) = Pa(L)g(w)

On en déduit :

Ve >0, (2) = — 5 Pl(3)9(@) + Pa(@)g (@)
. m m
i.e.

Ve > 0,90 (@) = [~ 5 P(3) + Pale) 5] g(a)
Ce qui donne le résultat au rang n + 1, avec Ppiy (2) = 2% (P, (z) — P} (z))
et P,y1 est de degré 2n + 2 = 2(n + 1) et est bien a coefficients entiers.
On conclut donc par le principe de récurrence.

4. Par limites classiques, on a pour tout entier n, lim+ g™ (z) =0.
z—0
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On procede de méme sur R™, ou, mieux, on invoque la parité de g qui montre

que ¢ a méme parité que n.

Par conséquent lir% g™ (z) = 0 et par itération du théoréme précédent, on
Tr—r

en déduit que g est de classe C* sur R avec, pour tout n, g(”)(O) =0.

5. a) et b)
Program ESCPO6 ;
Uses Crt ;
Type poly=Array[0..20] of Longint; Var P :poly; i,k : Integer ;
Procedure rangsuivant (Var A :poly) ;
Var i : Integer ; B :poly;
Begin
B[0] :=0; B[1] :=0
For i :=0 to 18 do B[i+2] :=A[i]-(i+1)#*A[i+1] ;
For i :=0 to 20 do A[i] :=B[i] ;
End ;
Begin
For k :=0 to 20 do P[k]
P[0] :=1
For k :=1 to 10 do rangsuivant(P) ;
For i :=0 to 20 do write(P[i], ’ ?’) ;
End.

:=0;

Exercice 7.

1. a) Montrer que si z est un réel de |—1, 1] et n un entier naturel non nul :
I
£ =—In(l-= —/ T dt
=k o 11

n
b) En déduire que pour tout x €]—1,1[, la série > - est convergente et
>1
que : "

zl§ = —In(l —2)
n—

c) Soit y € [L, \/5[ On pose u = y_—l Montrer que :

V2 y+1

d) Compléter, en langage Pascal, I’écriture de la fonction :
FUNCTION Serie(y : REAL) : REAL ;
6 2n+1 -1
; A . U Moy — Y
qui rend comme résultat : 2n§0 o1 Ol U SR

2. a) Montrer que tout réel strictement positif z s’écrit de facon unique sous
la forme :



Analyse 17

z = 2Fx\/2xy
avec k entier relatif et y € 1 V2T,
velggval
b) Dans un programme en Pascal, on a déclaré deux constantes R2 et L2
contenant des valeurs approchées de /2 et de In 2. Dans les sous-programmes

a compléter ci—dessous, il est demandé de n’utiliser que les quatre opérations
de base (+, —, %, /).

i) Compléter I’écriture de la procédure :
PROCEDURE Decompose(x : REAL ; VAR k : INTEGER ; VAR y : REAL) ;
qui pour z > 0 détermine k et y définis en a).

ii) Compléter Iécriture de la fonction :
FUNCTION LnApprox(x : REAL) : REAL;

qui, pour z > 0 renvoie comme résultat une valeur approchée de ln x obtenue
a partir de ’écriture de = vue en a) et utilisant Decompose et Serie.

Solution :

n k n z T n T T n
1. a) Zm—:Z/t’“—ldt:/ Lt dt:/ At —/—t dt.
kT2 , 11 A e Ry R gy

k
xr
Comme / % = —In(1 — x), on a le résultat souhaité.
o T—
. " |z|" ) s
b) Pour tout ¢ compris entre 0 et z, on a 77| S T— ]’ d’ou
n+1
‘ dt‘ 2] — 0
1 —t — |z| n—co
n
On a donc Z —In(1—x)
: n%oo

, . I y—-L1_4__2
¢) L’application f définie sur [1/v/2,v/2[ par f(y) = ST 1 1 TS est

continue et strictement croissante, donc réalise une bijection de son domaine
de définition sur [f(1/v/2), f(vV2)] = [-(vV2 = 1)%, (V2 + 1)2[
De plus f~! est définie sur ce domaine par f~1(u) = %

Doncsiy € [1/v2,vV2[etu= f(y),onau € [~(vV2— 1)2,(\/_+1)[ C]-1,1]

et donc :
Iny —ln(1+5) =In(1+4u) —In(1l —u)
00 k o0k 00 ((—l)k_l—{—l)uk

=y oy o 5

k=1 k=1 k=1
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d) On utilise l’algorithme de Horner.

Function Serie(y :real) : real;
Const n=6; Var u,u2,aux : real; i : integer ;

Begin
u := (y-1)/(y+1) ; u2 := Sqr(u) ; aux := 1/(2*n+1) ;
For i := (n-1) Doxnto O do aux := aux*u2+1/(2xi+1) ;
Serie := aux*2*u ;

End ;

Remargque : on peut montrer que sur le domaine considéré, ’erreur commise
en remplacant Iny par Serie(y) est majorée par 5.1013.

2. a) Analyse : si x = 2F\2.y, avec k € Z et y € [1/v2,V/2], alors

k k+1 4 . _ilnz _ =z
2L <2 et donc nécessairement k = Lln2J ety = —2k\/§.

Sep - qyi _ilnz __x )
Syntheése : soit & > 0, posons k = Lln2J ety = /3 alorson a: k € Z et

2k <o < 281 donc y € [1/V2,V2].
Ce qui donne l’existence et 'unicité cherchées.

b) i) On encadre, par essais successifs, = entre deux puissances successives
de 2 : il y a deux cas a envisager selon la position de = par rapport a 1.

Procedure Decompose(x : Real; Var k : Integer ; Var y : Real) ;
Var z : Real ;
Begin
If x>=1
Then Begin
k :=0; z :=x;
While(z>=2) Do Begin z :=z/2; k :
End
Else
Begin
k :=-1; z := 2%x;
While (z<1) Do Begin z :=z*2; k :
End
y :=z/R2;
End ;

k+1 End ;

k-1 End ;

iﬂ Function Lnapprox(x :Real) :Real ;
Var k : Integer ; y : Real;
Begin

Decompose(x,k,y) ;

Lnapprox := (k+1/2)*L2+serie(y) ;
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End ;

Exercice 8.

On considere la suite réelle (uy,)pen vérifiant up = uy = % et, pour tout

n e N, Up+2 = 1+ VUn+1Unp-
1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et que tous ses termes sont

supérieurs ou égaux a 5

2. Montrer que la suite (u,)nen est croissante. Que peut-on en déduire quant
a sa limite éventuelle 7

3. a) Montrer que, pour tout n € N, up11 — up < 1.
unJrl < 5

Up 3

4. a) Montrer que, pour tout n € N, w42 — u, > 1.

b) En déduire que, pour tout n € N,

b) En déduire que, pour tout n € [2,+o0] :
Vi 1
Vit + s~ ﬁ 1
5. Déduire des résultats précédents que, quand n tend vers +o00, u, = O(n),
n=0(uy) et Upt1 ~ Un.

Upt1 — Up 2

Solution :

1. On considere la proposition P, suivante : «n appartient au domaine de
définition de la suite (up)nen €t u, > 3/2»

* Py et P; sont vérifiées par définition.

* Montrons que pour tout n € N,P, et P41 =— Pni2. En effet, par
hypothese, u,, et u,4+1 sont positifs ; I'image de n + 2 par la suite u est donc
définie et :

Upy2 = 1+ fuppiu, > 1+ % > %
On conclut, par le principe de récurrence, que la suite (u,,)nen est bien définie
et que pour tout n € N, u,, > %
2. Montrons le résultat demandé par récurrence sur n.
o uy=u; =3/2etus =5/2 > u;.
& Upio — Upt1 = /Un(y/Unt1 — VUn—1) = 0, en utilisant ’hypothese de
récurrence U,_1 = Uy = Upy1, o0 en déduit w49 = Uyt
On conclut que la suite (u,,) est croissante.
Supposons que la suite (up)nen converge vers £. Alors ¢ > 3/2. La suite
(Untni1)nen converge, elle, vers £2, et par continuité de la fonction racine,
la suite (\/UnUnt1)nen converge vers |£| = £. On en déduit que £ =1+ ¢, ce
qui est absurde.
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Ainsi, la suite (u,)nen n’admet pas de limite, mais comme elle est croissante,
elle tend vers l'infini.

3. a) Pour tout n > 1,

Up41 — Up = 1—-u,+ VUnUn-1 = 1- vV un(\/ Up — \/unfl) <1
par croissance de la suite (u,)nen et de la fonction racine carrée.
D’autre part u; — up = 0 < 1. Ainsi, pour tout n € N, up41 —up < 1.

b) On a alors, pour tout n € N :

Unt1 14+u, 1 2
Up, < unn_1+un<1+3

4. a) Pour tout n € N :
Upgo —Up =1 —uy + VUn+1Un = 1+ V4 un(\/un-t-l Vu )
pour les mémes raisons que précédemment.

b) Pour tout n > 2 :

— Uy = /U u VUn-1 Up — U
Upy1 n = fUn_1(/Un — \/Un_2) = \/U_-i-\/m( n— Un_2)

Donc :
n w ) \/un 1 —
n+ n 2 '_un-l-\/unz \/un +\/un2 / +1

Un—1

H Up, < é Un—2 <
puisque S 3 et uny S 1.
5. x En sommant terme & terme les inégalités uk+1 —ur < 1, pour tout £k de
{0,1,...,n — 1}, on obtient pour tout n € N*, u,, < up + n. Ce qui entraine
que u, = O(n), pour n tendant vers I'infini.

1 1
* Upi1 — Up = \/_ donne pour n > 2, up Zuzs +(n —2)———— e
5/3+ 1 V5/3+1

donc n = O(uy,) pour n tendant vers 'infini.

x Par les questions 1., 2., 3. a), on obtient 1 < % <1+-1

- ce qui entraine
n Un

que Up41 ~ Uy, pour n tendant vers linfini.

Exercice 9.

1. Soit f:[0,4+00[ — R une fonction continue et décroissante telle que
+00

I'intégrale f(x) dx converge.
0

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +oc.
b) Montrer que, pour tout réel h > 0 et tout N € N* :

N Nh N—1
h szlf(nh) < | f(@)dz <h szo f(nh).

c) En déduire que, pour tout réel h > 0, la série de terme général f(nh)
converge et que :
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+oo

“hf(0)+ h +éf(nh) <[ fwde<n +éf(nh)

0

d) Montrer que, quand h tend vers 0 par valeurs supérieures :
+oo

Efnh flz)dz

a) Montrer que la série ) t"* converge pour tout réel t € ]-1,1[.
neN

+00
b) Montrer que, quand ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures, ). "~

Solution :

1. a) x Supposons qu'il existe a tel que f(a) < 0, alors V¢ > a, f(t) < f(a)
et donc : > / ft)dt < / fla)dt = (x —a)f(a) — —o0, ce qui

r—+00
contredit la convergence de 'intégrale f (t)dt
0

* Ainsi f est décroissante et positive, donc admet une limite £ > 0 en +oo.
€T T

Supposons que £ > 0, alors / fitydt > / ldt = lx —> +00, ce qui

r—+
contredit & nouveau la convergence de l'intégrale. Bref :

‘ f est positive de limite nulle en 400 ‘

b) Par décroissance de f :
(n+1)h

nf(a D) < [ S0 de < hmn)

h
En sommant, il vient bien :

Nh

N N—1
hglf(”h)< f@)de < h Z::Of(”h)

0

Nh

+oo
c) Soit I = / f(t)dt. Comme f >0, ft)dt < I, donc :
0 0

N
> flnh) < 4
n=1

La série de terme général f(nh) étant & termes positifs, elle converge. Par

passage a la limite dans ’encadrement précédent, il vient :
+oo

“hf(0)+ h +éf(nh) <[ fwde<n +éf(nh)

0
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o0
d) Ainsi I < h Y. f(nh) < I+ f(0)h et, par encadrement :

n=0

lim h % (nh) =1

h—0t =0

o +o0
. 1
I : ~ T .
Sif#0,onal>0ct: 3 fuh) h/o £(t) dt

n=0
Le résultat reste banalement vrai si f est la fonction nulle!
2. a) Soit t €]—1,1[. Pour tout n € N, |t”2| < [t]™, donc la série de terme
général t"° est (absolument) convergente.
b) On écrit alors, pour t €]0,1[ : t7° = " Int = ¢~ (nV=Tnl)”,
Or la fonction f : x +— e~2” est continue et décroissante sur R+, d’intégrale

+oo
convergente, avec fi)ydt = @
0
Lorsque t tend vers 1 par valeurs inférieures, — Int tend vers O par valeurs
supérieures. On peut donc appliquer ce qui précede et :

=’ 1 V7 o Jr 1
ng()t - 2

yr ooVt T

T
—Int 2

~

Exercice 10.

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.
On considere une fonction continue f: |0, +oo[ — R dont on suppose que :

1
(i) : / @ dt converge ou (i) : lim f(t) existe et est réelle (on la note
0 t—0+

alors £),
et que :

+oo
(ii) : / @dt converge ou (ii’) : lim f(¢) existe et est réelle (on la
t——+o00

1
note alors L).

1. a) Montrer que, pour tous réels z et y vérifiant 0 < z < y,

[0 g [ 10, [ S0,

ar ay

bx
b) Montrer que, si (i) est vraie, alors lim fw) du =0,
z—0t oo u

o . () =t
et que, si (i) est vraie, alors lim m——du = 0.

z—=0t [0

by
c) Montrer que, si (ii) est vraie, alors lim / fw) du =0,
y—r+o00 ay u
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by _
et que, si (ii’) est vraie, alors lim fw-L du = 0.
y——+00 ay u

+oo
d) Déduire des résultats précédents que l'intégrale I = / w dt
0
converge et déterminer dans chaque cas sa valeur.

—bt

+oo —at
2. Que peut-on dire de l'intégrale / % dt ?
0

Solution :

/fat flat) = F(bt) 4 _ /fat _/y@dt

A T’aide de changements de variable linéaires :

ﬁmmﬁwwz“ﬁﬁw_”m%

ax bx u
puis, par la relation de Chasles :
b b
/yf(at> — F0) gy _ ””f ‘”f
t

bx
b) * Si i) est vraie , alors fsz du = / fu) du / fu) du et en

faisant tendre = vers 0 les deux termes ont la méme limite, donc la différence
a pour limite 0.

* Sii’) est vraie, alors :

bzf() du‘</bz| (u g|du max |f(u) — |/bzdu

az U laz,bz]

axr

< max |f(u) —€|lna

laz,bx]

Or, comme f est continue, [maéx]|f(u) — {| est un nombre de la forme
a

|f(ce) — £, avec ¢, € [ax,bz], nombre qui tend vers 0 lorsque x tend vers
0. II en est donc de méme de |f(c,) — €| et, par conséquent :

bx
lim M du =0

z—0% Jon U

c) » De la méme fagon, si ii) est vraie, on peut écrire :

by +o0 +o00
f(u) du = / f(u) du — fw) du et ces deux intégrales étant
ay u ay u by u

de limite nulle lorsque y tend vers +o0o (restes d’intégrales convergentes), il

vient :

lim
y——+o00

Wf<>u_0

ay
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* Siii’) est vraie, alors :

by by b
Jw =Ly« [THW =Ll o max ) — 1) [ du
U ay u ay
b
a

ay [ay,by] u
< max |f(u) — L|ln
lay,by]
Or, comme f est continue, [mai)x |f(u) — L| est un nombre de la forme
ay,by

|f(cy) — LJ, avec ¢, € [ay,by], nombre qui tend vers +oo lorsque y tend
vers +00. Donc | f(cy) — L| a pour limite 0 et, par conséquent :

by
im [ LW=Lg, g
y——+00 ay u

d) 1l suffit de mettre les résultats précédents « bout & bout » en remarquant
bu
que, pour toute valeur de K : / % dt = Kln %. D’ou :
auw

* Sii) et ii) sont vraies I =0;
* Sii’) et ii) sont vraies I = Elng ;

* Sii) et ii’) sont vraies I = —Llng ;

* Sii’) et ii’) sont vraies I = ({ — L) In

b
)

2. Dans le cas présent, les hypotheses i’) et ii’) sont vérifiées, donc :

+oo e—at _ o—bt b
I= — dt converge et vaut Iln a
0

(Ces intégrales sont appelées intégrales de Frullini.)

Exercice 11.

Représenter dans R? I’ensemble des points de coordonnées (z,y) tels que

+oo tz
94 4 _
| 1ntegrale I = A 1—|-—ty dt converge.

Solution :

t$
1+
intégrable sur tout segment de cet intervalle.

Comme t* = e®!nt  la fonction t est continue sur ]0,+oo[, donc

e pour t au voisinage de 0% :

siy >0, 1 _t'_xty ~ t*. L’intégrale converge si et seulement si z > —1.

siy=0 A i L’intégrale converge si et seulement si x > —1.
1+t 2

siy <0, tr 1 L’intégrale converge si et seulement si y —x < 1.

14+t¥y v



Analyse 25

e pour ¢t au voisinage de +00 :

. e 1 sz . .
siy >0, ~ . L’intégrale converge si et seulement si y —x > 1.
Yy T e g g Y
. t* [ ST : :
siy =0, —— ~ %-. L’intégrale converge si et seulement si z < —1.
Y 1+8v 2 & &
€T
siy <0, 1 i i t*. L’intégrale converge si et seulement si x < —1.

1
En conclusion, l'intégrale I existe si et seulement si les deux intégrales / et
0

+oo
/ convergent, soit :
1

(y>0etz>-lety>xz+1)ou
(y<Oetz<—-lety<z+1).

La représentation graphique s’en déduit.

Exercice 12.

+0o0
On pose, pour tout n € N, I, = / 2" e /2 dp.
0

1. Vérifier que l'intégrale I,, converge.

2. Déterminer une relation entre I, 1o et I,.

En déduire les valeurs de Is,41 et de Iy, puis de Lon
2n+1

3. a) Montrer que pour tout n > 1 :
+oo +0o0
/ gt emne?/2 gy = / a1l emne /2 gy
0 0

b) Montrer que pour tout n > 1 :

_n+2 n+1

+oo
n 2 Inyi—n 2 I, = / an=lemne 2 (g — 1)2 dy
0

1
2
c¢) En déduire que pour tout n > 1 :
0< \/H-In < In+1
4. Montrer que pour tout n > 1 :
Ji- 2 <o <1
En déduire un équivalent de C3, lorsque n tend vers +oo.
5. En admettant la formule de Stirling : n! (N) ne~"v/2mn, retrouver le
o0

résultat précédent.

Solution :
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1. La fonction z — z™.e~"/2 est continue sur [0, +00[, pour tout n € N, donc

intégrable sur tout segment de cet intervalle.

lim 22.2"%.e"%"/2
z—400

comparaison avec une intégrale de référence de Riemann.

= 0, ce qui entraine l'existence de I,,n € N, par

2. 11 suffit de faire une intégration par parties sur un intervalle de la forme
[0, A], puis de faire tendre A vers U'infini, pour obtenir I,,1» = (n + 1)I,,.

Par une récurrence descendante, il vient :

L1 =2nlyy, 1 = --- =2"nl} = 2"n!
car : I} = /+Oo:c.e_”2/2 de =1
De méme : ’ | |
Ly =2n—1)Ln» = 7(271)((;2)_ D Ly o=-= (227::1),' Iy = (22”711)' %

—+o0
car : Iy = / e 72 dy = %\/Q’N
0

Ly (2ma)2V 2 4V 2

3. a) Soit A > 0.
A A A
/ 2L e /2 dy = [__133".637%2/2] +/ mnfl.efmﬁ/z,dm
n 0 0

0
En faisant tendre A vers l'infini, il vient :

—+o0 +oo
[Teenrar = [Tt
0 0
b) Par convergence de toutes les intégrales suivantes, on a :
1 [T 2
—/ 2" le 2 (x — 1) da
2 Jo
1 oo 2 1 +oo 2 +oo 2
== gl emne /2 gy 2 v lene /2 gy e " /2 dy
2/ 2 Jo 0
+o0 5 +oo 5
:/ gt e ne/2 g —/ e /2y
0 0

En effectuant le changement de variable t = y/nz, il vient, pour A > 0 :

A Ayn
/ ot e et /2 gy = / no TR e /2 gy
0 0
donc :

“+o00 .
2 _n+2
/ et e 2 dy =TT Iy
0

A Ayn
+1
De méme : / e "2 4y = / nTT et /2t et
0 0



Analyse

27

+oo 2 n+1
/ e " 2dr =n "2 I,
0

ce qui donne finalement :

+oo
_nt2 _ntl 2/ .
n 2 Iyyg—n 2 I, = / e e 2 (g — 1) dx

0

D=

c)Ona:

ni2 i 1 2/2 2
Iy — \/_I—— g le 2 (x —1)%de > 0
0
Donc v/nl, < In41. L’autre inégalité est évidente.

4. D’apres ce qui précede :

0< V(2n—1)2nlz,y < V2nlon < Iopgr

donc :
(n = D2 72 < van S [E <1
Mais :
(2n_1) IZn 1 \/ 271—].2’!7,
12n+1 V
donc :

V1= gn SR Ch <1

Ce qui donne T Cs, , et Gy, o

5. Si l'on admet la formule de Stirling, il vient :

n! ~e "n"/2mn, (2n)! ~e 2"(2n)?"\/4mn
donc :

n (2n!) e 2"(2n)*"V4mn L Ar
N (pl)? e 2 2, Vnrm

Exercice 13.

Soit f une fonction réelle, définie sur 'intervalle [0, +00[, convexe et de classe

c2.
1. Montrer que f’ est croissante sur cet intervalle.
k+1
2. Soit k un entier naturel. Exprimer / (x—k-— %) f'(z) dz en fonction de
k+1 *
f(k), f(k+1) et de f(z)dx
k
k+1
3. Montrer que : w > f(x)dx
k

4. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

LI+ 1@+ @)+ o+ =1+ 3rw) > [ 1)
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5. Montrer que :

k+1 i i
/k (m—k—%)f’(m)dmgf(k+1§_f(k)

1 1
[On remarquera que x + 3 (x —k)? = (z— k) — Z) est une primitive de la
fonction z — x — k — %]

6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

%f(1)+f(2)+f(3)+...+f(n_1)+%f(n)_/1"f(x)dx<M

Solution :

1. C’est une question de cours : pour une fonction f de classe C* on a
équivalence entre le convexité sur un intervalle et la positivité de la dérivée
seconde de f sur cet intervalle.

2. Effectuons une intégration par parties :

k+1 1 k+1
[ i hrwan=[e-k-hr)" - [ i@
k+1
BVIGES(E3 I e

3. Effectuons le changement de variable u = ¢ — k — % dans 'intégrale

k1
/ (x—k-— %)f’(m) dz, puis partageons & I’aide de la borne intermédiaire
k

)

on obtient :

k+1 1
/k (m—k—§)f’(m)dm

1
/ uf’(u+k:+%) du
0

1/2
:/0 u(f'(k+1/24u)— f(k+1/2—u))du

On conclut a la positivité par la croissance de la fonction f et le résultat 2.
donne l’inégalité souhaitée :

k+1
S0+ fee1) o [
2 k
4. 1 suffit de sommer, pour k € {1,...,n — 1}, les inégalités :
k+1
S fewd) o [,

k
pour obtenir, pour n > 1 :

LI+ S+ @)+ ot =0+ 31w > [ fw)da
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5. Intégrons de nouveau par parties :

e Ly iy e = LD = J'(R)
[ e—k=Hrwa

8
k+1
/ 2—(x—k)+i)f”(x)dx
k
On conclut en remarquant que « — ((z —k)? —k)+ %)f”( ) est positive
sur Uintervalle [k, k + 1].
5. En sommant pour k € {1,...,n — 1} les précédentes inégalités, et en
utilisant :
k+1 k41
k k
on obtient, pour n > 1 :
!
- f'a
LI+ 7@+t S 1+ 1) - [ (e do < LI

Exercice 14.
1. Soient deux polynomes P et @) de R[X] tels que pour tout réel t € ]0, %[

on ait :
1 _ 1
P(tanzt) B Q(tan2 t)

Montrer que P et ) sont égaux.

a) Pour tout entier naturel n, montrer qu’il existe un polynéme P, vérifiant,
pour tout t € ]0,%[ :

(sin £)2" 1Py (—Ly) = sin[(2n + 1)1]

(on pourra développer (cost + isint)?"t!

a laide de la formule du bin6éme).
b) Montrer que le polynéme P, est unique.

c) Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

3. a) Montrer que P, admet n racines réelles distinctes que ’on déterminera.
b) Pour tout n > 1, on pose :
n 1
Z
k=1 tan? (2n+1)

Calculer u,,.

Solution :

1. Comme la fonction tan? prend une infinité de valeurs, le polynome P — @
admet une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul.
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2. a) On sait que pour tout n € N, sin(2n + 1)t = Im ((cost + isint)?™+1).
On développe par la formule du bindme et la partie imaginaire provient des
termes d’indices impairs, soit puisque i2¥*1 = i(=1)* :
n
sin(2n + 1)t = 3 C3Ft] (cos t)2(" =R (—1)k (sin £)2k+1
k=0
et pour ¢ non congru & 0 modulo 7 :
n 2 _
sin(2n + 1)t = (sin )21 3 C2RH ()b (Cos Lyt
k=0 sin“t
— (sint)2n+! Z”: 2kt L)k ( 1 )n*k
- k=0 2n+1 taHZ t
D’ou :

PX) = 3 Ciftt (i

b) L’unicité du polynéme P, résulte de la question 1.

¢) On voit que P, est de degré n et de coefficient dominant C},,; = 2n+1.

3. a) On sait que pour ¢ non congru & 0 modulo 7 :

tan? ¢ (sint)?"+!
Comme sin(2n + 1)t est nul pour ¢t = nk—fl’ avec k entier relatif, les nombres

1 . .
———=——— avec 1 < k < n, sont tous des zéros de P, et par stricte
tan®(kr/2n + 1)’ S n P

monotonie de t% sur |0, 7/2[, ces nombres sont deux a deux distincts. On
an

vient donc de trouver les n zéros du polynéme P, (qui est un polynéme de
degré n).

b) On peut donc factoriser P, (X), soit :

n
1
P,(X)=(2n+1 X—-—
n(X) = (2n )kl;ll( tanz(kw/2n—|—1))
Le réel u,, représente la somme des zéros de P,. En développant la derniere
expression de P, le nombre —(2n + 1)u,, est égal & 'opposé du coefficient de

X"~! dans P,. Soit :

_ Gt _ 20(2n—1)
Up = — =

(2n +1) 6

Exercice 15.

1. Soit P la fonction polynomiale définie par P(t) = t> —t + 1.
a) Combien P admet—elle de racines réelles ?
b) Montrer que P n’admet pas de racine multiple dans C.

On désigne par a la racine réelle de P.



Analyse 31

2. On définit la fonction F par :
+o0 4
F(z) = ——dt
W=/ Pw
a) Déterminer le domaine de définition de F.
b) Déterminer le sens de variation de F et sa convexité.

c) Etudier les limites de F' aux bornes de son domaine de définition.

3. a) Déterminer un équivalent simple de F' au voisinage +00.
)

b) Déterminer, en fonction de a, un équivalent simple de F' au voisinage
de a.

Solution :

1. a) On a facilement P'(t) = 5t* — 1 qui s’annule pour t = £5 /%, Ce
ne sont pas des racines de P car autrement, en remplacant t* par % dans

t5—t+1:t.t4—t+1,ilviendraitt:%!

b) Les variations de P se déterminent aisément, et P admet un minimum
local en t = 5~Y/* minimum qui vaut m = 57%/4(5°/* —4) > 0 et un
maximum local en t = —5~'/4, ce maximum local étant a fortiori positif.
Comme t_l;u_nooP(t) = —00, on en déduit que P admet une unique racine

réelle a et a est tel que a < —5 /4,

c) Le calcul fait en a) montre que les racines complexes de P’ ne sont pas
racines de P, et les racines complexes de P sont toutes simples.

2. a) Comme a est racine simple de P, P(t) ~ C(t — a) au voisinage de a, la

A
4dt

valeur de C' étant sans importance ici, ce qui entraine que 'intégrale / P(t)

diverge. Donc Dy =]a, +o0[ ‘

b) F est une fonction continue et dérivable (car t — 4 _ est continue sur

P(t)
Dr) et pour tout = > a :
4(5z* = 1)
F — 4 <0, F" _
(@) P —z+1 () (2° — 2z +1)2

L’étude de la convexité de F' est alors sans probleme.

¢) Ona lim F(z) =0 comme reste d'intégrale convergente,
r—+00

et lim F(xz) = 400, car au voisinage de a¥, 4 4 avec
L, Fle) ; @~ T-aQW@

Q(a) > 0.

3. a) Intuitivement, comme au voisinage de +oo, % ~ ;%, on peut penser

qu’au voisinage de +00 :
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+oo
F(:z:)N/ id_ 1

Montrons-le!

—+00 “+00
1 4t — 4 dt 1 4
F ——‘g —dt=4 g at — 1
|F () zt /96 |t5(t5 t+1| /z 8 Ta” o)

(en effet la fonction & intégrer est équivalente au voisinage de +o0o a ;ig, donc
pour x assez grand elle est majorée par tlg sur [z, +00[)
b) On sait que P(t) = (t — a)Q(t) d’ou P'(a) = Q(a). On a également :

—+o0
/ %dt:F(O). On a alors, pour = tel que a < 2 <0 :
0

IR t‘/( dt_“/cz i

Q(t) 1
/Q t5—t+1 / t—a XQ(G)Q(t)dt

Cette derniere 1ntegrale converge, et est méme faussement impropre, lorsque

x est au voisinage de a (car tlim Q) — Qa) _ Q'(a)). Finalement :
—a

et

(t—a)
i — 1 nz-a)=
lim (F@) = F(0) + gis Ina - a)) = K
et comme hm F(z) = 400 :
o~ A lr—a —4In(z — a)
Y@ 5 T M Y= Tt

Exercice 16.

1. Montrer que pour tout ¢ et pour tout s de l'intervalle [0,1], on a :
|In?(1+¢) — In*(1 + s)| < 2|t — 5]

Dans la suite de cet exercice, g est une fonction continue de R dans R,

périodique de période 1.

a) Montrer que g est bornée sur R.

On pose pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout n € N* :
_ 1 e E+ty .2 k
(0= 15 [ (14 k) (14 ]

b) Montrer que :
1

lim un(t)g(t)dt =0

n—+00 0

1
a) Calculer/ In?(1 + t) dt.
0
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1
b) En déduire la convergence et la limite de la suite (/ g(nt) In®(1+t) dt)
0

n

1
en fonction de/ g(t) dt.
0

Solution :

1. C’est simplement l'inégalité des accroissements finis, que 1’on applique a

~ 2In(1+1)

la fonction f : t — In?(1 + t), en remarquant que f'(t) = 157 et que

l'on a :
Veelo,1],]f(t)] <2ln2<2

2. a) g est continue sur [0, 1], donc bornée sur ce segment :
IM,VEe [0,1],]g(t)] < M
Puis : ¥t € B [f(8)] = |£(t — [t])] < M.

b) | / un(B)g(t) dt| < / fun (8)] |9 ()] dt

_ 1
M 24 ktty 24k
gnk§0|0|1n(1+ ) 1n(1+n)|dt

_ 1 1
2M " [ k4t kg 2M
<nkz:jo/0|n n|dt—n/0tdt

<M—>0
n n—oo

D’ou le résultat.

3. a) En intégrant par parties (¢t — ¢t + 1 est une primitive de ¢ > 1) :

1 1 1
/ In®(1 + ¢) dt = [(t +1)In%(1+ t)] - 2/ In(1 + t) dt
0 0 0
Sachant que u — wInu—wu est une primitive de u — In u, on conclut aisément :
1
/ In?(1+t)dt =2In*2 —41ln2 + 2
0

b) /0 g(nt)In*(1 +t)dt = %/Ong(y) In® (1 + %) dy

1 n—1

k+1 ,
= kgo/k g(y) In (1 + %) dy

et,en posant y = k+ T :

/Olg(nt) n2(1 + t) dt = %/Olg(T)(:¥:1n2 (1+EE£L))ar

:/1g(T) de%nz_:lln2 (1+§) +/1un(T)g(T) dT
0 k=0 0
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Le deuxieme terme a pour limite 0 lorsque n tend vers I'infini et on reconnait
dans le premier terme une somme de Riemann.

1
Ce terme a donc pour limite / In?(141t) dt lorsque n tend vers U'infini. Soit :
0

1 1
/g(nt)1n2(1+t)dt — (21n22—4ln2+2)/ g(t) dt
0 0

n—o0

Exercice 17.

1. Soit (2,)n>1 une suite de réels. Montrer que pour tout n > 2 :

n n n—1
kzl(Qk: — 1)z} -2 kEQ(k — Vzpzp—1 = nz? + k21 k(zy, — wp41)?

2. On considere une suite (a,) telle que la série > a? soit convergente. On
définit une suite (A,) pardg = 0 et pour tout n > 1 :

n

An:lzak

n
k=1
a) Exprimer, pour k > 1, aj, en fonction de Ay et de Ag_;.

b) En utilisant la premiere question, montrer que pour tout n > 1 :
n

Z A% < 2 Z akAk
k=1 k=1

c) Montrer que :

3. En déduire que la série de terme général A} est convergente.

Solution :

1. 11 suffit de développer I’expression située a droite :
n—1 . n—1 n—1 n—1

nxy + Y k(zy —xpg1)? =nal + Y ko + Y kxp, —2 ) kxpapg
k=1 k=1 k=1 k=1

En regroupant et en décalant 'indice de sommation pour les termes rectan-
gles, il vient bien :

n

n n—1
S 2k -1z —2 Y (k= Dagwg—r = na? + Y k(zg — xp41)?
k=1 k=2 k=1

n n—1
2.a)nA, =Y ar= >, ar+a,=(n—1)A, 1+ ay, donc :
k=1 k=1
Vn>1a,=n4,—(n—-1)A4,,
n n
b) On a, dapres 1. : > (2k —1)A7 > 2 > (k — 1) ApAg_1, soit :
k=1 k=2
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2> Ap(kAy — (k—1)Ar—1) > Y- A7, ou encore :
k=1 k=1
> AL <23 andy
k=1 k=1

¢) On sait (inégalité de Cauchy-Schwarz) que :

(3 ma)’ < (3 a)($ 4)

et donc : _n n_ ;
(> A7 <4(X 4 ( Y a})

k=1 k=1 k=1

3. Si les ay, sont tous nuls, il en est de méme des Ay, et la propriété est banale.
n

Sinon, il existe ko tel que Ay, soit non nul, et Y A? est strictement positif

k=1
n
a partir du rang ko et en divisant par Y. A? :
n KL
Vn 2 ko,kz Ak < 4kz Qg
=1 =1

D’ou la convergence de la série proposée, puisque cette série est a termes
positifs de sommes partielles majorées. On a de plus :

00 00
AT <4 Y af
k=1 k=1

Remarque : on peut montrer que cette majoration est optimale, c’est-a-dire
que ’'on ne peut pas remplacer 4 par un nombre plus petit. ..

Exercice 18.

Soit f une application de classe C? de R dans R. On suppose que f et f”
sont bornées sur R et on note My = sup | f(z)|, Ma = sup |f" (z)].
reR z€R

1. Montrer que pour tout x réel et pour tout h > 0, on a :

F@+h) - (@) - hf'(@)] < 230"

f(o =) = f(@) + hf' ()] < M3

En déduire que pour tout z réel et pour tout h > 0 :

! % Mzh
/()| < Mo 4 2

2. Montrer que f' est bornée sur R et que :

sup | f'(z)| < V2MyM,
rER

3. On suppose que g est une fonction de classe C* de R dans R telle que g et
g'" sont bornées sur R. On note :

Mo = sup |g(z)|, M3 = sup [¢g"' ()]
z€R z€R
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En appliquant ’inégalité de Taylor sur les segments [z, z + 1] et [z, z + 2], &
un ordre suffisant, montrer de méme que g’ et g” sont bornées sur R.

Solution :

1. I s’agit simplement de l’'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & la
fonction f, a 'ordre 1, soit entre les points x et = + h, soit entre les points x
et x —h.

En sommant ces deux inégalités, il vient :

|f(z +h) = f(z —h) —2hf'(z)]
<|f(x+h) = f(z) = hf' (@) + |f(x = h) = f(z) + hf'(z)|
< Myh2.

Ainsi £ 2017(2)] < Moh? + 20y et - |1()| < Mo +

Myh
2

2. % Si Ms = 0, f" est la fonction nulle, donc f est affine et comme f est
bornée, f est constante. On a donc f' = 0, soit sup |f'(z)| = 0, et la propriété

FASIN
énoncée est banale.
* 8i My # 0, une étude rapide de la fonction h € R} % + J\/[22h
montre que cette fonction est minimale pour h = 2]{\4/[0, le minimum valant
2
My My,

Ce qui démontre la propriété énoncée.
3. On a de méme : . M

l9(z +1) —g(z) —g'(x) — 5 9"(x)| < T2

gz +2) — g(x) — 2¢'(2) - 2¢"(x)| < 2413

On peut donc écrire :

o

{ 9@+ 39" (@) =0

29'(z) + 29" (z) = B

avec |a] < % +2My et |8] < 43% + 2My.

Le systéme précédent donne g'(z) et ¢"’(x) en fonction de « et 8, ce qui

prouve que ¢'(z) et g"(z) sont bornées indépendamment de z.

Exercice 19.
Soit (zn)n>0 une suite de réels strictement positifs tels que lirf Ty = +00.
n——+oo

On lui associe la suite (u,),>0 définie pour tout n > 0 par :

n
Ty
un, = []
i Tk +1
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1. Montrer que la suite (u,) est bien définie et qu’elle converge vers un réel
Atel que 0 < A< 1.

2. Donner un exemple de suite (z,) pour laquelle on a lim wu, = 0.
n—+o00

3. Montrer que A # 0 si et seulement si la série ) :1% converge.
n

4. On suppose que la suite (x,,) est définie par :

To > 1
Tppr =22, 020

Déterminer la limite de la suite (u,,).

Solution :

1. zy + 1 n’est jamais nul, donc la suite est bien définie.

Cette suite est & termes strictement positifs, et “E+tl — _Thtl _ -1

U Tpy1 + 1
La suite (uy,) est donc strictement décroissante, minorée par 0 : elle converge

.. s To
et sa limite A\ vérifie 0 < A < 7o + 1 < 1.

2. Prenons par exemple la suite x définie par zo = 1,Vn € N*,z, =n. On a
bien lim x, = 400 et pourn >1:
n—oo

ok 1
“":,};Ilk+1 =+l ool
3. La suite u converge vers A > 0 si et seulement si la suite Inu converge vers
In A
Or: In(uy) = 3 [In(zy) —In(a, + 1)) = — 3 In (14 L.

k=0 k=1 Tk

Ly~ L
T Tk
In (1+ ﬁ) converge si et seulement si la série de terme général ﬁ converge.
D’ot le résultat.

Comme z, tend vers +o0, In (1+ et la série dont le terme général est

4. x Par récurrence : Vn € N, z, = (z9)? et :

n
k

_ ok k=0 __ _2"ntl_q
[l 2= Il (x0)* =25~ =u5
k=0 k=0
On vérifie alors, par récurence, que :
n ontl_g ) x2”+1 ~1
[[@e+1)= 3> (20) =="L—r
£=0 j=0 9 — 1
antl_g
. T To — 1 -1
En conséquence : |u, = =0 ‘n+1( 0o—1) — Zo
:E(Z) -1 n—oo o
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Exercice 20.

Soit n € N tel que n > 2. L’espace vectoriel R” est muni de sa structure
euclidienne canonique, le produit scalaire étant noté ( , ) et la norme associée

Soit f une application de classe C* définie sur R & valeurs dans R, convexe,
¢’est—a—dire vérifiant pour tout (z,y) € (R™)?, et pour tout réel A € [0,1] :
F(=Nz +Ay) <A =N f(z) + Af(y)
Pour tout (h,z) € (R")? fixé, on définit la fonction ¢, . de la variable réelle
t par :
Pn,a(t) = f(z +th)
1. a) Montrer que ¢y, , est une fonction dérivable et convexe de R dans R.
b) En déduire que :
Ch,e(0) < @na(l) = n.o(0)

2. Montrer que pour tout (z,y) € (R*)?, on a :
(gradf(z),y — x) < fy) — f(=)

ol gradf(z) représente le gradient de f au point .

3. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et que gradf(0) = 0.
On suppose également que f est strictement convexe, c’est—a—dire qu’elle
vérifie pour tout (x,y) € (R*)2, tels que & # y, pour tout réel A €]0,1] :
F(A =Nz +Ay) <1 =A)f(z) + Afly)
a) Montrer que pour tout z € R*, f(0) < f(x), puis que si  # 0, alors
f(z) > 0.

b) Montrer que inf f(x) existe. On note cette valeur a.. Montrer
{zeRm,|lx|[=1}
que a > 0.

c) Montrer que pour tout ||z|| > 1, on a f(z) > a||z||. En déduire la valeur
de lim f(2).

||| =00

Solution :

1. a) * @, est de classe C!, comme composée de fonctions de classe C' et :
n
o () =5 hi 2L (2 1 th), avec h = (hy,... )
’ i=1 amz

* Soit (t,u) € R?, A € [0,1], on a:
Qon (At + (1= Au) = f(z+ Ath+ (1 — Nuh)
= f(A(z +th) + (1 — N)(z + uh))
<Af(z +th)+ (1= A f(z +uh)
< A@a,n(t) + (1= A)pan(u)
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et @z, p est bien convexe.

b) Par convexité, la corde joignant les points d’abscisses t = 0 et t = 1 se
trouve au-dessus de la tangente au point d’abscisse ¢ = 0, ce qui s’écrit :

02,1(0) < @o,n(1) = 9a2,n(0)

2. Ce qui s’écrit :

i=1
n

Soit, avec h =y —z : 3 (y; —fvl)axl( z) < f(y) — f(x), ou encore :

|(graif(x),y —2) < f(y) = f(@)]

3. a) En prenant = 0 dans la relation précédente :

Vy e R*,0< f(y)
Sl existait un point x # 0 tel que f(z) = 0, alors par convexité stricte, on
aurait :
f(%O + %m) < %f(O) + %f(a:), soit f(%a:) < %f(m) = 0, en contradiction
avec f(u) > 0 pour tout u.

> gl @) < fle+ 1) - (@)
of

b) La fonction f est minorée par 0 sur R", donc ”irlllf f(x) existe et sa
z||=1

valeur «a est positive ou nulle.

Comme {z/||z|| = 1} est fermé borné dans R" et f continue, o est une valeur
atteinte et donc a > 0

c) Soit x tel que ||z|| > 1, alors A = €10, 1] et f(Azx) < Af(z).

IIwII
Par conséquent :

a\f(H ”) f(z), soit f(z) > a[l] et :

1
1]l

lim f(z) =+
[z||—=+o0

Exercice 21.

Soit n > 2 et E = Ry, [X] espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
de degre inférieur ou égal a 2n.
Pour tout P € E, on définit :

Fiom 3 (=1)FPE0(g)
k=0

G:xw F'(z)sinz — F(z)cosz
ott PU)(z) désigne la dérivée 5 de P.

1. Calculer G'(x), dérivée de G. En déduire que :
/ P(x) sin(z) de = F(0) + F(r)
0
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2. On suppose que 7 est un nombre rationnel, c¢’est—-a—dire qu’il s’écrit sous
la forme © = g, avec p € N ¢ € N*. On pose, pour tout n € N, P, (X) =

%X”(p —qX)".

a) Montrer que pour tout j € {0,...n — 1}, P,(Lj)(O) =0.
b) Calculer pour tout j > 0, P,(Lnﬂ) (0).

On note alors F;, 'application associée a P, comme défini au début de cet
exercice.

c) Montrer que F,(0) € Z.

d) Montrer que pour tout x réel, P,(m — x) = P,(x). En déduire que
F,(m) € Z.

3. Pour tout n € N*, on pose :
I, = / P, (z)sin(z) dz
0

a) Montrer que pour tout n > 1,1, € N*.
b) Montrer que lim I, =0.
n—+00

c¢) En déduire que ’hypothese faite au début de la question 2. est absurde.
Conclusion ?

Solution :

1. Des calculs simples donnent :

F'(z) = Zn: (—l)kp(2k+2) (z) = Zn: (_1)k+1P(2k) ()
k=0 k=1
et :

G'(z) = (F"(z) + F(z))sinz = P(x)sinx
Donc :

/OWP(Z’) sinzdr = /OWG’(:E) dz = G(m) — G(0) = F(w) + F(0)

2. a) 0 est racine de multiplicité n de P. Aussi, pour tout j élément de
{0,...,n =1}, PY(0) = 0.

b) On a P(z) = % > Cﬁ(—l)””“p”*’“q’“m’”rk. Aussi, pour tout j >0 :
k=0
p(nti) (0) — C{lpn—jqj (n :'.7)' c7
n

c) Ainsi : F(0) = Y. (-1)FPZ(0) € Z.

k=0
d) On a, avec 7 = p/q :
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WP (r - X) = (r — X)"(p — q(r — X))» = L= (g ) = pp(x)

n

Donc P, (7 — z) = P(z), et par dérivation P{¥ (r) = (=1)*P¥(0) € Z, d'ott
F(r) € Z.

4. a) Le polynéme P est dans Ry, [X]. Il vérifie donc le résultat de la question
1. Aussi I,, = F(0) + F(n).

Par la question 2. b) F(0) € Z et par la question 2. d), F(7) € Z. Ainsi
I, €Z.

Mais sur lintervalle [0, 7] et en supposant que @ = p/q, t — P(t)sint > 0.
Ainsi I,, € N. Par continuité de cette derniere fonction, qui n’est pas la

fonction nulle, on a méme :

1 [7 X" xp"
Ll < & [ 20— gy dr < TR

b) De plus

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, puisque ’on
sait meéme qu’il s’agit du terme général d’une série convergente..

c) Une suite d’entiers strictement positifs ne peut tendre vers 0. L’hypothese
de la rationnalité de 7 conduit a une absurdité.

Conclusion : 7 est un nombre irrationnel

Exercice 22.

On considere le triangle numérique suivant, ou chaque nombre est obtenu
en additionnant les deux nombres de la ligne supérieure entre lesquels il est
placé :

0 1 2 3 4 )
1 3 5 7 9
4 8 12 16
12 20 28
32 48
80

1. Ecrire une fonction Pascal de deux variables n et k, avec k < n permettant
de calculer le (k4 1)°™ terme de la (n + 1) ligne et l'utiliser pour faire
calculer & 'ordinateur le nombre inscrit a la pointe du triangle d’ordre n.

2. Soit (ag ) une suite de nombres et soit n € N. On construit, selon le modele
précédent, le triangle numérique d’ordre n, obtenu en mettant sur la premiere
ligne les nombres :

Qg a1 Q2 e Qp

n+1 n n
a. Montrer Dégalité : > C¥, ap = Y Clap+ Y Ckapy
k=0 k=0 k=0
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b. Montrer, par récurrence sur n que le nombre inscrit a la pointe de ce
triangle est

n
> Chay
k=0

c. En déduire la valeur du nombre inscrit a la pointe du triangle d’ordre n
de la premiere question.

Solution :

l.Program ESCP23 ; uses crt ;
Var : n :integer
Function f(n,k :integer) :integer ;
Begin
If n=0 then f := k Else f := f(n-1,k)+f(n-1,k+1) ;
End ;
Begin
Readln(n) ; Writeln(f(n,0)) ;
Readkey
End.

n+1 n
2.a) > Clar=ap+ Y (CE+CE Nay +ann
k=0 k=1

n n—1
k k
=ap+ Y, Crar+ Y Crags1 + ant1
k=1 k=0

n n
k k
= E Cnak—|— E Cnak+1
k=0 k=0

b) Soit H,, la propriété : «si la premiere ligne du triangle est by, b1, ..., by,
n
alors le nombre inscrit a la pointe du triangle est > Cflbk, ceci quel que soit
k=0
le contenu de la premiere ligne du triangle ».
* Pour n = 0, le nombre cherché est clairement ag, qui est bien égal a
0
k

E Coak.
k=0
* Si le résultat est vrai a un certain ordre n, alors si ag, a1, ..., a,4+1 sont les
nombres de la premiere ligne, on a sur "avant-derniere ligne les deux nombres
obtenus a partir de ag,...,a, et a partir de ay,...,a,41, c’est-a-dire, par

n n
I’hypothese de récurrence : 3 CFap et S Cragyy.
k=0 k=0
En faisant la somme de ces deux nombres, on obtient le nombre inscrit
a la pointe du triangle d’ordre n + 1, soit, d’apres la question précédente
n+1
k
. Z CnJrl apg .
k=0
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Ceci prouve H,41 et on conclut par le principe de récurrence.

Remarque : on peut aussi chercher directement combien de fois ay, se retrouve
dans la sommation définissant le nombre écrit a la pointe du triangle, ce qui
revient & chercher le nombre de chemins joignant a; a la pointe, sachant
que chaque élément du chemin, en remontant depuis la pointe, est formé
de traits joignant un élément d’une ligne a 1’élément de la ligne précédente
immédiatement a sa gauche, ou immédiatement & sa droite. On voit ainsi
qu’il existe Cfl chemins possibles,. ..

n
¢) Dans notre cas particulier, on doit calculer Y kCF.
k=0
n

n n
Or: Y kCF = S kCh = 3> nChl =nont
k=0 k=1 k=1

‘ Le nombre écrit 3 la pointe du triangle d’ordre n est 1.27 7!

Exercice 23.

Une machine fonctionne avec deux combustibles, dont les quantités respec-
tives (positives!) sont exprimées en m?> et notées x et y. La puissance de la
machine est : E
P(x,y) = S
@9 = T2 ry?
ou k est un réel strictement positif.

1. Déterminer (x,y) pour que la puissance de la machine soit maximale.

2. Les combustibles valent tous deux a euros le m3. Déterminer (x,y) pour

" puissance

que le rappor soit maximal. Pour cela, on pourra procéder comme

suit :
poser f(t) = ﬁ » 9(z,y) = % pourz >0,y > Oet (z,9) # (0,0)

et montrer que :
a) en posant g(0,0) = 0, g est continue sur (R*)?;

1

6.R et en

b) pour tout R > 0, on a : max(z,y) > R = g(z,y) <
déduire que : max(z,y) > 2 — g(z,y) < g(1,1);

¢) g admet un maximum sur [0, 2] X [0, 2] atteint en un point de 0, 2[ % ]0, 2|
et déterminer ce maximum.

Solution :

1. Posons f(t) = ﬁ, on a P(x,y) = kf(z)f(y), pour tout (z,y) € Ry 2.

La fonction f est dérivable sur R* et f'(t) = (11+;tt)3
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1

1
Par conséquent P passe par un maximum au point (1, 1), ce maximum valant
k

16°

2. Le rapport puissance/prix vaut () = %g(m, y), donc ) est maximal lorsque
g est maximal.

a) Comme 0 < (vz — /7)* _:B—2\/_+y,0na2\/_ a:+yet:

La fonction f passe par un maximum pour ¢ = 1, ce maximum valant

0 < ) = < <
9@y = G2 (1+y) @ +y) v 3V
D’ou : lim z,y) =0.
(z,y)—(0, O)g( 2

b) Comme g(z,y) = f(2) f(y) g on a:
1

(@>Rouy>R) = g(,y) < f@)fW)F < 1op
Avec ¢g(1,1) = 32, )

¢) il y a un maximum, il est donc atteint en un point de W = [0, 2] x [0, 2].
La fonction g étant continue sur W et W étant un fermé borné, la fonction
g admet un maximum sur W.

Pour tout ¢ de [0,2], on a ¢(t,0) = ¢(0,t) = 0 et g(t,2) = g(2,t) < ¢g(1,1).
Le maximum ne peut donc étre atteint qu’en un point de 'ouvert W' =
10,2[ x 0, 2[, domaine sur lequel g est de classe C*.

on en déduit : max(z,y) > 2 = g(z,y) < g(1,1).

Ainsi le maximum de g est atteint en un point critique de g appartenant a
w'.

On trouve : . oy — 2y — 2:1:2)
9z Y = WE )20+ ) (a + )7
et de fagon symétrique :
dg w(x — zy — 2y%)
8y(x oY) = (14 2)?(1 +y)>?*(z+y)?

Les éventuels points critiques vérifiant z > 0,y > 0 sont donc solutions du
systeme :
—ay—222=0
S): Y~y
(5) {m—my—2y2:0
Avecz >0ety>0,0na:
—zy—22°>=0 y=zx 1
S) =Y = { y s r=y=1
S = e sy =0 = {8 o = e =v=}
Il n’y a qu'un point critique dans W', ce point est donc nécessairement le
point oll ¢ atteint son maximum sur W, donc sur Ry 2.

Le rapport puissance/prix est maximal pour z =y = %, ce maximum valant

27k
928a’
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Exercice 24.

Soit (n,p) € N?, avec n > 2. On pose :
e sint\n PTosintyn
1. Justifier 'existence de I,,.

2. On suppose dans cette question, que n est un entier impair fixé. Montrer
que les suite (ap)pen et (by)pen définies pour tout p € N par a, = Sy et
by, = Sap41 sont adjacentes et de limite commune I,,.

3. Montrer que I,, > 0, pour tout n > 2.

4. a) Montrer que pour tout ¢t € [0,1], 0 < %ﬂt < 1 et que la fonction

t SlTnt est décroissante sur [0, 1].

1 .
b) Soit a €10, 1[. Montrer que : lim (%nt)ndt =0.

n—-+o0o a
5. Montrer que pour tout NV € N tel que N > 2, on a :
N +ool+(fsinz)N—1 . 9
_ sin
Z (_1)nIn - /0 1 +$sinz ( T ) d
T

En déduire que la série > (—1)™I, converge et trouver une expression de sa
n>2
somme a ’aide d’une intégrale.

n=2

Solution :

1. La fonction t — (SlTnt)n est continue sur R} et se prolonge par continuité
par Len ¢t =0. )

De plus, pour tout n > 2 et t > 1, |(%ﬂt)n| < tln Ce qui prouve que I,
existe pour tout n > 2.

2. On a, par imparité de n :

ol kT sint\n =l [T k(_sint \n
Sp = E/ (5F7) dt = E/O (=)™ (7)) dt

k=0 Jkn k=0
S k(_sint \n
5 [t
. sin ¢ sin ¢ sint :
Or, pour t € [0,7] : T (h+ Dn < Py < Iy ce qui montre
que, pour tout pe N7 SZP < 52p+2 < S2p+3 < 52p+1-
Enfin :

0< S -9 :/ sint ndt < s
X P2p+1 2p o (t+2pﬂ') X (2p7T)n
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Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque p tend vers Uinfini, ce qui permet
de conclure.

3. Si n est pair le résultat est évident, par positivité de 'intégrale. Si n est
impair, la question précédente donne :

"o 1 1
Ly>a= [ (sint)"(£ - —L Yat>0
“ /0 (sint) (t” (t+7r)”)

4. a) Une étude élémentaire de f : ¢ — SlTnt donne :

e f est continue sur ]0, 1], et se prolonge en 0 par 1.

e [ est dérivable sur |0, 1] et pour tout ¢ dans cet intervalle

) = tCOSttiz_Sint. La dérivée en 0 s’obtient par lim F'(t) = 0. Le signe de
f" sur [0,1] est celui de son numérateur ou celui de ¢ — tant qui est négatif

sur [0,1]. Ainsi la fonction f est décroissante sur [0, 1].
sin ¢
t

b) Par la question précédente, si 0 < a < ¢t < 1, alors 0 <
et

Les inégalités 0 < < 1 sont maintenant évidentes.

si?t < sina <1

~X a ?

1
sinty\n sin @\
[ e < (11— ) (129)
ce qui donne le résultat souhaité.

5. Chacune des intégrales I, étant convergente, la somme étant finie, il vient
par calcul de somme de série géométrique :
N +ool_+_(—sinx)N71 . 9
5= [ sy,
n=2 0 o
que l'on peut également écrire sous la forme :

+o0 1 . 9 +o0 (—sinx)N—l . 9
/ sin & (Slgm) dx +/ - sinz (Slgm) dx
o 1+ 0 14+ 55F

x ; +
T Tz est continue sur R* (en 0 elle se prolonge par

e ; T
continuité par 1/2) et zgf}rloo I Fsnz

La fonction x —
= 1. Elle est donc bornée sur R*.
“+o0 1 . 9
Ainsi lintégrale / — (M) dz existe.
o 1+==0 7
La seconde intégrale existe donc également. Montrons qu’elle tend vers 0
lorsque n tend vers 'infini.

sin x
T

. 2 , . :
* La fonction z — ———( )~ est bornée sur RY, soit M un majorant

1+ sine

de cette fonction. ’
* On écrit, pour tout a tel que 0 <a < 1:

too . N—1 a, . N-1
‘smx‘ de = smx‘ dr +
0 z o 1T

. N—-1 +oo . N—-1
smx‘ di + ‘smx‘ da
x L x

1
a
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T lsing |V oy 1
0</1 |sine| dngl —rds =

La fonction z — % étant continue sur Rt et inférieure & 1 :

’

Soit € > 0. On choisi a < /3, puis N tel que

1
/

(par la question 4.b)

* Alors pour N assez grand, l'intégrale est majorée en valeur absolue par

Me, ce qui prouve bien qu’elle est de limite nulle.

sing |V 71
Tx‘ dr <a

—Nl_ 5 < €/3, et tel que

: N-1
sinz " gy < o

Ainsi la série ) (—1)"1,, converge et
n>2

= n e 1 sin |2
P In:/o s (8270

Exercice 25.

Soit R[X] espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On s’intéresse
aux suites (P,)n>0 de polynomes de R[X] vérifiant les trois conditions
suivantes (notées conditions (C) ) :

(1) Po(X)=1
(2) PL#0
(3) pour tout n € N, pour tout (z,y) € R?, P,(z+y) = Y. Pi(z)Po_i(y).
k=0
1. Montrer que la suite (P,) définie par P,(X) = XT:L vérifie les conditions
(©). '

2. On considere la suite (P,) définie par Py(X) =1 et pour tout n > 1 :

P(x) = TELWT Z,n)nfl

a) Vérifier que pour tout n > 1,P.(X) = P,_1(X + 1) (P} désigne le
polynéme dérivé de F,).

b) En déduire que cette suite (P,) vérifie les conditions (C).
3. Soit u une fonction de R dans R qui admet un développement limité & tout
ordre en 0 et telle que u(0) = 0,u'(0) # 0.

a) Soit € R donné. Montrer qu'’il existe une unique suite de polynomes
(Pn)n>o0 telle que pour tout n € N, il existe une fonction e, (z,t) telle que :
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n
et = S Py(z)th + t"e,(w, 1)
k=0
avec lim e,(x,t) = 0.
t—+oo

b) Montrer que la suite (P,)n>0 ainsi définie vérifie les conditions (C).

c) Expliciter les polynoémes P, lorsque u(t) = In(1 + t).

Solution :

1. Les conditions (1) et (2) sont immédiatement vérifiées. Quant & la condition

3):

n n k n—~k n
. Pe(z)Poi(y) = 3 %5 G—Lk)' = % > Chaty"=* = P,(z +y)
k=0 k=0 F: : " k=0
2. a) Il suffit de calculer la dérivée de P, :
_ 1 n—2
Pie) = B+ 2o bt (- 1) = EEREED (o)

b) Les conditions (1) et (2) sont immédiatement vérifiées. Quant a la
condition (3), effectuons une récurrence :

n—1 n—1

P (z+y) = Py a(zv+y+1) = Y Pr(a+1)Poa#(y) = > P (@) Po1k(y)
k=0 k=0

Effectuons le changement d’indice ¢ = k£ + 1; il vient :

Pz +y) = ; Pl(z)Po_i(y)

Fixons y et intégrons par rapport a x :

Pa(z +9) — Pu(y) = 3 (P:(z) — P(0)Pa_i(y)

i=1
On conclut avec P;(0) = 0 pour i > 1 et P,(y) = P,(y)Py(x).
3. Ecrivons le DL & 'ordre n > 1 de la fonction u, Soit, :

u(t) = a1t + ast? + -+ -apt™ + o(t") = Qn(t) + o(t™)
L’application ¢ — zu(t) s’annule en ¢ = 0; cela entraine que t eu(t)
admet un DL en 0 a 'ordre n, obtenu en tronquant a l’ordre n le polynome

no_k

> T (Qr(D)k.

k=0 k!

L’unicité de chaque polynome P, est déduite de l'unicité du DL.

b) A Dordre 1, e*u(t) = erart+o(t) = 1 4 gy xt + te (x, ).
Donc Pp=1et P (X)=a1 X #0, car a; #0.
De plus, comme e(*+¥)u(t) = ezu(Deyu(t) 1y relation (3) se déduit de Punicité
du DL et de la définition du produit de polynomes.

c¢) Pour u(t) = In(1 +t), on a u(0) =0,u'(0) =1 et :
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n
et = (L+1)" = 1+ Y Py(x)th + t"en(a, 1)
avec : =
Bo() = 1, ot pous tout 3 L. Pu(X) = X(X-1)- (X —k+1)

k!




9
ALGEBRE

Exercice 1.

Soit s € N, s > 2. On considere I’espace vectoriel M (R) des matrices carrées
d’ordre s & coefficients réels. Pour tout A € M,(R), on note ‘4 la matrice

transposée de A.
T1 Y1

Siz= : ety=1 : sont deux vecteurs de R*, on pose :
Ls Ys
S
(z,y) = > =1y
k=1

Si z € R®, on note ||z|]| = /(z, z) la norme euclidienne de z.
Enfin, si E est un sous-espace vectoriel de R?, on note E+ I'orthogonal de E.

1. On suppose dans cette question que s = 4, et on considere la matrice :
1 -1 1 1
1/ -1 1 -1 -1
P= 411 -1 1 1
1 -1 1 1
a) Calculer 'P et P2
b) Déterminer les valeurs propres de P et les sous-espaces propres associés.
Montrer que P est la matrice d’une projection orthogonale sur un sous—espace
de R* que l'on déterminera.
2. On revient maintenant au cas général (s quelconque). Montrer que la
matrice P € M,(R) est la matrice d’une projection orthogonale si et
seulement si on a P2 = P et P = P.
3. Soient P et () deux matrices de M (R) représentant chacune une projection
orthogonale. On suppose de plus que pour tout z € R® :
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1Pa|” + Q] < [l=[]* (%)
a) Montrer que PQ = QP = 0.
b) En déduire que P + () est la matrice d’une projection orthogonale.

4. Soient Py, P,,...,P,, n matrices représentant chacune une projection
orthogonale de R* et telles que P, + P» + --- + P, = I, ou I est la matrice
identité de M;(R).

Montrer que pour toute partie non vide E de {1,2,...,n}, > P est la

keE
matrice d’une projection orthogonale de R?.

5. On se place & nouveau dans R* et on considere la matrice :
11 0 O
111 1 O 0
@= 2({0 0 1 -1
0 0 -1 1
a) Montrer que ) est la matrice d’une projection orthogonale de R*.
b) Montrer que P et ) vérifient la relation (), ou P est la matrice de la
premiere question. Que peut-on dire de P + Q 7

Solution :

1. a) On trouve {P = P? = P.

b) P est une matrice de projecteur (non dégénéré), ses valeurs propres sont
donc 0 et 1.
L’image de P est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 et est
engendrée par le vecteur (1 —1,1,1).
Le noyau de P est ’hyperplan H d’équation z — y + z + t = 0 (regarder les
lignes de P). Cet hyperplan est 'orthogonal de Vect(1 — 1,1,1) et P est le
projecteur orthogonal sur H.

2. » On P? = P si et seulement si P représente un projecteur.

* P est une matrice symétrique si et seulement si elle représente, dans la
base canonique de R®, un endomorphisme admettant une base orthonormée
de vecteurs propres.

Donc une matrice de projecteur est symétrique si et seulement si Im P
et Ker P (qui sont les sous-espaces propres) sont orthogonaux, donc si et
seulement si P est une matrice de projecteur orthogonal.

3. a) Soit = € R?, appliquons (%) au vecteur Pz :
|1P?2|)* + |QPz||* = || Pz||* + [|QPz||* < || Pz
Donc ||QPz||* <0 et QPz = 0. On montre de méme que PQz =0 :

b) x P et () sont symétriques, il en est de méme de P + Q.
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* (P+Q)=P’+Q*+PQ+QP =P +Q*=P+Q.
Donc P + @ est une matrice de projecteur orthogonal.

4. Comme Py, ..., P, sont n matrices de projections orthogonales telles que
lon ait Py +---+ P, =1, il vient :

[1Pil” + - + | Paa|® = (Pra, Pra) + - + (P, Pya)

<£I?,tP1P1JJ> + -+ <:U,tPnPnJ,’>

(z,P{z) + -+ (z, Piz) = (2, (P + -+ + Py)7)
[l

Ainsi, si k # ¢, on a stirement ||P,x||? + || Ppz|]? < ||z]|? et donc PP, = 0.

Il S’ensuit que : (Y Py)? = Y. PP = Y Pi, donc Y P est une matrice
k€eE keE keE keE

de projection.

Comme Y Py est encore symétrique, il s’agit méme d’une projection or-
kel
thogonale.

5. a) On vérifie que 'Q = Q% = Q.

b) Pour m = (x,y, z,t) on obtient apres calculs :
1Pl + |Qml? = 2® + y* + 22 + 2 — L@ —y — 2 = 1) < JJal 2.
Donc P + @ est une matrice de projecteur orthogonal, ce qui se vérifie

facilement directement.

Exercice 2.

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme T}, € R[X] tel
que pour tout z réel : T),(cosz) = cos(nz).
Déterminer le degré de T,.

2. a) Montrer que Papplication :
1
P(HQ@)
P,Q)— / =t dt
( ) —1yV1—1¢2
définit un produit scalaire sur R[X].

b) Montrer que la famille (7),),>0 est une famille orthogonale de R[X]
muni de ce produit scalaire. Déterminer la norme de T,.

Solution :

1. To(cosz) = cos(0.2) = Tp=1;
Ti(cosx) =cos(lx)y = Ty =X
Supposons la famille construite jusqu’a un certain rang n > 1, on a :
cos((n + 1)x) + cos((n — 1)) = 2 cosx cos(nx)
On peut donc prendre T4 (X) = 2X T, (z) — Tr—1(X)
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Enfin si Vo € R, T, (cosz) = Qp(cosx) = cos(nz), les polynémes T), et Q,
concident en tout point de [—1,1], donc T}, — @, a une infinité de zéros et
est le polynome nul, ce qui prouve 1'unicité.

2. a) La fonction & intégrer est continue sur ]—1,1[ et la convergence de
I'intégrale pour la borne 1, résulte de la regle de Riemann, puisqu’il existe M
tel que :

|[P()Q()] M
\/1 — 2 < t)l/z

On procede de méme pour la borne —1.

Ceci étant dit, il est clair que D’application proposée est bilinéaire et
symétrique.
P

Vo
intégrer est nulle sur |—1,1[, donc que si P est le polyndéme nul.
On a bien défini ainsi un produit scalaire.

Enfin > 0, ’égalité ne pouvant avoir lieu que si la fonction a

b) Par le changement de variable ¢t = cosw :

T ()T (¢ )d —/ wsinudu = /7T cos(nu) cos(ku) du.
V1—¢2 | sin u| 0
On a : cos(nu) cos(ku) = %(cos((n + k)u) + cos((n — k)u)).
* Si k # n, Uintégration se fait sans probleme et l'intégrale est nulle :
La famille (7},)nen est orthogonale
*Sik=n=0, l’intégrale vaut 7 et ||To]| = /7.

™

1 (1 + cos(2nu)) du = % et donc :

*Sik=n#0, /
\/1—162
IToll = V7 Vo > LTl = /5

Exercice 3.

On considere 'espace euclidien R®, muni de son produit scalaire usuel.

T Y1

. L2 Y2
Soient X = . et Y = . deux vecteurs non nuls de R™.

Tn Yn

1. Calculer les produits matriciels XX Y et X Y.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
B = X Y. Cette matrice est-elle diagonalisable ?
On précisera également son noyau et son rang.
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3. Montrer réciproquement que toute matrice M € M, (R) de rang 1 peut
s’écrire sous la forme M = X Y, avec X et Y deux vecteurs non nuls de R”.
Sont-ils uniques ?

4. On considére la matrice A = (a; ;) € My (R), de coefficients :
[ 6i=1 sii=j
aij =0ij +Tiy; o {61; =0 sinon.

A quelle condition (nécessaire et suffisante) portant sur X et Y la matrice
A est-elle inversible 7 Expliciter alors son inverse.

Solution :

n
1. Un calcul immédiat donne : ‘’X.Y = Y z;y; = (X,Y)
i—1

1=
T1Y1 e I1Yn
et : Xty = :

2. La matrice B = X Y est de rang 1 (toutes ses colonnes sont proportion-
nelles & la premiere colonne X). Ainsi dimKerB = n — 1 et 0 est valeur
propre, le sous-espace propre associé étant de dimension (n — 1).
De plus Im B = Vect(X), et : BX = XY X = (X,Y)X.
Notons qu’un vecteur propre de B associé & une éventuelle valeur propre non
nulle est nécessairement un vecteur de I'image de B.
Ainsi, si (X,Y) # 0, on obtient une base de vecteurs propres de B en
complétant une base de Ker B par X et B est diagonalisable, les valeurs
propres étant 0 et (X,Y).
En revanche, si (X,Y) =0, 0 est I'unique valeur propre de B et B n’est pas
diagonalisable.

B est diagonalisable si et seulement si (X,Y) # 0.

3. Si M est une matrice de rang 1, toutes ses colonnes (Cy,...,C,,) sont
proportionnelles & une méme colonne X, soit C; = y; X. On a alors
Y1
Y2
M=Xt, avecY = | .
Yn
Il n’y a pas unicité, puisque si (X, Y") est solution, pour tout a # 0, (aX,Y/a)
est également solution.

4. On a immédiatement A = I + B. Les valeurs propres de A sont donc 1 et
1+ (X,Y), et A est inversible et seulement si (X,Y)+ 1 # 0 (car dans ce cas
0 n’est pas valeur propre de A).
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On a B? = (X,Y)B, donc (A —1)? = (X,Y)(A-1I), d’ot :
A2 ((X,Y) + 2)A = —((X,Y) + )]
(X,Y)+2)I—A
X, Y)+1

et Al =

Exercice 4.

Si (An)nen est une suite de matrices de M3 (R) avec pour tout n € N,

cn  dp
(an), (bn), (cn) et (d,) sont convergentes. La matrice :

lim a, lim b,
A= n—o0 n—o0 c MZ(R)

b . . . . .
Ay =% On ) , on dit que la suite (4,) converge si les quatre suites réelles

lim ¢, lim d,
n—roo n—roo

est alors appelée limite de la suite (4,,).

Si M € M5(R), on pose pour tout n entier naturel :
n
Sp(M)=>Y MF=L+M+---+M"
k=0
ou I> désigne la matrice unité de My (R).

1. Soit (A;) une suite de matrices de M2(R) qui converge vers A et P une
matrice de M2(R). Montrer que la suite (PA,,) converge vers PA. Que peut-
on dire de la suite (4,P)?

2. Soit A € M>(R) et P une matrice inversible de My (R).

a) Exprimer, pour n entier naturel, S,(P~tAP) en fonction de S, (4) et
de P.

b) En déduire que la suite (S, (4)) converge si et seulement si la suite
(S,(P~'AP)) converge.
3. Soit 4 un endomorphisme non diagonalisable de R? admettant une valeur
propre a.

a) Préciser ’ensemble des valeurs propres de u et la dimension de I'espace
propre de u associé a la valeur propre a.

b) Soit e; un vecteur propre de u associé & la valeur propre a et ex un
vecteur de R? tel que B = (eq, e2) soit une base de R?. Justifier I'existence

d’un tel vecteur e, et montrer qu’il existe b € R* tel que la matrice de u dans
la base B soit égale a (8 2) . Déterminer alors la matrice de u dans la base
C = (bey,es) de R2.

4. Soit a un réel et T la matrice (8 i)

a) Calculer, pour tout entier naturel n, la matrice 7.
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b) En déduire que la suite (S,(T)) est convergente si et seulement si
a €]—1,1] et calculer alors la limite de cette suite.
5. Soit A € M3(R) admettant au moins une valeur propre réelle.

a) Montrer que (S,(A4)) est convergente si et seulement si les valeurs
propres de A appartiennent toutes & |—1,1].

b) Calculer, pour n entier naturel, (I, — A)S,(A) et en déduire que, lorsque
la suite (S,(A)) converge, sa limite est égale & I'inverse de la matrice I, — A.

Solution :

1.SoitAn:<a" b”),A:lim An:<z b) etP:(‘f Z).Alors:

Cp, dn n—oo d
PA, = ( Pontacn pbn + qdn pat+qe pbtaqd _
ra+ sc rb+ sd

ran + scp by + sdy
On montre de méme que (A4, P) converge vers AP.
2. a) Pour tout entier k, (P~*AP)* = P~'A*P et donc :
S, (P~LAP) = P~15,,(A)P.
b) * Si la suite (S, (4)) converge vers S(A), alors (P~1S,(A)P) converge
vers P71S(A)P.

% On obtient I'implication réciproque en remarquant que si A’ = P 1AP,
alorsona: A=P~tA'P avec P' = P71,

) converge vers (

3. a) Comme u n’est pas diagonalisable, a est sa seule valeur propre et le
sous-espace propre associé est de dimension 1.

b) ey est propre, donc non nul et (e1) est une famille libre, que ’on peut

compléter en une base B = (e, ez).La matrice de u dans cette base est
b . . . .

de la forme 8 c)’ mais le fait que u ait a pour unique valeur propre

impose ¢ = a et le fait que u ne soit pas diagonalisable impose b # 0. Donc

C = (be1, e2) est encore une base et Mc¢(u) = (8 i .

n n—1
4. Par récurrence, ou par la formule du binéme : Vn € N, 7" = (ao mZn > .

n n
E ak E ka’“’l
b) Ainsi S,,(T) = | *=° k=1 et (Sn(T)) converge si et seule-

0 > at
. k=0
ment si —1 < a < 1 et on a alors :

s = (077 LT
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a ¢
0 b)’
¢ =0 si A est diagonalisable et ¢ =1 si a = b et A non diagonalisable.

avec

5. a) Il existe P € GL2(R) telle que A = PTP~! avec T =

Notons que a et b sont les valeurs propres de A et que (Sn(A)) converge si
et seulement si (S, (7)) converge.

ak 0
Sic=0,8,(T)=|"*

n

=0
0 > at

k=0
Sic=1, a=0betle calcul a été fait en 4. b).
Dans tout les cas (Sn(A)) converge si et seulement si —1 < a < 1 et
-1<b< 1.

b) Facilement, par télescopage : (I, — A)S,(A) = I, — A™FL.

Si la suite (S,(A4)) converge, alors A"t =S, (4) — Sn(A) — Oet:
(I — A)S(4) = nlLII;O[(IQ — A)S,(A)] = I, ce qui prouve que I — A est
inversible (on le savait car 1 n’est pas valeur propre de A) et que :

S(A) = (I - 4)~*

Exercice 5.

Soit n un entier naturel tel que n > 3 et A € M, (R) définie par :

11 1 - 1
10 - - 0
A=1]1 : :
10 - - 0

et ¢ I’endomorphisme associé a A sur la base canonique de R”.
Déterminer une base du noyau de ¢ et une base de 'image de ¢.
En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

Solution :

1. On remarque que la matrice A (donc I'endomorphisme associé ¢) est de
rang 2 (les deux premieres colonnes sont indépendantes, les autres étant
proportionnelles & la seconde).

n
L’image Im ¢ est de dimension 2 ; une base est, par exemple : (e1, Y e;).
i=1
Par le théoréme du rang, le noyau Ker ¢ est de dimension (n —2). En utilisant
les colonnes de A, la famille (ex — e3,e2 —ey,...,es — e,) forme une base de
ce noyau.
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2. Ainsi 0 est valeur propre de A, et le sous-espace propre qui lui est associé
est Ker A de dimension (n — 2).

Les vecteurs propres de ¢ associés aux valeurs propres non nulles sont dans
Im ¢ (puisque p(z) = Az, A # 0).

n
Soit (e1,v), avec v = Y e; la base de Im ¢ précédemment déterminée, et ¢

i=1
I’endomorphisme de Im ¢ induit par .

On a®(e1) = v,¢(v) =v+ (n —1)e;. Donc M = M., (¥) = <(1) n I 1)

Les valeurs propres de 1) sont A\, = 1+vin-—3 Vém_?’ et Ay = l-vin-3 Vém_?’ et on

peut prendre pour vecteurs propres associés (\; — 1)e; + v.

Ces valeurs propres et ces vecteurs propres sont les éléments propres de ¢
manquants.

La matrice A est donc diagonalisable, ce que 1’on savait depuis le début de
I’exercice, puisqu’elle est symétrique réelle.

Exercice 6.

1. Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté ( , )
et la norme associée || - ||.

Soit f un endomorphisme symétrique de E.

On note « la plus petite valeur propre réelle de f et w la plus grande valeur
propre réelle de f.

1. a) Montrer que, pour tout z € E, «||z|* < (z, f(z)) < w|z]].

b) Existe-t-il un vecteur non nul z de E qui vérifie (z, f(z)) = w||z|*?
Est-il vrai que si 7 est un réel tel que, pour tout = € E, (z, f(z)) < r||z||?
alorsr > w?

Répondre aux questions analogues concernant a.

2. Montrer que, pour tout n € N* et toute famille (z;)1<i<n de réels,

L n—1 n—1
23 2?2 4+2 Y miwp =22+ Y (@ +wi1)? + 22
i=1 i=1 i=1

t
¢ n n—1 n—1
23 @} =2 ) wmiwip =i + ) (w7 — wi1)? +
i=1 i=1 =1

3. Soient un entier n > 2 et un réel k.

k1 0 ... 0
1 k1 "o

On considére la matrice A= | o 1 0 | € Mn(R).
ko1
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On note « la plus petite valeur propre de A et w la plus grande valeur propre
de A.

a) Montrer que k —2 < a et que w < k + 2.

b) Montrer ensuite que a<k—-—1etquew>k+1.
On cherchera une colonne non nulle X € anl(lR) telle que 'XAX <
(k — 1)'XX et une colonne non nulle Y € M, 1( R) telle que 'YAY >
(k+1)tYY.

Solution :

1. a) Comme f est un endomorphisme symétrique, il existe une base or-
thonormée B = (ey, ea,...,e,) de R” telle que Mg(f) = diag(\1,...,\n).

Soit z = i xie;, on a f(x) = i xz\ie; et (x, f(z)) = i DY

n n
Ainsi : a||z]* = a Y 22 < Z 22N\ <w Y 2?2 = wl|z]]?, soit :
i=1 i=1

a||x||2 (z, f(2)) < wll2]]?
b) Si z est un vecteur propre associé a la valeur propre w, on a :

(z, f(2)) = (z,wz) = w2
La réponse est «oui», car si cela est vrai pour tout vecteur z, cela est vrai en
particulier pour un vecteur propre z associé a w et on a alors w||z||? < r||z||?,
e > w.
De méme, si z est propre pour la valeur propre «, alors (z, f(z)) = (z, az) =
al|z||? et si, pour tout z, (z, f(z)) > r||z||?, alors r < a.
2. Il suffit de développer les seconds membres et on retrouve bien les premiers
membres.
3. a) R™ étant muni de sa structure euclidienne canonique, A traduit un

endomorphisme symétrique u. Pour tout vecteur x € R™, en notant X la
matrice colonne associée au vecteur x, on a :

n n—1
(T,u(z)) =" XAX =k Y 2?2 +2 Y miwip1
i=1 i=1

n n—1 n
=(k=-2) Y ai+ai+ X (witain) +a, > (k—-2)) =
i=1 i=1 i=1
On en conclut donc que a > k—2 (cf. 1. b) ).

De méme :
n n—1
(z,u(z)) =k Z zi +2 Z TiTit1
n—1 n
— (k+2) Y a2 — (a7 + Z(a:l+xz+1> +ap) < (k+2) 3 a7
=1 =1 =1

On en conclut donc que w < k + 2 (cf. 1. b) ).
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1

b) x Soit X = | o [, ona’XAX =2k —2et *XX = 2. Ainsi, si x

est le vecteur associé a X, on a (z,u(z)) = (k — 1)||z||?, ce qui prouve que
a<k-—1.

De méme la considération de la colonne Y = | (| et du vecteur y associé

donne (y,u(y)) = (k + 1)||y||?, ce qui prouve que w > k + 1.

Exercice 7.

Soit n entier naturel supérieur ou égal & 2. On considere un espace vectoriel

euclidien F muni du produit scalaire (-,-) et F et G deux sous-espaces

vectoriels de F respectivement engendrés par les familles (x1,...,2,) et

(y1,---,yn) de E.

On suppose de plus que : V(i,j) € [1,n]? (zi,z;) = (vi,y;) et on pose
n

pour tout j € [1,n], z; = > (zi, z;)e;, ol la famille (e, ...,e,) est la base

i=1
canonique de R".

1. Soit p € [1,n]. Montrer I’équivalence des deux assertions :
i) la famille (z1,...,z,) est liée.
i7) la famille (z1,...,2p) est liée.

2. En déduire que dim F' = dim G.

Solution :

p
1. 4) = 4i). S'il existe (A1,...,Ap) réels non tous nuls tels que > A\jz; =0,
i=1
par bilinéarité du produit scalaire, on a :
p p n n p
2Nz =20 A 2w mg)es = ) (wi, ) Ajwjlei =0
j=1 j=1 " i=1 =1 j=1
et la famille (21, ..., zp) est liée.
P
it) = 1). Sil existe (A1,...,\p) réels non tous nuls tels que > Ajz; =0,
i=1
alors :
p n n p
0= 2 A > (@i, zj)ei = Yo (wi, )2 Ajxj)e
j=1 " i=1 =1 j=1

P
Donc, par liberté de (e1,...,e,) : Vi € [1,n], (z;, > Ajz;) =0, d’ou :
j=1
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p ) P P

1Y Njzill> = (X Xizs, Yo Ajzj) =0et > N =0 : la famille (24, ..., )
j=1 i=1 j=1 i=1

est liée.

2. Une famille est libre si et seulement si elle n’est pas liée.
On vient donc de démontrer, & la numérotation des vecteurs pres, qu’une sous-

famille de (z1,...,,) est libre si et seulement si la sous-famille correspon-
dante de (21, ..., 2,) est libre et donc si et seulement si la sous-famille corre-
spondante de (y1,...,yn,) est également, puisque V(i, ) € [1,n]?, (z;,z;) =
(y4i,y;) et donc les calculs sont les mémes avec la famille (y1,...,yn).

Ainsi les familles (zy,...,x,) et (y1,...,yn) ont le méme rang et dim F' =
dim G.

Exercice 8.
Soit n un entier naturel, n > 2. Soit E = C,[X], 'espace vectoriel des
polynomes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n.
1. a) Soit A € C donné et P(X) = (X — \)*, avec 1 < k < n. Montrer que P
est divisible par son polynéme dérivé P’.

b) Réciproquement, soit P € E divisible par son polynéme dérivé P'.
Déterminer la forme de P.

2. Soit u ’application définie sur E par, pour tout P € E :
w(P)(X) = (X2+1)P'(X) —nXP(X)
a) Montrer que u est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

c¢) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Solution :

l.a) Ona: P = k(X — \)F~! et P est divisible par P, le quotient étant
2(X =)

b) Si P est divisible par P’, le quotient @) est du premier degré et P = QP'.
* Si deg P = 1, alors P’ est un polynéme constant et on a bien P’ qui divise
P.
* Supposons donc n = degP > 2, dou degP' = n —1 > 1, et soient
21,22,...,2k les racines de P’ d’ordres de multiplicité respectifs aq, ... ag.
Comme P’ est un facteur de P, les nombres z1, 29, . . . , 2 sont encore racines
de P, donc d’ordres de multiplicité a; +1,...ap + 1.
Par conséquent (a1 +1) +---+ (ap + 1) = a1 + -+ - + oy + k < n, alors que
a1 +---+ar =n—1. On en déduit k <1 et comme k> 1,onak =1 et
a; =n—1.
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Ainsi P admet une unique racine & l'ordre n et est de la forme 3(X — \)™.

2. a) La linéarité de u est évidente et pour k < n :
w(X*) = (X2 + D)kXF L — Xk = (K —n) XA 4 g XEL

* Si k < n, u(X*) est de degré k + 1, donc appartient & E ;
*xsik=n,u(X")=nX""1!€E.
Ainsi, par linéarité, 'image par u de tout élément de E est encore un
élément de F et u € L(E). Notons d’ailleurs que si degP < n, alors
degu(P) = deg P + 1 et donc les éventuels polynémes propres sont de degré
exactement n.

b) Soit A une valeur propre (donc a priori complexe) de u et P un polynéme
propre associé. On a :

w(P) = AP, ie. (X2+1)P'(X)=nX+M)P(X) (%)

* SinX + X divise X% + 1, alors A = ni ou A = —ni.

e Si A = —ni, il reste (X +4)P'(X) = nP(X), P’ divise P et d’apres la
premiére question P est de degré n et admet —i pour unique racine (car —i
est racine de P!) :

—ni € Specu et E(_p;(u) = Vect((X +1)")
e De la méme facon :
ni € Specu et E(p;(u) = Vect((X —1i)")
* Si nX + X ne divise pas X2+ 1, alors (*) montre que i et —i sont racines de
P et P est divisible par X2 + 1. Désignons alors par k, avec 1 < k < |[n/2]
le plus grand entier tel que (X? + 1)* divise P :
P(X) = (X% +1)*Q(X), avec Q(i) # 0 ou Q(—i) # 0

La relation () devient : (X? + 1)Q"(X) = [(n — 2k)X + \]Q(X).

e Si Q@) 0 alors A = —(n — 2k)i et (X +1)Q(X) = (n — 2k)Q(X). On
déduit alors de la premiére question que —i est I'unique racine de @, cette
racine étant d’ordre n — 2k :

—(n —2k)i € Specu et E(_(n_opyy(u) = Vect((X? + 1)*(X 4 i)"—2F)
e Si Q(—i) # 0, on obtient de méme :
(n —2k)i € Specu et E((,_ap)i)(u) = Vect((X? + 1)F(X — i)~ 2¥)
c¢) Finalement les valeurs propres de u sont —ni, —(n —2)i, ..., (n —2)i, ni,
donc sont au nombre de n+1. Comme E est de dimension n+ 1, on en déduit
que u est diagonalisable.

Exercice 9.

Soit p € N,p > 2. On considere 'espace vectoriel M, (R) des matrices carrées
d’ordre p & coefficients réels. Pour tout A € M,(R), on note ‘A la matrice
transposée de A.
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T 'A%

Six= : et y = : sont deux vecteurs de RP, on pose :
Tp Yp
P
(@) = ¥ o

Si z € R”, on note ||z|| = \/{(z, ) la norme euclidienne de z.
Enfin, si E est un sous-espace vectoriel de R, on note E+ I'orthogonal de E.
1. Soit A € Mp(R).

a) Montrer que Im(4) C [Ker(tA)]*.

b) Montrer que [Im(A4)]+ C Ker(‘4).

¢) En déduire que Im(A) = [Ker(‘4)]*.

2. On considere la matrice A € M,(R) définie par :

00 ... ... ... 0

Lo :
a=|’ :

: . " .0

0 ... .. 0 250

a) Déterminer le noyau de ‘A.

b) Montrer que tout vecteur € RP se décompose de maniére unique sous
la forme : z = 2’ + Az, avec 2’ € Ker(*4) et 2" € Im(A).
On pose alors z'" = u(x). Vérifier que 'on définit ainsi un endomorphisme de
RP. Déterminer la matrice B associée & u dans la base canonique de RP.

c) Montrer que AB est la matrice de la projection orthogonale sur 'image
de A.

d) Calculer BA. Que constatez-vous ?

3. Reprendre la construction et les calculs précédents pour une matrice A
quelconque de M, (R).

Solution :

1. Notons par une méme lettre un vecteur de RP et la matrice colonne
canoniquement associée.

a) Soit y € Im A, il existe © € RP tel que y = Az. Si u est un vecteur
quelconque de Ker?A on a : (y,u) = (Az,u) = {(Az)u = tat Au = (2, Au) =
(z,0) = 0. Donc y € [Ker!A]* et :
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Im(A) C [Ker(‘4)]*

b) Soit € [Im A]*, on a pour tout vecteur y de RP : (z, Ay) = 0. Donc
pour tout y € RP, (*Ax,y) = 0 et Ay est orthogonal & RP et est donc le
vecteur nul, i.e. y € Ker(*A) :

| [m(A)]- € Ker(‘4)]

¢) Le résultat b) donne, par passage a I'orthogonal : [Ker(*A)]* C Im(A)
et grece a a) :

|Im(4) = [Ker(‘4)]* |

2. a) YA est clairement de rang p — 1, donc son noyau est de dimension 1.
La premiére colonne de A étant nulle, son noyau est la droite engendrée par
le premier vecteur de la base canonique (e1,...,ep) de RP. Son image est
engendrée par les vecteurs colonnes de ‘A, donc en fait par e1,ea,...,€e, 1.

P
b) Soit x = Y w;e;. Pour i € [1,p— 1], on a: Ae; = %ei+1 et donc :
i=1

4 p—1
T =me + Y xie; =1x101 + A( /L..’Ifi+1ei)
i=2 i=1
p—1
On a bien z' = z1e; € Ker(*A) et 2" = 3" izi1e; € Im(PA).
i=1

i=
L’application = — z' est clairement linéaire et :

0 1 0 ... ... 0
0o . 9 .
B =
0
: .. . . p—l
O ... ... 0 0 0

c) AB = diag(0,1,...,1), qui est bien la matrice de la projection orthogo-
nale sur Im A = Vect(es, ..., ep).

d) De méme BA = diag(1l,...,1,0) qui est la matrice de la projection
orthogonale sur Vect(ey, ..., e, 1) = Im(*4) = (Ker 4)*.
3. Si A est une matrice quelconque de M, (R).
D’apres 1. on a R? = Ker(*A) @ Im(A) = Ker(A) @ Im(*A).
Soit z € RP. On peut écrire x = x' + Ay, avec 2’ € Ker(*A) et y € RP.
Le vecteur y s’écrit y = u + 2", avec u € Ker A et 2 € Im(*A).
On obtient donc x = z' + Az", avec 2’ € Ker(*A) et 2" € Im(*A4).
Siz=a+ Az" = 2] + Az{ sont deux telles décompositions, on a :

) —z' = A(z" — oY)
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Dot z} — x1 = 0, car Ker(*4) et ImA sont supplémentaires, donc
d’intersection réduite au vecteur nul.

Ainsi 2" — 2} € Ker A et comme ce vecteur appartient aussi & Im(*A) =
[Ker A]*, il s’agit du vecteur nul.

Finalement la décomposition est bien unique et u est bien une application.
La linéarité de u est évidente.

Par construction : ABzx = AB(z' + Az") = Ax" = pima(z), donc AB =
Py 4.

D’autre part, z = y' +y", avec y' € Ker A et " € Im(*A). On en tire :
BAr = BAY" = y" = pim(ta)(2), soit BA = Pyy¢a.

Exercice 10.

Soit E I’ensemble des polyndémes P & coefficients réels vérifiant :
P(X)P(X +1) = —P(X?) (%)

1. Trouver les polynémes constants vérifiant la relation (x).

2. On suppose désormais que P € E a un degré supérieur ou égal a 1.

a) Soit « une racine (éventuellement complexe) de P. Montrer que Vp €
N, o?" est également racine de P. Que peut-on conclure sur le module de a ?

b) Montrer que si « est racine de P, alors (a — 1)? est également racine de
Pp.

c¢) Quelles sont les racines possibles de P ?
d) Montrer que P est de la forme P(X) = —X"(X —1)", avec n > 1.

3. a) Montrer que :

1
P.Q)» [ PR
définit un produit scalaire sur R[X]. ’

b) La famille des polynomes ([X"(X — 1)"]("))n>1 est-elle orthonormée
pour ce produit scalaire ?
(On rappelle que S™ désigne la dérivée n®™ du polynome S)

Solution :

1. Si P est un polynoéme constant C la relation (%) est équivalente a
C?>+C=0,s0it C=00uC =—1.

2. a) Supposons que P(a) = 0. La relation () entraine alors que P(a?) = 0,
donc en itérant ce processus, P(a*) = 0, et par une récurrence immédiate
P(a*") = 0, pour tout p € N.
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On en déduit que || =1 ou @ = 0. En effet, P admettant un nombre fini de
racines distinctes, il existe p > ¢ tels que " = o*” soit @ = 0 ou ®" 2" =1,
ce qui entraine |a| = 1.

b) Utilisons la relation (x) avec 0 = P(a — 1)P(a) + P((a — 1)?), ce qui
entraine que (o — 1)? est racine de P. En appliquant la question 2.a, il vient
a=louja-1=1
En conclusion, si P(«a) = 0, alors :

lal =1
a=0oua=1ou et
la—1] =1
¢) La troisitme condition se réécrit |e?* — 1| = 1, avec t € [0,27[. Or :

et —1 =e/?(2i sin%) et donc |et — 1] = 2sin%
et :
et —1] =1 = sin(t/2) = 1/2, soit t = ﬁ:% + 2k
Par suite @ = —j ou a = —j52.
L’ensemble des racines possibles de P est donc S = {0,1,—j,—j?}. Or si
—j est racine, (—j)? = j2 également, ce qui n’est pas le cas. De méme avec
—42. Ainsi :
S c{o,1}
d) Ainsi, P est de la forme P(X) = AXP(X —1)4, avec A € C* et p,g € N.
Ecrivons alors la relation (*) pour un tel polynome :
MXP(X —1)9(X +1)PX9+ AX?P(X2-1)1=0
ou :
XP(X -1 MX +1)PX?T+ XP(X +1)7] =0
donc :
AMX +1)PXI4+ XP(X + 1)1 =
Comme les termes de degré (p+ q) doivent se simplifier, il vient A = —1, puis
en substituant a X la valeur 1 : 27 = 2P, soit p = q.

Réciproquement les polynémes de la forme —X™(X — 1)" sont solutions de
(%)
3. a) C’est quasiment une question de cours.

b) Soit pour tout n > 1, P,(X) = X"(X —1)". C’est un polyndme de degré
2n, et 0,1 sont des racines de multiplicité n.
Soit n > m. Une intégration par parties donne :

1 1
| PR op @ = [PV o), - [P R e
0 0

1
:i/%“Wm#MWMt
0
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car 0 et 1 sont des racines de P,(lnfl)(t). En recommencant ce processus n
fois, on obtient :
1 1
./%WMWWMh44ﬁ/mw%ﬁ“w¢=mwmmaww
0 0
est le polynéme nul.

La famille donnée est donc orthogonale pour ce produit scalaire. Par contre
elle n’est pas orthonormée, car :

/113}/’) (P (t) dt = (—1)”(2n)!/1t”(t 1) dt
0 0

1
Notons I(p,q) = / t?(t — 1)? dt. Une intégration par parties donne :
0

1
_ _4q p+1lp _ 1Va—1 340 — _ _ 9 _
I.0) = i [ #9e= )t e = T+ g = 1)
Donc : . .
I =(—=1)¢ q Xq_ X - X 1 I 0) = _]_11#
Donc :

/0 P (0P (1) dt = (2n)! (22”221)! =y

Exercice 11.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux endomorphismes
de E.

1. Montrer que :

Ker(g)1m(s)) = Ker(g) N Im(f)
(9)1m(f) désignant la restriction de g a 'image de f).

2. En déduire :
a) rg(g o f) = rg(f) — dim(Ker(g) N Tm(f)).
b) rg(g o f) > rg(f) +rg(g) — dim(E).
(rg(u) désignant le rang d’un endomorphisme u de E).

Solution :

1.0n a:

z € Ker(gjmmys) <= r€lmfet gy =0z €Imfetgx)=0
Donc :

‘ Ker(g)m(s)) = Ker(g) N Im(f) ‘

2.a) On a:rg(go f) = dim[g(f(E))] = dim(Im(gjm s) = r&(g|1m(s))-
Par le théoreme du rang, appliqué & gmm(y), il vient :
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rg(g e f) = dimIm f — dim(Ker(gim(y))) = rg(f) — dim(Ker(g) N Im(f))

b) Comme Ker(g) NIm(f) C Kerg on a:
dim(Ker(g) NIm(f)) < dim(Ker g) = dim E — rg(g)

ce qui donne, en remplacant, le résultat demandé :
|r8(g 0 f) > rg(f) + rglg) — dim(E) |

Exercice 12.

On note R[X] lespace vectoriel des fonctions polynémes & coefficients réels.
A tout P € R[X], on associe la fonction :

+oo 5
o(P) : x —> / e U P(x +t)dt
—0o0

1. a) Montrer que pour tout P € R[X], pour tout (a,b) € R* :

0 ) (g
Po) = 50— a2

b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

On note D ’endomorphisme de R[X] qui & toute fonction polynéme P associe
sa fonction polynéme dérivée P’.

2. Montrer qu'’il existe une suite de réels (an)nen, que l'on explicitera, telle
que, pour tout P € R[X], on a :

+o0o
o(P) = % auD"(P)

(D™ désignant l'itéré n®™ de D, i.e. D° = Id, D> = Do D,...).
+oo
Déterminer la valeur des (a,,) en fonction de n et de / et dt.
— 00

3. Quels sont les éléments propres de ¢ 7

Solution :

1. a) La série se trouvant dans le membre de droite de I’égalité est en fait

une somme finie, puisque si p est le degré de P, alors pour tout k > p + 1,

P®)(a) = 0.

La formule demandée n’est en fait rien d’autre que la formule de Taylor pour

les polynomes, formule qui est exacte, si son ordre est suffisamment grand.
+oo

b) L’intégrale / e*t2P(:z: + t)dt existe pour tout z réel. En effet,

— 00

Papplication t — e’t2P(m + t) est continue sur R et tlim t2e_t2P(a} +t)=0

— 00
entraine la convergence de l'intégrale.
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En utilisant la question précédente, il vient :

+00 oo gk plk) (g
wmwz/e4éﬂﬂL1

k!
et comme la somme est finie :

00 +oo 5
wmwzng@/e%gm

dt

ce qui montre que ¢(P) est un polynome.
La linéarité est une conséquence de la linéarité de l'intégrale.

2. Par la question précédente, pour tout n > 0 :
L[ e
an =~ e Ut dt
©J —00
On remarque que as, 11 = 0, par imparité de la fonction a intégrer. Quant a

aan, il suffit d’utiliser une intégration par parties (& justifier avec soin!) pour

obtenir pour tout n > 0 :
]_ 2
. _ 1 —t* 4
dan 22”n!/cz ¢ t

3. Soit A une valeur propre de ¢} il existe un polynéome P non nul de degré
p > 0 tel que p(P) = AP, qui se réécrit :

p
S ap,D"(P) = \P
n=0

Or pour tout n tel que 0 < n < p, deg D*(P) = p—n et ag # 0. Donc seul
D°(P) = P est de degré p, les autres étant de degré strictement inférieur.
Ainsi A = ag.

L’équation ¢(P) = AP se réécrit :

P
3 ap PP (2) =0
k=1
Or la famille (P'(z),...,P®(z)) est une famille de polynomes de degrés
échelonnés. C’est donc une famille libre et pour tout & > 1,a = 0, ce qui
n’est pas vérifié.

La seule possibilité est que la sommation précédente n’existe pas, donc que
le degré p de P soit nul, donc que P soit un polynome constant.
Réciproquement tout polynome constant est associé a la valeur propre ag.

Exercice 13.

Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R3
est :

S

Il
O N =
O =N
W = =
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1. Soit (a,b,c) € R?, (a,b,c) # (0,0,0). Montrer que

P ={(x,y,2) € R®/ azx + by + cz = 0}
est un sous-espace vectoriel de dimension 2 (appelé aussi plan vectoriel) de
R3.
2. Soient P d’équation azx + by + cz = 0 et @ d’équation ux + vy + wz = 0
deux tels plans.

Montrer que P = @ si et seulement s’il existe A € R* tel que (u,v,w) =
A(a, b, c).

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

4. Un sous-espace vectoriel F' de R® est dit stable par f si f(F) C F.
Déterminer les sous-espaces vectoriels de R® stables par f.

Solution :

1. Soit ¢ 'application définie sur R® par : ¢(z,y,2) = ax + by + cz.

C’est une application linéaire non nulle (car (a,b,c) # (0,0,0)) et & valeurs
dans R, donc ¢ est de rang 1, et, par le théoreme du rang, P = Kery est
bien un sous-espace de R® de dimension 2.

2. Si (u,v,w) = Aa,b,c), alors ax + by + cz = 0 <= uzx + vy + wz = 0 et
P=qQ.
Réciproquement supposons que l'on ait P = Q.
Quitte a changer les noms des coordonnées, on peut supposer que a # 0. Alors
ar+by+cz=0<=z = —g y— g z <= (z,y,2) = y(—g, 1,0)+z(—§,0, 1)
Les vecteurs (—g, 1,0) et (—g, 0,1), ou mieux (b, —a,0) et (¢, 0, —a) forment
une base de P.
Si P = @, ces vecteurs appartiennent aussi a ) et :

{ ub —av =0

uc—aw:O’SOit : (u, v, w) :%(a,b,c).

3. La méthode du pivot de Gauss montre que les valeurs propres de A sont
—1 et 3. La résolution des systemes AX = AX donne ensuite :

E_1)(f) = Vect(1,-1,0) et E3)(f) = Vect(1,1,0)

4. x Trivialement, {0} est le seul sous-espace stable de dimension 0, et R? est
le seul sous-espace stable de dimension 3.

* Soit D une droite et v un vecteur directeur de D.

Ona: f(D)CD <« f(v)e D<= 3XeR, f(v) =

Ainsi une droite est stable par f si et seulement si elle est engendrée

par un vecteur propre de f. Il existe donc deux droites stables par f :
E_1)(f) = Vect(1,-1,0) et E(3)(f) = Vect(1,1,0).
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* Soit P un plan stable, ax + by + cz = 0 une équation de P.
(x,y,2) € P = f(x,y,z) € P g’écrit :
ax+by+cz=0 = (a+2b)x+ 2a+by+ (a+b+3c)z=0
On a (a + 2b,2a + b,a + b+ 3c) # (0,0,0) et on peut appliquer les résultats
de la question 2. Il existe donc A # 0 tel que :

a+2b=M\a
2a+b=MXb
a+b+3c= A
a a
cequiserééerit :tA| b | =X b
c
a
Ainsi [ b | est un vecteur propre de {A. Un calcul immédiat montre que t4A
c

a les mémes valeurs propres que A et que 'A admet deux droites propres
engendrées respectivement par

0 1
0 et -1
1 0

Ainsi A admet deux plans stables d’équation z =0 et z —y = 0.

Exercice 14.
Dans cet exercice on confondra polynome et fonction polynéme associée.

Soit u lapplication qui & un polynéme P de R[X] associe u(P) défini par :
+oo
Ve eR, u(P)(z) = ez/ e tP(t)dt

T

1. Montrer que u(P) est bien défini. Calculer u(X*), pour tout k¥ € N et
montrer que u est un endomorphisme de R[X].

2. Soit n € N fixé. On note R, [X] l'ensemble des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.

a) Montrer que R, [X] est stable par u.

b) Soit v 'application définie sur R, [X] par : VP € R, [X],v(P) = u(P)
Montrer que v réalise un automorphisme de R, [X].

Quelle est la matrice A associée & v dans la base canonique de R, [X]?
L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

3. Déterminer A~!, l'inverse de A.

4. Si P est un polynéome tel que pour tout z € R, P(z) > 0, montrer que,

pour tout z réel :

> P®(z) >0
keN
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Solution :

1. Soit P un polynéme de degré p.
L’application t — e~tP(t) est continue sur R; de plus t_ligloo t2.e7tP(t) =0
entraine la convergence de 'intégrale définissant u(P)(z).
La linéarité de P découle de la linéarité de ’intégrale.
Il est évident que u(l) = 1.
Soit n > 1. Une intégration par parties (d’abord sur un segment, suivie d’un
passage a la limite) donne :
w(X™) = X" + nu(X")

Ainsi, par récurrence :

w(X") = X" +nX"t+nn-1)X""2+-- +n!
Ceci montre que u(P) est une fonction polynomiale, quel que soit le polyndéme
P.

2. a) La stabilité de R,[X] a été démontrée dans la question précédente,
puisque pour tout n > 0, u(X") € R, [X].

b) Nous venons de montrer que v est un endomorphisme de R,[X].
Toujours par la question 1. la famille (u(1),u(X),...,u(X™)) est une famille
de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n; c’est donc une base de R, [X],
ce qui montre que v est un automorphisme de R, [X].

La matrice A est triangulaire supérieure de la forme A = (a;,;), avec :
il
ai7j:{i! S
0 sii>j
La diagonale de A n’est formée que de 1. La seule valeur propre de A est
donc 1.

Si A était diagonalisable, elle serait semblable & une matrice diagonale ne
comportant que des 1 sur la diagonale i.e. la matrice identité; elle serait
donc égale a l’identité, ce qu’elle n’est pas.

3. Comme, pour tout k tel que 0 < k < n, u(X*) = X* + ku(X* 1), on a :

v (XF) = XF - pXFL
ce qui entraine que pour tout P € R, [X] :
v Y (P)=P-P
On en déduit facilement la matrice A~!, également triangulaire supérieure, les

coefficients diagonaux valant 1, la diagonale étant bordée d’une sur-diagonale
formée des nombres —1,—2, ..., —n.

4. Posons Q(X) = S° P®(z). On remarque qu’en fait cette somme est finie,
kEN
ce qui montre P'existence du polynéme (. On vérifie alors que @) — Q' = P,
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donc que P = v~ 1(Q) ou Q = v(P), ce qui donne, par la définition de u et
la positivité de P, le résultat escompté.

Exercice 15.
Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note 0, la matrice nulle de M, (R)
et on se donne A € M, (R).

1. Montrer qu’il existe un polynéme non nul P € R,2[X] (c’est-a-dire de
degré inférieur ou égal a n?) tel que P(A) = 0,.

2. On suppose P(0) # 0. Montrer que A est inversible et exprimer A~! en
fonction de A et des coefficients de P.

3. On suppose que 0 est racine d’ordre k de P : il existe alors un polynéme

Q tel que Q(0) #0 et P(X) = X*Q(X).
Montrer que A est inversible si et seulement si Q(A) = 0.

Solution :

1. La famille (I, A, A2, ..., A™") est une famille de M,,(R) de cardinal n?+1.
C’est donc une famille liée et il existe une combinaison non triviale de ces
matrices donnant 0,,, donc un polynéme P de degré inférieur ou égal & n? tel
que P(A) =0,
2. Dire que P(0) # 0 signifie que dans la combinaison linéaire précédente le
coefficient ag de I n’est pas nul, soit :

aol + a1 A+ -+ anzA”2 =0y, avec ag # 0
donc :
I= —alo(alA 4+ 4 anzA”Z) = —alo(all +asA+---+ anzAn2_1)A
On sait alors qu’il est inutile de vérifier 'inversibilité de 'autre coté et A est
inversible, d’inverse :

A71 = —a—]'()(alj+(12A+ +an2An271)

3. 0n a: A*Q(A) = 0, avec Q(0) # 0.
e si A est inversible, alors Q(A4) = 0,, (on multiplie & fois & gauche par A~1).

e si Q(A) = 0,, on est revenu a la situation de la question 2 et A est
inversible.

Exercice 16.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4. On note 0 ’endomorphisme nul
de F et I Papplication identité de E.

On considére un endomorphisme u de E tel que u® + u? +u = 0.

On pose By = Ker(u? + u + I) et E» = Keru.
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1. Montrer que Imu C E; et que F; et Ey sont stables par u.

2. Montrer que :

a) By ® E;, = E.

b) E; =Imu.

¢) B> = Im(u? +u+1).
3. a) Montrer que, pour tout vecteur non nul z de Ey, la famille (m, u(m)) est
libre.

b) Montrer que s’il existe deux vecteurs x et y de F; tels que la famille
(z,u(z),y) soit libre, alors la famille (z,u(z),y,u(y)) est libre.

c¢) Quelles sont les dimensions possibles de E; ?

Solution :

On sait que pour tout « € F :

(%) (W 4+ u? +u)(z) = u((u? +u+ Id)(z)) = (u* + u+ Id)(u(z)) =0
1. Soit y € Imw. Il existe z € E tel que y = u(z). Alors (u?+u+1I)(u(z)) =0,
soit y € By et Imu C Ej.

x Soit z € E1, (on a donc (u? 4+ u + Id)(z) = 0).
Alors (u? +u+I)(u(z)) = u((u? + u + Id)(z)) =0 et u(z) € E.
* Soit @ € Es, (on a u(z) = 0). Alors u(u(z)) =0 et u(z) € E,.

2. a) Soit z € E. Le vecteur z s’écrit sous la forme
(4 u(@) + u?(z)) + (—u(z) —u?(z)) =y + 2.
La relation (x) entraine que y € E; et z € Es.
Enfin si x € Ey N E», alors :
u(z) =0, (u? + u + Id)(z) et donc z = Id(z) = 0
La somme précédente est donc directe et

b) Le sous-espace vectoriel E, étant supplémentaire & E; = Keru, sa

dimension est celle de Imu. Mais F contient Imu ; on a donc .

¢) La relation (x) montre que Im(u®+u+1I) C Es. On conclut comme dans
la question précédente en utilisant les dimensions de ces deux sous-espaces :

‘Im(u2+u+1):E2‘.

3. a) Supposons que la famille (m,u(w)) soit lie. Il existe A € R tel que
u(xz) = Az, ce qui signifie que A est valeur propre réelle de u associée au
vecteur propre x.
Mais u*(x) = A\¥z, k > 2 entraine que :

0=(u+u?+u)(z) =N+ A2+ Nz
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Comme z # 0, il vient A = 0 (car A2 + A+ 1 = 0 n’a pas de solution réelle).
Donc u(z) =0 et © = (u? + u + Id)(x) = 0. D’ott la contradiction et :

(z,u(z)) est libre

b) Supposons que la famille (z,u(z),y,u(y)) soit liée. Il existe quatre
scalaires a, b, ¢, d non tous nuls tels que ax + bu(x) + cy + du(y) = 0.
Comme (z,u(z),y) est libre, d est non nul et quitte & diviser par d, on peut
supposer d = —1, et :

il existe trois réels (a, b, c) non tous nuls tels que u(y) = ax + bu(x) + c(y)-
On a alors :
u?(y) = (ac — b)x + (be — b+ a)u(z) + y
et
0=(u?+u+Id)(y) = (ac — b+ a)x + (be + a)u(x) + (> + ¢+ 1)y
en contradiction avec (a:, u(x), y) libre, puisque ¢ + ¢+ 1 # 0.

c) Par la question précédente, si dimFE; > 1 alors dimE; > 2 et si
dim E; > 3 alors dim E; > 4. Les dimensions possibles de E; sont donc
{0,2,4}.

Exercice 17.

Soient A et B les matrices de M3(R) définies par :

2 4 4 5 2 -1
A:% 4 -2 4 |, B:% 2 2 2
4 4 -2 1 2 5

1. a) Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser dans une base
orthonormée.

b) Montrer qu’il existe une matrice P € GL3(R) telle que P"1AP et
P~!BP soient toutes deux diagonales.
2. Soit F' Iapplication définie sur M3(R) par, pour tout X € M3(R) :
F:X—AX - XB
a) Montrer que 'application F' est un endomorphisme de Mj3(R).

b) Soit U un vecteur colonne propre de A et V' un vecteur colonne propre
de B. Calculer F(U.'V).

c) F est—elle un automorphisme de M3(R) ?
d) F est—elle diagonalisable ?

Solution :

1. a) b) On peut évidemment chercher les éléments propres de A et B par la
technique habituelle du pivot de Gauss. On peut aussi remarquer que :
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1/3 1/3 1/3
*xA=—-T+2|1/3 1/3 1/3 | =-1+2J.
1/3 1/3 1/3
La matrice J vérifie J> = J, donc est une matrice de projecteur (non

dégénéré). Ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre associé le plan
P d’équation = + y + z = 0 et 1, de sous-espace propre associé la droite D
dirigée par le vecteur (1,1,1).
Par conséquent les valeurs propres de A sont —1 et 1, avec :
E)(A)=P; Ey(4) =D

% On a B? = B, donc B représente aussi un projecteur (non dégénéré) et ses
valeurs propres de sont 0 et 1, avec :

E)(B) = Ker B est la droite D' dirigée par (1,-2,1);

E1)(B) est le plan P' d’équation © — 2y + z = 0.
Comme D' C P et D C P’, les vecteurs (1,1,1) et (1,—2,1) sont propres a
la fois pour A et B et on complete avec le vecteur (1,0, —1) qui appartient a
P NP’ ce qui donne une base orthogonale propre & la fois pour A et B.

1 V3 V2
En normant ces vecteurs, on prend donc : P = % -2 0 V2

1 -3 V2
et \ P~'AP = diag(—1,—1,1); P~'BP = diag(0,1,1) \

2. a) Il est clair que pour tout X € M3(R), F(X) € M3(R). La linéarité de
F résulte de la distributivité du produit sur ’addition.

b) Si AU = AU et BV = uV, alors U'V € M3(R) et 'VB = u'V (car B
est symétrique), d’ou :

|F(U'V) = AU'V —U'VB = \U'V — uU'V = (\— p)U"V |

Ainsi cette matrice est vecteur propre de F' associée a la valeur propre A — p.

c¢) La valeur propre 1 étant commune & A et B, F' admet 0 comme valeur
propre et n’est donc pas inversible.

d) A et B admettent une base orthonormée commune de vecteurs propres
(Uy,Us,Us). Par la question précédente, les 9 matrices U;'U; (1 < i,5 < 3)
sont des vecteurs propres de F.

Montrons qu’elles forment une famille libre.

Supposons que Y. \;;U;!U; = 0. En multipliant & droite par Uy et en
14,53

remarquant que la famille est orthonormée (donc ‘UpUj, = ||Uk||> = 1 et

tU;UL, = 0 lorsque k # j), il vient :

3
Y AU =0
i=1
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ce qui entraine par la liberté de (U1,U2,Us) que A;x = 0 pour 1 <@ < 3, et
ceci quel que soit k tel que 1 < k < 3.

La liberté est bien acquise et 'endomorphisme F' est donc diagonalisable.

Exercice 18.

Soit n un entier naturel tel que n > 2 et soit £ = M,,(R) Pespace vectoriel
des matrices carrées a n lignes et n colonnes, a coefficients réels.

Pour (i,j) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de M,(IR) qui ne contient que
des 0 sauf en position (i, ) ou se trouve un 1.

On rappelle que les n? matrices E; ; forment une base de E. Enfin, on note
I la matrice identité.

a) Trouver une matrice de E non nulle et non inversible.

b) Trouver une droite de E qui ne contient aucune matrice inversible.

2. Soit j un entier de {1,2,...,n% — n}. Trouver un sous-espace vectoriel de
E de dimension j qui ne contient aucune matrice inversible.

3. a) Calculer le produit E; jEy ¢.

b) Soit H un sous-espace vectoriel de F de dimension n? — 1. Construire
une application linéaire non nulle f de E dans R telle que Ker f =H.

c¢) Tout élément A € M,,(R) s’écrivant sous la forme A = Z Z a; ;i E; j,
i=1 j=

on note, pour tout (i,j) € [1,n]?, X;; I'application de E dans R deﬁme par
X;j(4) = as5.
Soit f une apphcatlon linéaire de E dans R. Montrer qu’il existe n? réels
(ai) tels que f = 3° 3 a; X
i=1j=1
d) Dans cette question seulement, on fait ’hypotheése que ¢ # j implique
n

que a; ; = 0. Montrer que la matrice M = E, ; + > E; ;1 est élément de H

et qu’elle est inversible.
e) Dans le cas ou ’hypothese faite en d) n’est pas vérifiée, montrer que,

pour un couple (i, ) & préciser, la matrice N = I — J;(.I.) E; ; est dans H et
i,

que N est inversible.
Qu’en conclure ?

Solution :

1. a) Toute matrice E; ; est non nulle et non inversible puisque de rang 1.

b) Le sous-espace vectoriel engendré par E; ; est une droite. Tout élément
de ce sous-espace est de la forme AE; ; (A réel), et est non inversible.
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2. Soit F' le sous-espace de E formé des matrices dont la derniere colonne ne
comporte que des zéros. Cet espace est engendré par les matrices E; ;, avec
1<ig<netl<j<n—1. Ilestdedimension n(n—1) et ne contient aucune
matrice inversible.

Pour j € [1,n% — n], tout espace engendré par j matrices choisies parmi
les matrices précédentes est de dimension j et ne contient a fortiori aucune
matrice inversible.

3. a) C’est une question de cours : E; jEy, ¢ = d; . E; ¢, ot § est le symbole de
Kronecker, i.e. §;; vaut 0si j # ket 1sij=k.

b) Soit (My, Ms,...,M,2_1) une base de H, que 'on compléte avec un
vecteur M2 pour obtenir une base de E = M, (R).
Par le théoreme fondamental de l'algebre linéaire il existe une application
linéaire f et une seule de E dans R telle que : f(M,2) = 1 et Vi €
[1,n2 — 1, f(M;) = 0.
Par construction méme H est inclus dans Ker f et comme f est non nulle,
Ker f n’est pas E tout entier. Donc :

c) X;,; est bien une application linéaire de £ dans R (elle associe a toute
matrice A, son terme d’indices (i, j)).
On sait que dim £(E,R) = n?.
La famille (X; j)1<i<n,1<j<n est une famille de £(E,R) de cardinal n?.
C’est une famille libre, car si ) «; ;X;; = 0, alors > «a; ;X ;(Eg¢) =0, ce

1, 2

qui se réduit a ay ¢ = 0. ! !
C’est donc une base de L(E,R) et f se décompose sur cette base.

n
d) L’application f définie dans la question 3. a) vérifie ici f = Y a;;Xi ;.

i=1
Donc : .
f(M)=f(EBu1+ > Eii-1)=0+0=0
i=2
et M € H.
La matrice M est inversible, car elle représente un endomorphisme de
permutation ; en effet, si 'on note (eg,es,...,e,) la base canonique de R" et

¢ 'endomorphisme de R dont la matrice associée dans cette base est M,
alors :

pler) =en, et Vi > 2,0(e;) =e;_1
On montre alors facilement que ™ = Id, donc M™ = I et 'inverse de M est
ML
e) Choisissons un couple (Z,j) tel que i # j et a;; # 0.
On aalors f(N) = £(1) = LU f(B, ;) = £(1) = (1) = 0 et N € H.
i,J

La matrice N est trigonale sans terme diagonal nul, donc est inversible.



82 ESCP-EAP 2001 - Oral

En conclusion, tout sous-espace de E de dimension n? — 1 contient au moins
une matrice inversible.

Exercice 19.
Dans tout ’exercice, n est un entier naturel non nul donné.

On se place dans 'espace vectoriel E,, des applications de R dans R de la
forme f : z +— e*.P(z), ou P est un polynome a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & n (donc de R, [X]).

1. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions de
classe C*° de R dans R. Montrer qu’il est de dimension finie. En donner une
base.

2. Soit A lopérateur de dérivation défini sur E,, par, pour tout f € E,, :
Vo e R A(f)(z) = f'(x)

ou f' désigne la dérivée de f.

Montrer que A est un automorphisme de E,,.

3. a) Montrer qu’il existe une unique fonction h de E, telle que A"t (h) = g,

avec g : x — e*.z™ (on ne cherchera pas & expliciter h).

b) Déterminer, en fonction de h et de ses dérivées successives, les applica-
tions f de C*° (R, R), vérifiant :
D" (f) = g, et f(0) = f'(0) = f'(0) = ... = f™(0) =0

Ou D désigne 'opérateur de dérivation sur ’ensemble des fonctions dérivables

4. Déterminer les éléments propres de A. Cet endomorphisme est—il diago-
nalisable ?

Solution :

1. Par définition, E,, est 'ensemble des combinaisons linéaires des fonctions
e; : o+ e®.xt i décrivant [0,n]. Ces fonctions étant clairement des fonctions
de classe C*° sur R, E,, est un sous-espace de C* (R, R) et (eg,ey,...,e,) en
est un systeme générateur.

n
Enfin si ) A;e; est Papplication nulle, alors, une exponentielle n’étant jamais
i=0
n

nulle, on a Vo € R, 5° \ja? = 0 et tous les \; sont nuls.
=0
(eo,é€1,...,6,) est libre, donc est une base de E,, qui est de dimension n + 1.
2. A est évidemment linéaire et si f : x — e* P(z), alors :
A(f) : x = e*(P(z) + P'(z))
Donc A(f) € E,, et A est un endomorphisme de E,.
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Enfin, avec les notations précédentes : f € Ker A <= P+P' =0<= P =0
et Ker A se réduit a la fonction nulle : A est injectif et puisque E, est de
dimension finie :
A € GL(E,)
3. a) A étant un automorphisme de E,,, il en est de méme de A" et g admet
un antécédent unique (dans E,), par Pautomorphisme A™*!. On a d’ailleurs
h=A—(t)(g),
b) On cherche f sous la forme f = h+ ¢. Alors f convient si et seulement
si:
D"t (p) =0et Vi € [0,n —1],0" (0) = —n*)(0)
La premiere relation indique que ¢ est une fonction polynomiale de degré
inférieur ou égal a n et, par la formule de Taylor :
ole) = - 35 L0
k=0 :
4. Soit A une éventuelle valeur propre de A et f une fonction propre associée.
La fonction f est de la forme  — e* P(x), ou P est une fonction polynomiale
de degré inférieur ou égal a n.
Af = \f sécrit : Vo € R e” (P(z) + P'(z)) = M\e"P(z), soit :
A=-1HP=PF
* Si A =1, alors P est un polyndéme constant ;
* Si A # 1, alors P est nécessairement le polynéme nul (sinon, P et P’
auraient le méme degré!)
En conclusion 1 est la seule valeur propre de A et E(;)(A) = Vect(z — e*).
Comme n est non nul, Vect(x — e%) # E, et A n’est pas diagonalisable.

Exercice 20.

Soit E = M2(R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
On désigne par L(E) ’ensemble des endomorphismes de E.

Un endomorphisme D de E est appelé dérivation dans FE s’il vérifie : pour

tout (p,q) € E%, D(pg) = D(p)q + pD(q).
On désigne par D(E) I’ensemble des dérivations dans E.

T

1. Soit D une dérivation dans F et X = ( 0

D(X).

2. Montrer que si a € E est donné, application D, de E dans E définie par,
pour tout p € E :

0 . . .
g | avec réel. Déterminer

D.(p) = ap — pa
est une dérivation.

3. Montrer que D(E) est un sous—espace vectoriel de L(E).
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4. Montrer que si D; et Dy sont deux dérivations dans F, alors il en est de
meéme de D1 OD2 — D2 OD1.

Solution :

1. Par linéarité de D : D(X) = D(zl,) = zD(I>).

Or D(IQ) = D(IQIQ) = IQD(IQ) +D(Ig)[2 = 2D(12) et donc D(IQ) = 0, soit :

D(X)=0

2. % D, est linéaire de E dans F, car :

Vp,g € E,YAE€R, Do(p+Ag) = a(p+Aq) — (p+Ag)a = ap —pa + \(ag — qa)
= Dqo(p) + ADq(q)

et D,(p) est bien une matrice carrée d’ordre 2.

*xVp,q € E,Du(p)q +pDa(q) = (ap — pa)g + plag — qa) = a(pq) — (pg)a
= Da(pq)

Donc D, est une dérivation sur E.

3. L’application nulle est une dérivation sur E et on vérifie facilement que si
D; et D5 sont deux dérivations, alors pour tout scalaire A € R, Dy + AD5 est
une dérivation. L’ensemble des dérivations est donc un sous-espace vectoriel
de L(E).
4. x Dy o Dy — Dy o Dy est encore un endomorphisme de E (algebre des
endomorphismes).
* Pour toutes matrices p et ¢ de E :
(D1 0Dy — D30 Di)(pg) = (D1 o D2)(pg) — (D2 o D1)(pq)

= D1 (D2(p)q + pD2(q)) — D2(D1(p)g + pDi(q))

= D1(D2(p)a) + D1(pD2(q)) — D2(D1(p)g) — D2 (pD1(q))

= (D1 0 D3)(p)q + D2(p)D1(q) + D1(p)D2(q) + p(D1 © D2)(q)

—(D2 0 D1)(p)q — D1(p)D2(q) — D2(p)D1(q) — p(D2 0 D1)(q)

et il reste :
(D10D2—Dy0D1)(pg) = (D10 Dy~ DsoDi)(p)g+p(D1oDz—DzoD1)(q)
Donc (D1 o Dy — D2 o Dy) est encore une dérivation.

Exercice 21.

Soient n un entier naturel tel que n > 3 et E = R,,_1[X] 'espace vectoriel
des polynomes a coefficients réels, de degré strictement inférieur a n.
Soient a et b deux réels distincts.

1. a) Montrer que F,, F}, et F' définis ci-apres, sont des sous—espaces vectoriels
de E.
i) F, ={P € E/P(a) = 0}.
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ii) F, ={P € E/P(b) = 0}.
iii) F = {P € E/P(a) = P(b) = 0}.
b) Montrer que la famille des polynémes :
(X —a),X(X —a), X*(X —a),..., X" 2(X —a))
forme une base de Fj.

c) Déterminer une base de F.

2. Soit u ’application de E dans FE définie, pour tout P € E par :
(u(P))(X) = P(a)X + P(b)
a) Montrer que u est une application linéaire.
b) Déterminer Ker(u) et Im(u).

3. Montrer que ¥ = F, + F}.

Solution :

1. a) ¢, : P — P(a) est clairement une application linéaire de E dans R et :
F, = Kery,, F;, = Keryy, F' = F, N F}, sont des sous-espaces vectoriels de
E.

b) P € R,_1[X] appartient & F, si et seulement si a est racine de P, donc
si et seulement si P est divisible par (X — a), donc est de la forme (X —a)@,
avec deg Q < n — 2. Ainsi :

n—2 .
P € F, < J(ap,ai1,...,ap—2) ER*"L P=73 q;(X —a)X!
i=0
La famille proposée est donc génératrice de F,. Comme elle est clairement

libre (elle est & degrés échelonnés de 1 & n — 1) c’est une base de F,.

b) De la méme fagon ((X —a)(X —b)X?), _, ., est une base de F.

2. a) Pour tous polynoémes P, (Q et tout scalaire A :
u(P+AQ) = (P + AQ)(a)X + (P + \Q)(b)
= P(a)X + P(b) + )\(Q(a)X + Q(b))
= u(P) + \u(Q)
b) x P € Keru <= P(a)X + P(b) =0<«= P(a) =P(b) =0« P F:
Keru = F
* Comme dim Keru = dim F' = n —2 et dim E = n, par le théoréme du rang,
dimImwu = 2. Or Im u est clairement inclus dans R; [X], donc :
Imu = Ry [X]
3. dim(F, + Fy) = dim F, + dim F}, — dim(Fy, N F}).
OrdimF, =dim F, =n —1 et dim(F, N F;) = dim F = n — 2, donc :
dim(Fy, + Fp) =n=dimE
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L’inclusion Fj, + F; C FE étant banale, on conclut a I’égalité.

Exercice 22.

Soit E = M, (C) l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n (n > 2) a
coefficients complexes. On note S (respectivement A) le sous—espace vectoriel
de E formé des matrices symétriques, (respectivement antisymétriques).

On rappelle que M désigne la matrice transposée de la matrice M et I la
matrice identité de E.

Soient («,3) deux nombres complexes donnés non nuls, et f P'application
définie sur E par, pour tout M € E :

F(M) = aM + B'M
1. Montrer que £ = S @ A.

2. Exprimer f a ’aide de p et ¢, ou ¢ = I — p, quand p désigne le projecteur
sur S de direction A.

3. Exprimer f2 = f o f en fonction de f et de I.

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un
automorphisme de E. Exprimer alors f ! en fonction de f et de I.

5. Exprimer, pour tout k € N*, f* en fonction de p, q, a, 3.
En déduire la puissance k™ de la matrice :

a+pB 0 0 0

_ 0 a B 0
A= 0 8 « 0
0 0 0 a+p

Solution :

1. x La matrice nulle est symétrique et toute combinaison linéaire de matrices
symétriques est symétrique. Idem pour les matrices antisymétriques. Donc S
et A sont des sous-espaces vectoriels de E.

* Seule la matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique : SN A =
{0}

*Pour M € E,ona: M= M +'M + M _QtM et la premiere matrice est
symétrique, la seconde antisymétrique : £ = S + A.

Ainsi : E=SaA

2.0na:p(M)= Mg Metq(M):M_i;M donc :
M =p(M) + q(M), ‘M = p(M) — q(M)
(M) + q(M)) + B(p(M) — q(M)) :

)
a+f)p+(a=p)g=(a+pp+(a-p)Id-p)
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3. Comme p? = p,q> = qet pog = qop =0 (couple de projecteurs associés),
ona: f2=(a+p)’p+(a—pB)>q=(a+p)’p+(a—pB)*(Id-p)

Ainsi :

f=(a—-pB)Id+28p

f? = (a— B)%Id + 4aB8p
et, en éliminant p : f?=2af = (8% —a?)Id.

4. x Si 3% # o2, Iécriture précédente donne : (f — 7 20 5 Id) o f = Id, ce
—a

qui prouve que f est un automorphisme et fournit f~!.

* Si B8 = —a, alors f(I) = 0 et f n’est pas injective, donc n’est pas un
automorphisme.

* Si f = a, alors pour n’importe quelle matrice M antisymétrique, on a
f(M) =0 et f n’est pas injective, donc n’est pas un automorphisme.

5. Par récurrence simple : Vk € N*, f¥ = (a + 8)%p + (o — B)*q.

SOltElz(é 8),E2:(8 é),EgZ((l) 8) etE1:<8 (1)>

La famille B = (E1, Es, E3, E,) est la base canonique de M2(R) et :

A= Mp(f)
On a:
1 0 0 0 0 0 0 0
B o 12 172 0 B o =172 172 0
P=Ms)= |4 19 1j2 o [ Q=M@ =1( 15 _1/2 ¢
0 0 0 1 0 0 0 0

Alors : AF = Mp(f*) = (a+ B)*P + (a — B)¥Q et on explicite aisément les
coefficients de A*.

Exercice 23.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et soit E = R, [X] lespace
vectoriel des polyndmes a coefficients réels de dégré inférieur ou égal a n.
On considére une liste (a; ..., an,a,+1) de réels deux a deux distincts et 'on
définit une application ¢ de E? dans R par :

M(P.Q) € B,0(PQ) = % Pla)Q(e)

1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur E2.

2. Montrer qu’il existe une base orthonormée de F formée de polyndémes P
tels que, pour tout k& € {0,...,n}, le degré de P soit égal a k et dont le
terme de degré k soit positif.

Solution :
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1. ¢ est évidemment bilinéaire et symétrique.
n+1

VP € E,¢(P,P) = > P*(a;x) > 0 et cette expression n’est nulle que si P
k=1

admet ay,...,a,4+1 pour zéros. Comme P est de degré inférieur ou égal a n,
ceci ne peut se produire que pour P = 0.

‘ ¢ est un produit scalaire‘

2. Il suffit d’appliquer a la base canonique (1, X, ..., X™) de E, et & ce produit
scalaire, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 24.

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Soit (eg, e, ..., e,) un systeme de vecteurs
unitaires tels que, pour tout x € F :

2]l = 3 (2, ex)?

k=1
1. Montrer que (e, €2, ..., €e,) est un systéme orthonormal.
2. Soit F' = Vect(ey,e2,...,6,), ¢ un vecteur de E et y sa projection

orthogonale sur F'. Montrer que z = y.

3. En déduire que (ey,e2,...,e,) est une base orthonormale de E.

Solution :

1. On applique la relation pour chaque z =e; :
n

n
el = 3 (ej er)®, dot: 30 (ej,ex)? =0.
k=1 k=1 k)
Par conséquent : Vj # k, (ej,er) = 0 et la famille, qui est normée, est bien

orthonormée.

n n
2.0nay= 3 (z,e)e; et donc (v,y) = 3 (z,e;)(z, ;) = [|z]]*.
i=1 i=1
n
De méme [ly[|* = 3= (z,e;)* = ||z[]*.
i=1

On en déduit : ||z — y||? = ||z||* — 2(z,y) + ||y[|> =0 et z = y.

3. La projection orthogonale sur F' est ’identité, par conséquent F' = E et la
famille (eq,...,ey) est une base orthonormée de E.

Exercice 25.
Soit n € N* et E,, I'espace vectoriel des polynomes réels de degré inférieur
ou égal a n. Soit a un réel fixé. On consideére, pour k € [0,n], 'application
fi définie sur E,, par :

fe(P) = P%(a)
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ott P désigne la dérivée d’ordre k de P.
1. Montrer que f; est une application linéaire de E,, dans R.

2. On pose, pour j € [0,n],Q;(X) = (X — a)/. Pour tout k et pour tout j
dans [0,n], calculer fi(Q;).

3. En déduire que (fo, f1,-- -, fn) est une base de L(E,,R).

4. Soit b un réel différent de a et m un entier tel que 0 < m < n.
On définit 'application g de E, dans R par g(P) = P(™)(b).
Montrer que g est linéaire et donner les coordonnées de g dans la base

(fO:---:fn)'

Solution :

1. L’application fj est bien définie sur E, (une fonction polynéme est
indéfiniment dérivable) et a valeurs dans R. La linéarité de f; n’est autre
que la linéarité de la dérivation.

2.8ij #k, fi(Q;) =0 (si k > j, alors Q') est le polynome nul et si k < j,

ng) contient encore le facteur X — a)
Tandis que pour j = k, il vient fi(Qr) = k!.

n
3. Soit (Ao, ..., A\n) € R™™ tel que > Apfr =0, on a donc en particulier :

k=0
n
Vje [[O,n]], Z )\kfk(Qj) =0, e /\]]' =0
k=0
Ainsi tous les coefficients A; sont nuls et la famille (fo,..., f,) est libre dans

L(E,R). Comme cet espace est de méme dimension que E, & savoir n + 1, il
s’agit d’une base de L(E, R).
4. On applique la formule de Taylor (exacte!) au polynéome P(™) :

_ S \n—m
p(m) (b) = P(m)(a) + bI_‘aP(erl)(a) N %P(n) (a)

Les coordonnées de g sont donc :

(b _ a)nfm

(0,...,0,1,b—a,..., o=y

Les m — 1 premieres coordonnées étant nulles.

Exercice 26.

Soit m > 2 un entier naturel et E l’espace vectoriel des polynomes &
coefficients réels de degré inférieur ou égal & (n — 1). Soit T V'application
qui & tout polynome P € E, associe le polynoéme ) = T'(P) défini par :
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QY) = P(x)+ =X p(x)
ot P' désigne le polyndéme dérivé de P.
1. Montrer que 7" est un endomorphisme de F.
2. Donner la matrice associée a T dans la base canonique de E.
3. Montrer que T admet n valeurs propres distinctes Ay < Ao < -+ < A,

4. a) Déterminer le sous—espace propre associé & la valeur propre A,.

b) Soit k € [1,n — 1] et P un vecteur propre associé & la valeur propre .
Montrer que P(1) = 0.
On pose alors P(X) = (X — 1)"R(X), avecr > 1 et R(1) # 0.
Préciser le degré de R.
c) En déduire le sous—espace propre associé a la valeur propre Ay
5. On considere la suite de polynomes définie par U;(X) = X" ! et, pour
tout j > 1, par la relation :
Ujr1(X) =T (Uj)(X).
a) Montrer que :
n—1
Ui(X) = 5 O (X =Dt
k=0
b) En déduire expression de U;(X) en fonction de 1, X —1,..., (X —1)" "1,
ceci pour tout j > 2.

Exercice 27.
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), un endomor-
phisme de E. Soit :

L(u) ={v e L(E)] uov =0}
Montrer que L(u) est un sous—espace vectoriel de L(E) et déterminer sa
dimension.

Solution :

Onawuowv=0<«= Imv C Keru <= v est en fait une application linéaire
de E dans Keru.
Par conséquent L(u) est isomorphe (voire égal) a L(E,Keru), et donc :

‘ dim L(u) = dim Ex dim Keru = n(n — rgu) ‘

Exercice 28.

On considére deux entiers n et p tels que 2 < p < n et E = L(C") lespace
vectoriel des endomorphismes de C". On considere I I’application identité de
E et p éléments distincts non nuls (f1, fa, ..., fp) de E vérifiant :

fitfo+--+fo=1, et fiof; =0, pour tout i # j
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Soient p nombres complexes ay,as,...,q, deux a deux distincts et f
I’endomorphisme :

f=afitasfo...+apfy
1. Montrer que pour tout i € {1,...,p}, f; est un projecteur de C"*. Qu’en
déduit-on pour C" relativement & Im f; et Ker f; 7

2. Pour k entier naturel, calculer f*.
3. Montrer que (f1, f2,.-., fp) est une famille libre de E.
4. Montrer que les seules valeurs propres de f sont les complexes a, s, ..., qp
et que, si 'on note FE; le sous-espace propre associé a la valeur propre a;, on
a:

(O :E1®E2@...@Ep
5. Montrer que la famille (I, f, f2,..., fP~!) est libre dans E. En déduire que
pour tout i € {1,...,p}, il existe un polynéme P; de C[X], de degré inférieur
ou égal a (p — 1), tel que f; = P;(f) et que 'on a Pi(ey;) = 1 et Pi(aj) =0
pour j # i. En déduire 'expression de P;.

Solution :

1. Soit ¢ un entier tel que 1 < i < n. On peut écrire :
P P
fiZinkZ fr :kz(fiofk):fiz
=1 =1
ce qui signifie que f; est un projecteur de C". On sait alors que :

|C" =1Im fi Dker f;

2. Utilisons la question précédente :
P

2:19.'1).':1919. . :p22: -
f > ajfjo Z o fj Z > ajonfio fi E a;j f; > a; f;

Jj=1 j=1 Jj=1lk=1 j=1 Jj=1
On montre ensuite par récurrence que pour tout k > 2,

fr= 3 akh)
347

j=1

3. Ecrivons que : f = ay fy +agfo...+apf, =0.
Alors, pour tout i € {1,...,p}
0=fiof=aiff =aifi
On conclut en remarquant qu’aucun des endomorphismes f; n’est identique-
ment nul : Vi,a; =0, et :
(f1,-.-, fp) est une famille libre

4. Pour tout i € {1,...,p}, a; est valeur propre de f, car si z; est un élément
de Im f;, alors z; = f;(z;) et :
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P
(@) = 3 awfi(fi(wi)) = aifi(w:) = iz
k=1
Nous venons en fait de montrer que «; est valeur propre de f, de sous-espace
propre associé contenant Im f;.

Mais la relation fi + fo + -+ fp, = Id, donne, pour tout z € C" :
z = fi(z) + fole) + -+ fp(o)
ce qui signifie que C* =Im f; +Im fo +--- +Im f,.
A fortiori, on a C* = E; +- - -+ E, et comme cette somme est directe (somme
de sous-espaces propres) :

[C'=EoEe ok

Les seules valeurs propres de f sont ainsi {a1,a2,...,ap}.

5. Ecrivons que pour tout z € C" :
aor +ar1f(z)+---ap_1fPHz) =0
Pour = = x; vecteur propre de f associé a la valeur propre q;, il vient :

p—1
(Y arab)z; =0
k=0

p—1

Le polynéme Y apX* est de degré (k — 1) et admet k racines distinctes
k=0

p,Qa,. .., ¢ il s’agit du polyndme nul, et tous les a; sont nuls.

La famille (Id,f, f%,...,fP"!) est libre et incluse dans Vect(fi,...,fp).
Donc :

Vect(I, f, f2,..., fP~1) = Vect(f1,..., fp)
Ainsi, pour tout i € {1,2,...,p}, fi est combinaison linéaire des éléments de
la famille (Id, f, f2,..., fP~1), soit :

p—1 )
fi=PFi(f)= > ai;f’
=0
OrsizelImf;:
p—1 . p—1 .
a;r = fi(z) = Y a;jfi(x) = (Y aijal)v et Pi(a;) =1
j=0 j=0
et siz €lmf;, avec j #1i :
0= f,(il?) = Pi(ozj):z: et P,-(aj) =0
Le polynéme P; n’est autre que le polyndéme interpolateur de Lagrange aux
points (o, ..., ap), soit :

[[(X =)

J#i

I] (@i —ay)

J#i

Pi(X) =

Exercice 29.
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On définit les polynémes (G)r>0 par :
Go(X) = 1,G1(X) = X
XX-DHX-2)...X—-k+1
{kaz (X2 )

1. a) Etablir, pour tout entier k > 1, la relation :
Gr(X +1) = G(X) = Gp-1(X)

b) Montrer que, pour tout p € Z, on a Gy(p) € Z.

2. a) Que dire de la famille (G’“)keN ?

b) Soit () un polynéme quelconque de degré n. Montrer I’équivalence des
propositions suivantes :
i) pour tout p € Z,on a Q(p) € Z

,pour k=2

n
ii) il existe des entiers relatifs ag, a1, . .., a, tels que : Q(X) = > ar G (X)
k=0

(On pourra procéder par récurrence sur n et considérer le polynéme :
P(X)=Q(X +1) - Q(X) ).
3. Soit f une fonction continue de Rt dans R.

a) Montrer qu'’il existe une unique suite de réels (a,)nen telle que, pour
tout n € N, la fonction
n
x> flx) = 3 ar Gr(x)

k=0
soit nulle lorsque x est égal aux n + 1 entiers consécutifs 0, 1,..., n.

b) Soit b € R’ . Montrer que la suite ainsi associée a la fonction z — f(z) =
b* est (ap)nen = ((0—1)"), -

Solution :
1. a) On vérifie immédiatement que G1(X + 1) — G1(X) = Go(X).
Sik > 2,alors:
Ge(X +1) - Ge(X) =
= Gr-1(X)
b) e sip >k, alors Gi(p) = Ck e N.
e si0 < p<k,alors Gg(p) = 0.
e sip<O0,alors:
k41 (=p+1)(=
Gr(p) = (—1)k( prk+l)--(zp+Dl=p) _ (_l)kclip+k+1 €L

X(X -1 (X —k+2)
!

[(X+1)— (X —k+1)]

k!
2. a) On remarque que pour tout k € N, G}, est un polynéme de degré k. Ainsi
la famille (Gy, G4, ...,G,) est une famille formée de polyndmes échelonnés

en degrés, depuis 0 jusqu’a n, donc est une base de R, [X].

b) Il est évident que ii) = i) par la question 1. b).
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Démontrons 'implication contraire par récurrence sur le degré de @ :

* L’implication réciproque est vérifiée pour tout polyndéme ) de degré 0
(polyndéme constant).

* Supposons la réciproque montrée pour tout polynome de degré inférieur
ou égal a n — 1. Par la question 2.a), tout polynéme @ de degré n s’écrit sous

n
la forme Q = )" arGr(X), avec (ay) réels. Soit alors :
k=0

P(X)= QX +1) = Q(X) = 3 ag1Gx(X)

P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1, qui vérifie, pour tout
pPEL:

P(p) =Q(p+1) — Q(p) € Z (hypothese sur Q)
L’hypothese de récurrence appliquée a P donne alors : pour tout k£ élément
de {0,...,n — 1}, ag+1 € Z. Mais ap = Q(0) € Z également et donc Q(X)
admet bien une décomposition de la forme annoncée.
On conclut par le principe de récurrence.

3. a) La condition demandée s’écrit sous forme d’un systéme triangulaire
d’équations linéaires :

f(0) =ao
f(].) = agp + a;
f(2) =ag+2a1 + a2

f(n) =C%p +---Ckay, +--- + Cla,
Ce systéme admet une unique solution (la matrice associée est triangulaire

avec des 1 sur la diagonale, donc sans terme diagonal nul), cette solution
(ao, - - -,ay) ne dépendant que de (f(0),..., f(n)).

b) Les réels a,, vérifient :

n p
f(p) =Y arGr(p) = X axC}, pour 0 < p< n
k=0 k=0

e pour k =0, il vient ap = f(0) = (b —1)°.
e supposons que pour tout k tel que 0 <k <m — 1,a; = (b— 1)*. Alors :
m m—1
b= f(m) = 3 aCp = 3 Chb =1 +am
k=0 k=0

ce qui entraine que a,, = (b — 1)™ par la formule du biné6me de Newton. On
conclut encore une fois par le principe de récurrence.

Exercice 30.

Soit a et b deux réels distincts.
On désire déterminer une solution de I’équation :
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(Ey) (X —a)"4, + (X -b)"B, =1
d’inconnues A4, et B, dans R,_;[X], ’espace des polynémes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal & (n — 1).

1. Montrer que si (E,) admet un couple solution, celui-ci est unique.

2. On consideére les ensembles :
F={(X—-a)"P |/ PeR,1[X]} et G={(X-0)"P/PecR,1[X]}

a) Vérifier que F' et G sont des espaces vectoriels dont on précisera la
dimension.

b) Déterminer F' N G. En déduire la dimension de F' + G.

c¢) En déduire que (E,) admet une solution unique.

3. a) Montrer qu'’il existe un polynéme P, dont on précisera le degré,
vérifiant :

Ve eR, /z((t —a)(t— b))ni1 dt = (z — a)"P,(z)
b) Etablir I'identité :
Ve eR (x —a)"Py(z) + (b—2)"Py(a+b—2z) = (b—a)"P,(b).

c) Exprimer le couple solution de (E,,) en fonction du polynéme P,.

Solution :

1. Supposons que (E,) admette deux couples solutions (A,, By,) et (Cy, D)
éléments de R,_1[X]. On a alors :

(X —a)"(An — Cn) = (X = b)"(Dn — Bn)
Le réel a est alors racine d’ordre de multiplicité au moins n du polynome
D,, — B,, ce qui entraine que c’est le polyndéme nul, puisqu’il est de degré
inférieur ou égal a (n — 1). De méme A,, = C,,.
2.a) On vérifie aisément que F et G sont des sous-espaces vectoriels de
Rap—1[X]. Une base de F est :
(X —a)", X(X —a)?,...,. X" 1(X —a)"
(c’est une famille libre et génératrice). Donc dim F' = n.
De méme, une base de G est :
(X —b)", X(X —b)",..., X" (X —b)"
et dimG = n.
b) Soit @ € FFNG. 1l existe deux polynomes P, et P, de R,,_; [X] tels que :
Q= (X —a)"Pi(X) = (X —b)"P(X)
Une démonstration identique a celle de la question 1. montre que P, = P, =
0, donc @ = 0.
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On en déduit que dim(F +G) =dim F+dim G = 2n. Or FO G C Rop—1 [X].
L’égalité des dimensions implique que :
F S5 G - RQn_l [X]
c¢) En particulier, 1 € F+G ; on déduit des questions précédentes I’existence
d’une solution de (E,).

T

3. a) Posons F(z) = / ((t—a)(t— b))n_1 dt. F est une fonction dérivable
et pour tout z réel : ¢

F'(z) = (z —a)" '(z - 0"
F' est donc une fonction polynomiale dont la dérivée admet a comme racine

d’ordre (n—1). Mais comme F'(a) = 0, on peut donc conclure que a est racine
d’ordre n de F.

b) Le changement de variable affine u = a + b — ¢ donne :

bt+a—x z
F(b+a—ﬂt)=/ ((t—a)(t—b))”’ldtz—/b ((@—w)(b—u)" " du
b
:/ ((a—u)(b—u))nildu

D’ot :
b
F(z) + Fla+b—g) = / ((t = a)(t = b)""* dt = F(b)
ce qui se traduit par : ’
(z —a)"P,(z)+ (b—z)"P(a+b—1xz) = (b—a)"P,(b)

¢) Comme (t—a)(t—b) < 0 pour t € [a,b], le signe de ((t—a)(t—b))n_1 reste
constant sur cet intervalle, ce qui entraine que F'(b) # 0 donc que P,(b) # 0.
En utilisant I'unicité de la solution de (E,,), I’équation précédente se traduit
par :

T —a n_ Pol@) —z nPalatb—mz)
( ) (b—a)"Py,(b) T b-2) (b —a)" Py, (b) 1
donc : Pu(X) Pulat b X)

Remarque : On a (X —a) — (X —b) =b— a, donc :
[(X —a) = (X 0"t = (b—a)*"
En développant par la formule du bin6me on obtient une expression de la
forme :
(X = A)"an(X) + (B=)b)"Ba(X) = (b —a)*
ou ay, et 3, sont des polyndmes de degrés adéquats, il suffit alors de diviser
par (b — a)?"~! pour obtenir une autre expression de A, et B,.
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3
PROBABILITES

Exercice 1.

Soit n un entier naturel, n > 2.
Soient (X1, Xs, ..., X,, Z), n+1 variables aléatoires mutuellement indépendantes,
suivant toutes la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

1. On pose, pour tout 1 <k <n:Y, =

2

k
X, =X1 X5 - X
=1
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire L; = In (YL), ott In désigne la
1
fonction logarithme népérien.
Reconnaitre la loi suivie par Lj.

b) En déduire la loi de la variable aléatoire InY}, en reconnaissant au
préalable la loi suivie par la variable aléatoire —In Y.

2. Pour tout n € N*, V,, est une variable aléatoire suivant la loi v(1,n) (loi
Gamma de parametres 1 et n). Soit W une variable aléatoire suivant la loi
de Poisson de parametre s > 0.
On note F;, la fonction de répartition de V,, et G la fonction de répartition
de W.

a) Déterminer une relation entre Fy(s) et Fj,—(s), pour tout n > 2.

b) Montrer que pour tout n > 1:1— F,(s) = G(n — 1).

3. On note R, la variable aléatoire définie par R, = %

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire R,,.
b) Calculer la probabilité de I’événement (R,, < 1).
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Solution :
l.a)Ona L; = —InY;. Donc L; () = Rt et pour tout z > 0 :
FLl(J}) = P(Y1 > e_z) =1—¢e"%

Ainsi Ly suit la loi exponentielle £(1) d’espérance et de variance égales & 1.
Une densité de L; est donnée par :

fuia) = {

0 siz<O0
e ™™ six>0

k
b) On a —In(Yy) = > —In(X;). L’indépendance des variables aléatoires
i=1
(X;) (donc des variables aléatoires (In(X;)) permet d’affirmer que — In(Y%)
suit la loi Gamma (1, k), de densité :

Donc In(Yy) a pour densité :
0 siz >0
{ eZ(_l,)k—l
(k—=1)!

puisque Fi,(y,)(7) =1 — F_,(y,)(—2z) pour tout x réel.

2. a) On sait que :

Fo(s) = P(V, < s) = /Os%dx

Une intégration par parties, les fonctions étant de classe C* sur R donne :

Comme Fj(s) =1—e~%, il vient :

Fae)=1- % S50
C T E G
b) Il vient immédiatement, :
n —s k—1
1-F,(s)= ) &5 r=PW<n-1)=Gn-1)
= (k—1)!

3.a) On a : In(R,) = In(Y,) + (—InZ). Par indépendance des variables
aléatoires en jeu, pour tout x réel :
+oo
fiur, (r) = fuy, (W) f-mz(®—u)du
o0

et :
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0 u n—1
flan(m):/ %f;lnz(iﬂ—u)du

o siz<0: -
—x z —z +oo -y, n—1
— € 2u(_ n—ld _ € €y dy
fiur, (@) = 5= 1)!/_00e ()™ du =" /_zz (n—1)!
= &7 (1~ Fa(-22))
e siz>0:
e ” 0 2u n—1 e ”
Jur, (z) = m e*(—u) du = on
Pour terminer, on remarque que pour tout v > 0, fgr, (v) = fin g, (Inu) x %,
donc :
n—1 (_ k
ks0<u<l: fa, (w) = L5 E20)
2" 1= k!
. . 1
*Slu?l.fRn(.'L')—W.

b) Ainsi :

Exercice 2.

Soit n un entier naturel non nul. Une boite contient (2n + 1) jetons bicolores
(une face est blanche, 'autre est noire). Les jetons sont numérotés de 1 a
2n + 1 sur leur face blanche, les faces noires ne portant pas de numéro.

On lance simultanément tous les jetons et on observe leurs faces supérieures.

1. Une et une seulement des deux couleurs apparait un nombre impair de
fois. Soit X la variable aléatoire associée a ce nombre.
a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer son espérance et sa variance.

2. Suite au lancer, on ramasse les jetons de la couleur apparaissant un nombre
impair de fois et on note les numéros de leur face blanche. Soit Y la variable
aléatoire représentant le plus petit de ces nombres.

a) Soit k € [0,n], déterminer la loi conditionnelle de Y, conditionnée par
Pévénement (X = 2k + 1).

b) En déduire la loi de Y. Calculer son espérance.

Solution :

l.a) On a X() = {2k + 1, 0 < k < n} et événement (X = 2k + 1)
correspond a 'union des événements « on a obtenu (2k + 1) jetons blancs et
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(2n — 2k) jetons noirs parmi les (2n + 1) » ou « on a obtenu (2k + 1) jetons
noirs et (2n — 2k) jetons blancs parmi les (2n + 1) ».
Par incompatibilité et modele binomial associé, il vient :

2k+1 2k+1
P(X =2k +1) = 222neL = Conin

o2n+l 92n
b) L’espérance de X est donnée par :
E(X) = éo(zk +DPX =2k+1) = b éo(zk +1)C2k+tL
= 2t $° ot = 2
(car (1+1)>® =22" et (1 —1)?>" =0, d’ou znj CZk = 92n—1)
On a également : =
B - 1) = e ek nepciit = )i 5 ogy
et, en utilisant la méme technique : E(X(X — 1)) = (271%41)(2") et :
Voo =B
2.a)Ona (Y/(X=2k+1))(Q)=[1,2n—2k+ 1] et :
PY =(/X =2k+1)= 702—1%&“—‘
Cont1

En effet parmi les échantillons de (2k + 1) jetons pris parmi (2n + 1) (sans
remise), on dénombre ceux dont aucun ne porte un numéro inférieur ou égal
a f—1 et dont 2k portent des numéros supérieurs ou égaux a £+ 1, un jeton
valant /.

b) Pour tout £ € [1,2n + 1] :
[(2n+1—2)/2]

PY=¢ = > PY=¢/X=2k+1)P(X =2k+1)
k=0
soit : ! /2] ek _
2n+4+1— 2 02 C +
P(Y=0= ¥ 2=
k=0 2n+1

et, pour ¢ € [1,2n] :
[(2n+1—-¢)/2]
—_pn__1 2k _ 11 —¢_ 1
Pour { =2n+1:

I~

20

[\

L’espérance de Y vaut alors :
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2
l
_l+

2227;1 :2(1—#)

b

E(Y) =

o~
Il

1

Exercice 3.

On considere deux urnes U; et Us. On suppose que U; (respectivement Us)
contient n; boules noires et by boules blanches (resp. ns boules noires et by
boules blanches).

On choisit de facon équiprobable une des deux urnes puis on y effectue deux
tirages successifs d’une boule avec remise.

Soit N (resp. Na) I’événement «tirer une boule noire au premier (resp. au
second) tirage ».

1. Quelle est la probabilité de Ny 7 Quelle est la probabilité de Ny 7

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au second tirage sachant
que l'on a tiré une boule noire au premier tirage ?

3. Les événements [N et Ny sont-ils indépendants 7

Solution :

1. En utilisant le systéme complet (U, Us), ou U; est I’événement «les tirages
se font dans 'urne U; », il vient :

P(Ny) = P(N,/Uy)P(Uy) + P(Ny/Uz)P(Us)

Soit :
_1.m ny
P(Nl)_ 2(n1+bl n2+b2)
Le résultat est évidemment le méme pour Ns.
2. P(N2/Ny) = % et comme on ne change pas d’urne entre les
1

deux tirages :
P(N1 mNg) = P(N1 n NQ/Ul)P(Ul) + P(N1 mNz/Uz)P(Uz)

Soit : ) " X
_ 1 n o
P(N1NNy) = 2((TL1 ‘|‘b1) + (n2+b2) )

Et en remplagant et développant :

n%(nz + b2)2 + n%(nl + b1)2
(n% +b1)(na + b2)2 + (n% + by)(n1 + b1)2
3. Les événements N; et N» sont indépendants si et seulement si :

P(N; N Ny) = P(N;)P(N>)

Soit , si et seulement si :

P(N2/Ny) =

1 n 2 ne 2y _ 1 n n 2
5((711-{%61) (n2j62) )_4(7114}()1 ’nzij)

En développant, il reste : (n Z} I nﬁ b )2 =0
1+ 01 2 + b2
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Ceci est réalisé si et seulement si % = % (ce qui n’est pas étonnant).
1 2

Exercice 4.

Une rampe verticale de spots nommés de bas en haut Si,.S>,S3,S4 change
d’état de la maniere suivante :

e alinstant t = 0, le spot S; est allumé.

e sialinstant ¢ =n (n > 0), le spot S est allumé, un (et un seul) des spots
S1,99,.55,54 s’allume a l'instant t = n + 1, et ceci de maniere équiprobable.
e sialinstant t =n (n > 0), le spot Sk (2 < k < 4) est allumé, le spot Si—1
s’allume & linstant ¢ = n + 1.

e 4 chaque instant, un seul spot est allumé.

Soit X la variable aléatoire représentant le premier instant, s’il existe, ou le
spot Sy s’allume.

1. Calculer la probabilité pour que le spot S; reste constamment allumé
jusqu’a linstant n (n € N donné). En déduire que X est bien une variable
aléatoire.

2. Calculer la probabilité des événements (X =1) et (X = 2).
3. Calculer la probabilité des événements (X = n) pour n > 3.

4. Déterminer ’espérance de X.

Solution :

1. Le spot 57 reste constamment allumé jusqu’a 'instant n avec la probabilité

Deés que le spot Sp s’éteint, alors 'un des spots Ss, S3 ou Sy s’allume et il n’y
a plus qu’a attendre : on est sur que Sy s’allumera.
Par le théoreme de continuité monotone d’une probabilité, la probabilité que

le spot S reste indéfiniment allumé vaut lim (i)n = 0. On est donc quasi-
n— o0

o)

certain que le spot Sy s’allumera et ) P(X = k) = 1 : X est bien une
k=1

variable aléatoire.

2.« P(X=1)= % (le spot Sy s’allume a l'instant 1).
* (X = 2) est réalisé, soit si le spot S; reste allumé a l'instant 1 et le spot Sy
s’allume & linstant 2, soit si le spot S3 s’allume a linstant 1 (et S2 s’allumera

nécessairement & U'instant 2), donc :

_o9y 11 1{_5
P(x=2)=11+11-3

3. Soit n > 3, Sy s’allume pour la premiere fois a 'instant n si et seulement
si:
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* Soit Sy reste allumé jusqu’a 'instant n — 1 et S2 s’allume a 'instant n ;
* Soit S reste allumé jusqu’a 'instant n — 2 et S3 s’allume a l'instant n —1;
* Soit S reste allumé jusqu’a 'instant n — 3 et Sy s’allume & 'instant n — 2 ;

Soit, par disjonction :

1 1 1 1 1 1 21
Vn;?),P(X:n):4n_11+4n_2z+4n_3124—n

4. La convergence de la série étant évidente :
o0

1 5 < n

E(X)= nP(X=n)=++2-%+21 LA
(X) nZ::I ( )=7+25% PR
E(X):7 21 21 , 21

L _ a1l _ 241 4l n

8 4 78T 4 2t

\g

Exercice 5.
1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
a) Montrer que, pour tout n € N* :
n n—1
> kPX=k=> PX>k)—nP(X >n)
k=0 k=0
En déduire que si X admet une espérance, alors :
+o0o
E(X)= > P(X>k)
k=0

b) Montrer de méme que si X admet une variance, alors :
—+o0
E(Xz) =Y (2k+1)P(X > k)
k=0
2. On dispose d’une urne contenant N boules numérotées de 1 & N. On
effectue, a partir de cette urne, n tirages successifs d’une boule, avec remise,

et on note X le plus grand nombre obtenu.
a) Calculer P’espérance de X. Préciser la loi de X.

b) Déterminer un équivalent de E(X) lorsque N tend vers 'infini, a n fixé
(on pourra comparer & une intégrale).

c) Z = TLT+1 X est-il un estimateur sans biais de NV 7

d) Dans les mémes conditions, déterminer un équivalent de la variance
V(X).

Solution :

1. a) On peut écrire, pour tout n € N* :
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S RP(X =k) = S k[P(X > k—1) - P(X > k)]

=S (h+1—K)P(X > k) = nP(X > n) + P(X > 0)
k=1

= > P(X >k)—nP(X >n)
k=0

3
—

Si X admet une espérance, la série Y kP(X = k) converge. Mais :

o @] o @]
0<nP(X>n)=n ), PX=k< Y kP(X=k)
k=n+1 k=n+1
Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers U'infini, comme reste d’une
série convergente. Donc :

B(X) = :f:zP(X > k)

b) Utilisons le méme type d’argument. Pour tout n € N* :

S KP(X = k) = 21&[ (X >k—1) - P(X > k)]
k=0 =

i ((k+1)2 = k) P(X > k) = n?P(X >n) + P(X > 0)

= X @k + DPX > k) = n*P(X > n)

S x>
_ =

Si X admet une variance, X admet un moment d’ordre 2, et la série
S k?P(X = k) converge. Mais :

o0 o0
0<n?P(X>n)=n? Y PX=k < > KkPX=k)
k=n+1 k=n+1
Ce dernier terme tend vers 0, lorsque n tend vers l'infini, comme reste d’une
série convergente. Donc :

B(x?) = :zz(% 1) P(X > k)

a) Il est immédiat que pour tout k € [1,N] :
P(X<k)=(£)" et P(X > k) =1 (£)"

N
Donc, par la question précédente :
N—1 k k
E(X) = kZ_:O (1-(F)") =N~ Z ()"

Quant a laloi de X (on a: X(Q) =[1,N]) :

k" — (k — 1)"

P(X =k =PX <k -PX<k-1)="—=

Ce calcul étant valable méme pour k£ = 1.
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b) On a :

N—1 N—1
k\n 1 k\n
£\ _ (L K

5 &=V 5 ()

Or, lorsque N tend vers l'infini :
1N kv g = L
N X ()~ | et =

ce qui donne, pour N grand :

N _ nN
BX)~N -7 =557

¢) On en conclut que Z est un estimateur asymptotiquement sans biais de

N.
d) On refait un calcul analogue :
N-1 N-1 N-1 b
EX?)= > 2k+1)PX >k)= > 2k+1)— > (2k+1 (N)
k=0 k=0 k=0
N-1 N-1
= “1)—2N2x L Kyl 1 LAY
=N+ N(N-1)—-2N xNkZ::O(N) NXNk:o(N)
1 1
— N2 —2N? (/ od + 0(1)) - N( adx + 0(1))
70 0
2y _ a2 _ 2N N 2y _ . n 2 2
E(X*) =N p—— n—|—1+0(N)_n+2N + o(N?)
2
Et comme [E(X)]? = (171)2]\[2 + o(N?), il vient, pour N tendant vers
n
Pinfini :
V(X) ~ n 2

Exercice 6.

Dans cet exercice, ) désigne un ensemble fini non vide, P(2) I’ensemble des
parties de Q et (2, P(2), P) un espace probabilisé.

On note F l'ensemble des applications de Q dans R. Si X € F, on note
E(X) lespérance de la variable aléatoire X.

Si A est une partie de 2, on note 14 la fonction caractéristique de A,
c’est-a-dire 'application définie pour tout w € Q) par :

1 siwed
lA(w)_{O sinon

1. Soit A C Q. Calculer E(14).

2. Montrer que I'application ¢ définie sur F x F par :
v: (X,)Y)— E(XY)

est un produit scalaire sur F si et seulement si pour tout w € Q, P({w}) > 0.
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Dans la suite de l’exercice, on supposera que P vérifie cette propriété et F
sera muni de ce produit scalaire.

3. Soit X € F une variable aléatoire non constante.
On note G le sous-espace vectoriel de F engendré par X et la variable
aléatoire constante égale a 1, soit G = Vect(X, 1q).
Soit Y € F.

a) Déterminer les réels ag et by pour lesquels Y — apX — by est orthogonal
a tout élément de G.

b) En déduire 'expression de la projection orthogonale de Y sur G qu’on
notera pg(Y).

c¢) Comparer E(pa(Y)) et E(Y).

d) On suppose que X = 14, avec A partie de Q non vide et distincte de Q.
Montrer que pour tout B C {2 :

pa(lp) = P(B/A)14 + P(B/Z)IZ

ou P(U/V) désigne la probabilité conditionnelle de I’événement U, sachant
que I’événement V est réalisé.

Solution :

1. E(14) = 1.P(A) + 0.P(A) = P(A).

2. x Lapplication ¢ est bilinéaire (par linéarité de ’espérance), symétrique
(par commutativité du produit dans R, donc dans F) et également positive
(car si X € F,p(X,X) = E(X?) >0).

* Si ¢ est un produit scalaire, pour tout w € 1, X = 1y, est un élément
non nul de F, donc ¢(X, X) = E(1y,1?) = E(14,3) = P({w}) > 0.

* Réciproquement, supposons que Yw € Q, P({w}) > 0. Soit X € F non
nulle. Alors il existe wy € Q tel que X (wp) # 0.

Dans ces conditions p(X, X) = E(X?) > X2({wo})P({wo}), donc ¢ est bien
un produit scalaire.

(Y —apX — b, 1q) =0

(Y —apX —bp,X) =0

{ aoE(X) + by = E(Y)

3.a)Y—a0X—b0€GL<:>{

(10E(X2) + boE(X) = E(XY)
E(XY) - E(X)E(Y) _ Cov(X,Y)
V(X) o V(X)

bo = E(Y) — E(X)%

apg =

Notons que V(X) # 0, puisque X n’est pas constante.
b) pe(X) est Punique élément Z de G tel que Y — Z € G+, donc :
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_ Cov(X)Y) Cov(X,Y)
V(X) V(X)
c) E(pg(Y) =aoE(X) + by = E(Y) (conséquence de Y — pg(Y) L 1)
d) Remarquons que A # Q et A # 0, donc X = 14 n’est pas constante.
Cov(la,15) = E(14alp) — E(14)E(1g) = E(1ans) — E(14)E(1g), donc
Cov(l4,15) = P(ANB) — P(A)P(B)
V(14) = P(A)P(A) (car 14 suit la loi de Bernoulli de parametre P(A)).

pa(1B) = apla +bo(la + 13) = (ap + bo)la + boly
avec :

pa(X) X+ E(Y) - EX)

o +bo = E(1p) + L1 - (1)
. P(ANB)—- P(A)P(B)  P(ANB) _
_p(n) + o = PGP = P/
et :
bo = E(1p) — E(IA)CO‘{/g(li;)lB) _ P(B) - P(AN B)P—(Z];(A)P(B)
= P(B/A)
Finalement :

pa(1s) = P(B/A)14 + P(B/A)13

Exercice 7.

On considere une suite de parties indépendantes de «pile» ou «face», la
probabilité d’obtenir «pile» & chaque partie étant égale a p (ou p €10, 1]).

eme

Si n € N*, on note T}, le numéro de I’épreuve amenant le n®"° «pile».

Enfin, on pose Ay =Ty et pourn >2, A, =T, — T, 1.

1. Quelle est la loi de T3 ? Donner la valeur de son espérance.

2. Soit n > 2. Montrer que A, As,..., A, sont des variables aléatoires

indépendantes qui suivent une méme loi.

n

3. On pose A, = {(z1,...,2n) € R"/ > x; = 1} et on définit I'application
i=1

f de A,, dans R par, pour tout (x1,...,%,) € Ay : f(z1,...,2,) = > 22

a) Soit (hy, ..., hy) € R tel que (L +hy, Lp o, L) e,
Simplifier :

1 1 1 11 1

f(E-Fhl,E-i—hQ,...,E—l-hn)—f( ..,—)

n’'n’’
b) En déduire que f admet un minimum atteint en un unique point de A,,
que 'on précisera.
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4. Montrer que si n € N* est fixé, il existe parmi les combinaisons linéaires
de Ti,...,T, un estimateur sans biais de 1 qui est de variance minimale et

préciser quel est cet estimateur. Cet estimateur est-il convergent ?

Solution :

1. La variable aléatoire T} est le temps d’attente du premier «pile », elle suit
la loi géométrique de parametre p, donc d’espérance ]l)

2. Notons X, la variable aléatoire égale a 1 si la partie numéro n amene « pile »
et 0 sinon. Les variables X, sont des variables de Bernoulli indépendantes de
méme parametre p.

Soit (i1,...,0n) € (N*)™. L’événement (A1 =iy,..., A, =1iy,) est :

(Xl == Xilfl = OaXi1 = ]-7Xi1+1 == Xi1+i271 = OaXilJriz =1,.
jusqu'a X, 4..qq, = 1)

Donc, en posant ¢ =1 —p :

P(A; =iy, ..., A, =i,) = ¢ tpg2~lp.. . 1p (¥)
En sommant pour (i1,...,i,_1) € (N*)""1 on obtient compte tenu du fait
k=1p, p_ _ 1.
ue —— =1:
a Ic;l ¢ ~Tq¢

P(An =in) = g'p
Ce qui prouve que A, suit la loi géométrique de parametre p, donc les
variables Aj sont toutes de méme loi.
De plus, ’expression (*) prouve que :

n
P(A; =id1,..., A, =in) = [ P(Ar = i)
k=1
Ce qui prouve l'indépendance des variables A, pour n € N*.

n

3. a) Remarquons que (%+h1, R %+hn) € A, siet seulement si Y h; =0.
i=1

Dans ces conditions :

1 1 _ gl 1 3 2_ 1y 5 p2
f(n+h1""’n+hn) f(n n) z;1(( ) n2)_z§1h

b) f(% +hy,o.., = —|— h ) (l ﬁ) est toujours > 0, avec égalité
seulement si tous les h; sont nuls. On en déduit que f admet un minimum
global sur A,, atteint uniquement en (%, o %)

4. On remarque que Vect(Ty,...,T},) = Vect(4y,...,4,).

Si(z1,...,2,) € R", E(x1 A1+ -+x,4,) = 1—1) > @, donc xy Ar+- - +xn Ay
i=1

est un estimateur sans biais de L si et seulement si (@1,...,Tn) € Ap.

Dans ces conditions, vu I'indépendance des A; :
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V(e dy + -+ 2ndn) = 3 22V (Ay) = V(AD S (@1, -, 20)
=1

Cette variance est minimale si et seulement si (z1,...,2,) = (%, e, %)

Il existe donc parmi les combinaisons linéaires de Ti,...,T, un estimateur
n

sans biais de variance minimale qui est % A= %Tn.
i=1

Cet estimateur est convergent, puisque V(lTn) = lV(Tl) — 0.
n n n— 00

Exercice 8.

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
On considere deux variables aléatoires indépendantes, X; et Xo, définies sur
le méme espace probabilisé (2, B, P) et suivant la loi uniforme discréte sur

{1,2,...,n}.
1. Soit @ un entier de {1,2,...,n} et Y la variable aléatoire définie par :

_{Xw) siXhw)<a
Yw € Q,Y(W) - {Xz(w) :1 XQ(W) >a

a) Déterminer la loi de Y. (Vérifier que l'on a bien obtenu une loi de
probabilité).
b) Calculer ’espérance de Y et la comparer a celle de X;.
c) Pour quelle(s) valeur(s) de a cette espérance est-elle maximale 7
2. Soient a et b deux entiers de {1,...,n}.
On définit la variable aléatoire Z par :
Xi(w) siXo(w)<a
YweQ, Z(w)=<¢ Xao(w) sia< Xo(w) <b
Xl(w) si Xz(&)) >b
a) Déterminer la loi de Z ainsi que son espérance.

b) Pour quelles valeurs du couple (a, b) cette espérance est-elle maximale ?

Solution :

1. a) On a Y(Q) = [1,n] et, par indépendance des variables aléatoires X; et
X2 .

e sik<a, P(Y=k)=P(Xi=kn(X<a]=1x2
o sik>a, PY =k)=P[(X1 =k)N (X2 >a)]+ P[(X2 = k)N (X2 > a)]
:l_|_l
n n2
Onabien: L xa+ L x(n-—a)+2=2=1
n n n

b) Le calcul de l'espérance est facile :
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a n n 1)  (a+n+1)(n—a)
EY)=S k% 4 A kE_amn+1)

@) 1;::1 n? ol n’ k:%:ﬂ n 2n 2n
= E(X1) + 5-(n —a) > E(X1)

c¢) On vérifie que :

E(Y) =3 (3% +n—(a—1)?)

Ainsi E(Y) est maximale pour a — % le plus petit possible :
e sim est pair, c’est pour a = %,

e sim est impair, c’est pour a = ngl oua= n—2|—1_

2. a) On procede dans cette question comme dans la question précédente :
e sik<a, P(Z=k)=P[(X:=k)N(X2<a)]+ P[(X1 =k)N (X2 >D)]

%(a—b-{—n).
n

e si k> b, la méthode et le résultat sont identiques,

o sia<k<b,
P(Z=k)=P[(Xi=kN (X2 <a)]+P[(Xa=k)N(a<Xs<Db)]
+P[(X1 =k)N (X3 > b)]

1

==(a—-b+n)+ 1
n

n
Le calcul de 'espérance donne :
E(Z)= 2= (1? —a® —bn+an+n? +n) = B(X)) + &% (b+a — n)

2n 2n
b) De plus :
1 2 2 ‘
B(z)= L[(b- 1)~ (a- )" +n? +1]
E(Z) est maximale pour a = n/2 si n est pair et pour a = 5 L gua = n—2|- 1

si n est impair (voir la question précédente) et b tel que (b — %)2 maximal,
soit b = n.

Exercice 9.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R’ de
densités respectives fx et fy.

1. a) On pose U =In(X) et V =In(Y).

Exprimer des densités fy et f_y de U et de —V a l'aide de fx et de fy.

b) Déduire de la question précédente une expression d’une densité de T' =

In ().

c) Montrer qu’une densité g de X st :

Y
0 siz<0
9(x) = %fT(lna:) siz >0
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2. Montrer que le quotient de deux variables exponentielles indépendantes de
parametres respectifs A et p suit une loi de Pareto dont on déterminera les
parametres.

3. On admet que si les variables X et Y sont a valeurs dans R*, une densité

g de % est définie, pour tout x réel par :

+oo
o(c) = / ] (wt) fr () dt

—00
Déterminer la loi du quotient de deux variables aléatoires indépendantes
suivant la loi normale centrée réduite.
On rappelle qu’une variable aléatoire X suit une loi de Pareto de paramétres
a>0,a>0 et xzg lorsqu’une densité de X est donnée par :
a+1 .
f(m):{%(#xo)—i_ S1 T —Tp > a
0 sinon

Solution :

1. a) Les variables aléatoires U et V sont & valeurs dans R. Pour tout z € R :
[U<Lz]=[X <€*] = Fy(z) =Fx(e*) = fu(z) =e"fx(e%)

(ou Fy désigne la fonction de répartition et fy une densité de la variable

aléatoire & densité ). De méme :

[-V<<a]=Y 2e ] = Fy(z)=1-Fy(e™®) = fy(z) =e"fy(e ™)
b) On remarque que T = In(X) — In(Y) = U — V. Les variable X et ¥

étant indépendantes, il en est de méme pour U et V, et une densité de 7" est

donnée par convolution :

+0o0 +00
fr(z) = / ful®)f—v(z —t)dt = / etfx(et)e_x+tfy(e—x+t) gt

— 00

¢) On remarque que % = e La variable aléatoire % est a valeurs dans

R’ et pour tout z > 0 :
(& <a] =[T <Ina] = Fy)y(x) = Pr(inw)
Par dérivation, une densité de % est définie par :
0 siz<0
9(z) = { %fT(lna:) siz>0

2. C’est une application de la question précédente. Si X suit la loi £(N), siY

suit la loi £(u), et si X, Y sont indépendantes, % a pour densité :

0 siz <0
@ =1
g\ = )\,u/ we~ ATt dy sixz >0
0
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Donc, pour z > 0, apres une intégration par parties :

Ap /A
g(x) = =
Az +p)®  (z+p/N)°
On reconnait une loi de Pareto de parametres a = 1,a = p/\, o = —p/A.

3. Il suffit d’appliquer la formule proposée :
+oo +oo
o0 = [ et et ra= 1 [Tieenee g
o

2 . o

Soit, en intégrant «a vue» :

1

g(z) = m

On dit que % suit une loi de Cauchy.

Exercice 10.

1. Soient deux entiers naturels n et r avec 0 < r < n.

On définit la fonction F,. , sur R par :
n

Ve eR, F,,(z) =Y Cra*
k=r
a) Montrer que pour tout z réel, on a (1 — z)F, () = zF,_1p_1(z) —
Cragntl.
b) Soit x €]0,1[ et r € N fixés. Donner un équivalent simple de C7z"*1
quand n tend vers l'infini.

¢) Montrer que pour tout z tel que 0 < z < 1 et r € N fixés, F, ,(z) admet
une limite lorsque n tend vers l'infini et déterminer cette limite.

On dispose de deux pieces de monnaie. La premiere piece donne « Pile » avec
la probabilité p et la seconde avec la probabilité ¢ = 1 — p. (p €]0, 1|).

e on lance la premiere piece jusqu’a obtenir pour la premiere fois «Pile ».
Soit N le nombre de lancers effectués.

e on lance alors N fois la seconde piéece et on note X la variable aléatoire
égale au nombre de «Pile» obtenus durant ces N tirages.

2. a) Déterminer la loi de X.

b) Calculer son espérance. Commenter les cas o p = ¢ = 1/2 et ou p est
de la forme 1/r.

Solution :

1. a) On utilise la relation appelée «du triangle de Pascal », soit :
F= 0T+ G
avec les conventions habituelles de nullité.
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Pour tout x réel :

n n n
Fon(@) = Y. Chah = 35 Cp-lab + 32 Cf ot
0 k=r k=r k=r
r:
i Qr=lok — nil Cr-lgk+l _ o
k—1 - k - rfl,nfl(m)
k=r k=r—1
n n
N Ci_zb= Y Ch_j2F, car Cl_; =0
k=r k=r+1
n n
> Crgat = 3 Cralt! =z (Fon(a) — Cra™)
k:}r k=r
D’ou :

(1 2)F.(2) = 2F, 10 1(x) - Cha™*!|

b) Soit x €]0, 1[. Raisonnons par récurrence sur r :

n
e sir =0, Fy,(z) = > z* admet 1 pour limite lorsque n tend vers

= 1-2z
Iinfini.
n
e sir=1,F ,(r) = Y kz* admet ﬁ pour limite lorsque n tend vers
k=0 -z
Iinfini.

r—1
e supposons que pour r > 0, F._; ,(z) admette (fji)r pour limite lorsque
-
n tend vers l'infini ; la relation précédente et la remarque suivante :
rpn+l —nm=1...(n=r+1)
" r! r!
quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini (prépondérance classique),

donnent pour z €10, 1] :

~

r
n_'mn+1

. _ .’L’T
ngr-{-loo FT’n(x) B (1 - :L')rJrl

2. a) La loi conditionnelle de X, conditionnée par la réalisation de ’événement
[N = n] est une loi binomiale de parametres n et g, et ([N = n]),en+ est un
systeme complet d’événements. Donc pour tout k € N* :

P(X=k) = 3 P(X =k/N =n)P(N =n) = 3 ChghpmFpgn-!
n=1 n=~k
k 2k—1
— (D) S gy = (1)) pg
= n(Pg)" = = ;
(p) = (p) (1 _ pq)k+1 (1 _pq)k+1
Et pour £k =0 :
S 145 (2 = 2 q
P X = 0 = n n = L fd = 4
( ) nglqpq pn:lq ]-_q2 1+q
) 5 pg?h1
b) La série > k————= est convergente.
P (1—pg)tH i )
idral <ot - P4 q° k-t q
Le terme général s’écrit : TEE k(g —pq) yavec 0 < /0 < 1.
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On a alors : h1 )
E(X) = P4 — rq k(-4 k=1
) k; (1—pg)*™" (1 —pg)® 1;::1 (=)
_ P 1 - P _ 4
(I-pa)” (1--)2 (A-pg—q) P

* Si p =¢q = 1/2, on joue en moyenne 2 fois avec la premieére piéce et on
a donc en moyenne 1 fois Pile avec la seconde. Le résultat ci—dessus parait
normal.

* Sip=1/r, E(N) = r et on joue en moyenne r fois avec la probabilité
rr;l d’obtenir Pile. On obtient Pile en moyenne (r — 1) fois. On retrouve

E(X) = ]%.

Exercice 11.

1. Soit X une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur 0, 1].
On pose Y =In X.

Déterminer la loi de Y.
2. Soit (a,b) deux variables aléatoires a densité, indépendantes, définies sur

un espace probabilisé (2, B, P), suivant toutes deux la loi uniforme sur 0, 1].
A tout w € Q, on associe I’équation :

a(w)z? —bw)r+1=0
On note a(w) et B(w) les racines dans C de cette équation.

Déterminer la loi de la variable aléatoire S définie par :

Sw) = a(w) + (w)

Solution :

1. On sait que Y (Q) =]—o00,0]. Aussi pour tout < 0 :
P(Y <) = P(n(X) < 2) = P(X < ¢%) = Fx (e?)
ou Fx est la fonction de répartition de la variable aléatoire X .
Par conséquent :
Fy(z) = {FX(ex) =e* siz<O0

) 1 siz >0
et une densité de Y est alors :

vy 5
2. On sait que : S(w) = a(w) + B(w) = ZE‘:))

Pour déterminer la loi de S on étudie la loi de InS = Inb—Ina = Z; — Zs,
avec comme densités respectives :
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_[e* six <0 _Je™ siz >0
le(w)—{o siz>0 fZZ(m)_{o siz <0

Une densité h de In(S) est alors définie par convolution :

+o0 0
Wo)= [t OF ze-td= [ ofpe-v

— 00

donc :
z o z
/ eZt*Idt:% siz <0

/ th—xdt:e; siz>0

Enfin, comme S(Q) = Rt il vient, pour z > 0 :
P(S<z)=P(lnS <lnz)=Fhs(nz)

—00

soit :

0 siz <0
(lnz) siz>0
et :

0 siz <0
fs(m):{ 1/2 sio<z <1
1/(22%) siz>1

Exercice 12.

1
SoitI:/ z dz .
—1(1 +x2)\/1 —zt

1. Montrer que I converge. Déterminer sa valeur.

2. Soit f définie par :

0 siz<Oouz>1
f@)=9 2 Go<z<1
(1+22)v1—at
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire ayant f pour densité.
X a-t-elle une espérance ? une variance 7

Solution :

x
1. La fonction ¢ : # = ——————— est continue sur |—1,1[, donc

(1+22)V1—a*
intégrable sur tout segment de cet intervalle.

1

e au voisinage de 1, on a 0 < g(z) ~ 1 fonction qui est intégrable au
-z

voisinage de ce point (intégrale de référence de Riemann).

e au voisinage de —1, on fait un raisonnement identique en valeur absolue,
ou mieux on invoque I'imparité de la fonction a intégrer.
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Enfin, puisque g est impaire et l'intégrale convergente, il vient :

I=0
2. a) La fonction f est positive et continue sur R\ {1}. De plus :
+ 00 1 l1—a
; 2z
flz dm:2/gm dr = lim
—o0 (@) 0 (@) a0y (1421 -z

La fonction cosinus est bijective de [0,7/2] sur [0,1] et de classe C'. Posons

x = v/cost. Il vient :
1 o *
. 2dt - dt
9 de = 1 STt cost = . ] 2cos2(1/2)
fpo@ae= [ arie =i ), et

1
2/ g(z)dx = lim [tant]i =1
0

a—0,0—7/2

b) Au voisinage du point 1, on a :
22" 2
0< - ~
1+2>)V1-2t Vi-z
Ainsi, 'intégrale définissant E(X™) est convergente, et X admet un moment
d’ordre n, ceci pour tout n € N*.

Exercice 13.
Soient n et p deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

1. Soient (X1, Xo,..., X, Y1,Y2,...,Y},), n+p variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].
On note :
Rn:maX(Xl,Xg,...,Xn), Sp:maX(Yl,Yg,...,Yp)

a) Déterminer la loi de R, et la loi de S,.

b) En déduire la loi de In R,, et celle de In .S, ou In représente la fonction
logarithme népérien.

c¢) En déduire une densité de la variable aléatoire P = R,,Sp,.

d) Montrer que P admet des moments de tous ordres. Calculer son
espérance.

2. Solent (z1,%2,-..,Tn,Y1,Y2,---,Yp), n + p nombres réels positifs ou nuls.
Montrer que :
max(zy, T2, ..., Tn) - max(yr, Yz, ..., Yp) = max  (z;y;)

1<i<n,1<j<p
3. En utilisant le résultat de la question précédente, on cherche a déterminer
la loi de P de la maniere suivante :

e on détermine la loi du produit X;Y};, pour tout 1 <7< n,1 <j<p.

e on détermine la loi de max X;Y;.
1<i<n, 1 <p

Cette méthode présente un inconvénient majeur. Lequel 7
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Solution :
1. a) On sait que R, (2) = [0,1], et pour tout = de cet intervalle :
P(R, <z)=[] P(X; < z) = 2"
i=1

Donc la fonction de répartition de R,, est donnée par :

0 siz<O
FRn(m):{x” sio<z<1
1 siz>1

Le calcul de la loi de S}, est identique.

b) On aIn(R,,)(Q2) = R, et pour tout z < 0 : Fiy g, () = €"*. Une densité
est alors :

f]an(ﬂ:):{ 0 Sl$>0

n.e™  sinon

Le calcul de la loi de In S, est identique.

c) Par indépendance des variables aléatoires en jeu, et par convolution, si
onpose Z=InR, +1InS), :

0
fZ(x) = /flan (u)flnsp (Z’ - u) du = / np.epze(nfp)u du pour r < 0
R T
Donc :
e sin=p

falz) = { —xn?.e™® s% <0
0 sinon

e sin#p
DP_(epr —ene) sz < 0

fz(z) = { n—p

Puis fp(z) = fz(Inz) x %, soit :

0 sinon

sin#p: fplx) = { nn_pp(avl’*1 Yy sizelo,1]

0 sinon

2,.n—1 .

d) On voit que E(P*) existe dés que n > 1 et p > 1 et un calcul immédiat
donne :

()" sin=p

WEDGFD EP

E(P) =

2. Classons les (2;)1<ign €t les (yj)1<j<p en notant :
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Alors max(z;) X max(y;) = ¥(n).Y(p) €t ce produit reste supérieur a tout
produit xy.ye.

3. Il est simple de déterminer la loi de X;Y;, pourtout 1 <i<netl < j<p.
Mais les np variables aléatoires X;Y; ne sont pas indépendantes !
La loi de max(X;Y;) sera nettement plus difficile & obtenir.

¥

Exercice 14.
On considére un espace probabilisé (2, B, P) et deux variables aléatoires X
et Y définies sur Q et & valeurs dans {1,...,n+1}, ol n est un entier naturel
supérieur ou égal a 2.
On pose, pour tout couple (i,5) € {1,...,n+ 1}2,
am = P(X = i,Y :_])

On suppose que :

1 S

am:{% Sili+j—(n+2)=1
0 sinon

1. a) Vérifier que la famille (a; ;) ainsi définie est bien une loi de probabilité
de couple.

b) Ecrire la matrice A € My4+1(R) dont le terme général est a; ;. Vérifier
que A est diagonalisable.
2. Déterminer les lois de probabilité de X et Y.
3. Pour tout couple (i,j) € {1,...,n+ 1}2, on pose :

bij =P(X =i/Y =j)
(ou P(A/B) désigne la probabilité conditionnelle de A, sachant que B est
réalisé).
Déterminer la matrice B € M, (R) dont le terme général est b; ;.
P(X =1)

Montrer que le vecteur v = est vecteur propre de B.

P(X =n+1)

Solution :

1. a) Tous les scalaires a; ; sont positifs ou nuls. Déterminons le nombre de
termes a; ; non nuls. Ce sont les termes pour lesquels :

e soiti+j=mn+3,avec 1 <i4,j <n+1,soit tous les couples (i,75) de la
forme (i,n+3—i),avecl <i,n+3—-i<n+lou2<ig<n+1l.llyenan;
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e soiti+j=mn+1,avec 1 <i,j <n+1,soit tous les couples (i,7) de la
forme (i,n+1—i),avec 1 <i,n+1—i<n+loulg<i<n llyenan
également.

Au total il y en a 2n. Ceci montre que Y>> a;; =1 et on a bien défini
1<, j<n+1
une loi de probabilité.

b) La matrice A s’écrit sous la forme :

0 ... ... ... 1/2m 0
0 ... ... 1/2n 0 1/2n
A= 0
1/2n . :
0 1/2n ... ... ... 0

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée.

n+1
2. La loi de X est donnée par P(X =i) = ) a; ;. Donc :
i=1

o P(X=1)=2 (a1, #0).
e PX=n+1)= %, (ant1,2 #0).
e pour2<i<n,P(X=1)= %: (@4,n43—i> @int1—i 7 0).
Par raison de symétrie Y suit la méme loi que X.
Qi,j
P(Y =)

b1, # 0 si et seulement si j = n. Donc by ,, = %

3.a)Ona, pour tout 1 <i,j<n+1:b;=

® byy1,; # 0 siet seulement si j = 2. Donc byq1,0 = %

e Pour2<i<mn,b;;#0sietseulementsij=n+3—-iouj=n+1-—3i.
Donc :
{b2,n+1 =1 bints—i =1/2
bn,l =1 bi7n+17i = ]-/2
ce qui donne la matrice :

0 ... ... ... 1/2 0
0 ... ... 1/2 0 1
B= 0
1 0 1/2 . :
0 1/2 ... ... ... 0

b) On vérifie alors aisément que :
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1/2n 1/2n
1/n 1/n
Bl ¢ | =] :
1/n 1/n
1/2n 1/2n

Exercice 15.

Soit p €]0,1] et ¢ = 1 — p. On considere la matrice A € M3(R) définie par :

0 10
A= 0 0 1
-p’q¢ 0 1

1. Montrer que les valeurs propres de A sont p et les deux réels a et b définis
par :
a+b = ¢
{ ab = —pq

2. On considere une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé (€2, B, P), pour lesquelles, & chaque épreuve, la
probabilité du succes est p.

Si 'on obtient deux succes consécutifs, on dit que ’on a réalisé un doublé.
Pour tout n > 2, on note :

e A, I’événement «le premier doublé est obtenu par un succes a la (n —1)™°
épreuve et un succes a la n®™® épreuve ».

e B, I'événement : «un doublé au moins est obtenu dans les n premieéres
épreuves ».

On note p, = P(A,) et on pose p; = 0.
n
a) Montrer que P(B,) = > p, puis que :
k=1
5 n
Pnts =P°q (1— Epk)
k=1

b) En déduire que, pour tout n € N* : p, 13 = ppi2 — p’qpn, puis que :

. 2an—l_bn—l
DPn=0p a—b

Solution :

La méthode du pivot de Gauss appliquée a la matrice A — AI donne :
—p?q¢ 0 1-A
A—-A~ 0 p’¢ AA-1)
0 0 P(X)
ou :
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PA) =N =N =p° +p> = (A =p)(N> — A\g — pq)
Ainsi X est valeur propre de A si et seulement si A = p ou A2 — A\g — pg = 0.
Les racines a et b de cette derniére équation sont réelles et distinctes (car son
discriminant A = ¢? + 4pq est strictement positif), et elles vérifient :

a+b = gq
ab = —pq

2. a) L’événement B,, est « un doublé au moins est obtenu dans les n premieres
épreuves ». C’est donc également «un premier doublé est obtenu dans les n
premieres épreuves ». Ainsi :
n
B, = U A
k=2
événements qui sont deux a deux incompatibles. Donc :

P(B,) = kz:;ZP(Ak) - kz: P(A) (car py = 0)

Notons S; (resp. E;) I’événement «obtenir un succes (resp. un échec) a la
1 ™€ épreuve». On a alors :

Bn+3 =B,N En+1 N Sn+2 N Sn+3
et, par indépendance :

Pnt3 = P(B_n)P([EnJrl N Spt2N Sn+3]/B_n) =(1- pn)pzq

Donc :
n

Pnts =17q(1 = 3 pi)
b) On a :
n n—1
Pnts — Ptz = 02q(1— X pi) —p%q(1 = X pi) = —pPapn

Enfin, montrons la relation :

. 2an71_bn71
Pn =P a—b

par récurrence sur n.
e La relation est vérifiée pour n =1 (p; = 0) et n = 2 (p2 = p?) ;

e supposons la relation vérifiée jusqu’a un certain ordre n + 2. Alors :
9 an—i—l _ bn+1 4 an—l _ bn—l
! a—>b P a—>b

= Lo (@ (@ = pPq) = 0" (0 — p%q))
Or, par la premiere question, a et b vérifient a®> — p’q = a
qui permet d’achever la démonstration de la récurrence.

Pnts = Pnt2 — PPqpn =P

3,b2 —p2q = b3, ce

Exercice 16.

—+o0
1. Montrer que pour tout réel a, 'intégrale I(a) = / est conver-
a

e2t + 1
gente et la calculer.
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2. Soit f la fonction définie sur R par :

Tr ey —————
! (1 + z?)
Vérifier que f est une densité de probabilité (on pourra utiliser le changement
de variable z = tanu).

3. Montrer, en les calculant, qu’il existe deux réels A et B, indépendants de
u tels que, Vu € R :
1 __A +_B
(u+1)(e** +u) v+l e 4y
4. On considére deux variables aléatoires X et Y, indépendantes, de densité
f-

a) Déterminer une densité de In|X]|.
b) Déterminer une densité de Z = In(|XY]).

Solution :
1. La fonction ¢ %ﬂ est continue sur R (car son dénominateur est
e

continu et ne s’annule pas), donc intégrable sur tout segment de R.

Au voisinage de +o00 : 0 < 2t1 1"~ e~ 2t fonction qui est intégrable sur ce
e

voisinage. On en déduit que I(a) existe par le théoreme de comparaison des
intégrales de fonctions positives.

Le changement de variable u = e~¢ donne :

—a

e —a
I(a) = udu_ — L2 4 1)) = Iin(e=20 41
(a) /0 e 2[ n(u® + )]0 5 n(e 2 + 1)

2. La fonction f est continue sur R a valeurs positives. Le changement de
variable v = tan z donne :

w/2
/f(m)dm:l/ du=1
R ™ —7/2

3. Il suffit de réduire au méme dénominateur et d’identifier pour obtenir :

1 __1 ( L, _e® )
(u+ 1) +u) 1—e*®\ut+1l " 2 4y
4. a) Pour tout z réel :
P(in|X| < 7) = P(IX| < %) = Pe~* < X < %) = Fy (e) — Fx(e™*)
et si g désigne une densité de In|X]| :

b) On a Z = In|XY| =1In|X| + In|Y]. Ces deux variables aléatoires sont
indépendantes, puisque X et Y le sont. Une densité h de Z est alors donnée
par convolution :
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+o0 z [T
e = [ ogla—na=25 [ ot

ou too
h(:L’) — 4.e” et dt
772 e (62t 4 1)(e2x +62t)

Pour z # 0 et en utilisant la question précédente :

+oo 2t +oo
dt 1 1 1
J = = - — dt
/ 2t + 1 ( 2 +62t) 1— e2x /—oo (e2t +1 ez(tfz) + 1)

On ne peut partager cette derniere intégrale en deux, puisque chaque intégrale
diverge en —oo. Il faut donc écrire : :

J(a) = oo dt oo dt
P L@ ]

— 1 —2a 1 —2(a—=x 1 —2a + 1
= 5ln(e 2 +1) - 5ln(e A )+1)_§1H(efe‘z(a*$)+1)
lim,—, o J(a) = %ln (e%) =—x
Donc, pour z # 0 :
4z.€”
h =
(:I?) 7T2 (6230 1)
qui se prolonge par continuité en 0 par h(0) = %
7r

Exercice 17.

On admet que la mesure d’une grandeur physique, dont la valeur exacte est
m, suit une loi normale N (m, 10) d’espérance m et d’écart-type I 15 -

On effectue une série de n mesures indépendantes et on note Y;, la moyenne
des résultats obtenus.

1. Montrer que Y,, est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Combien faut-il effectuer de mesures pour que l'erreur relative commise
sur m soit inférieure & 1% avec une probabilité supérieure & 0,9 7

On pourra utiliser la table de la loi normale jointe au sujet.

Solution :
1. La variable aléatoire Y, suit la loi normale A'(m,——) donc son
espérance et, sa variance valent :

E(Y,) =m, V(Y =

m
10n?
Ainsi Y,, est un estimateur sans biais et convergent de m.

2. Notons Y’ la variable centrée réduite associée a Y,,. Alors :
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P(IY, = ml < f85) = P(Y;1 < ¥f) =28 () -1

ou ® est la fonction de répartition de N'(0,1). D’ot, en utilisant une table de
la fonction ® :

2@(%)—1;0.9@\{—?21.65@712273

Exercice 18.

On effectue une suite indéfinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout
n € N* ) on désigne par p,, la probabilité qu’au cours des n premiers lancers
le résultat « Pile» n’ait pas été obtenu trois fois de suite.

1. a) Calculer p1,p2 et ps.
Dans la suite on pose pg = 1.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 3, on a :
DPn = %pnfl + %pn72 + %pn73 (*)
2. a) Montrer que pour tout z € [0, 1], la série Y p,z™ est convergente.
+0o0
b) Pour z € [0, 1], calculer la somme de la série Y p,a".
n=0
3. a) Montrer que ’équation (E) : 82° — 42% — 22 — 1 = 0 admet une unique
racine réelle ; on la note r. Encadrer r par deux entiers consécutifs.

b) Montrer que ’équation (E) admet deux racines complexes conjuguées,
w et w, de module strictement inférieur a r.

c) Montrer que la suite (p,) est une combinaison linéaire des trois suites
(r™), (W™) et (@™). (On pourra montrer que le C-espace vectoriel des suites
complexes vérifiant la relation (x) est de dimension 3).

d) En déduire la convergence et la limite de la suite (p,),. Donner une
explication du résultat obtenu.

Solution :

1. a) On trouve p; = po = 1l et p3 = puisque l’événement contraire

7
8 )
«obtenir trois Piles consécutifs » se réalise avec la probabilité %
b) Sin > 4, on n’a pas encore conclu au bout de trois tirages et on a donc
pu obtenir F; ou Py F» ou Py P> F3, ou P; (resp. F;) consiste & obtenir Pile
(resp. Face) au i*"° lancer. A l'issue de chacune de ces séquences on est alors
revenu au point de départ.
Ainsi, notons A ’événement «ne pas obtenir 3 Piles consécutifs au cours des

n premiers lancers » :
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+P(A/(PLN PN F3))P(PLN PN F3)
soit :

Dn = %pnfl + %pn72 + %]%—3

2. a) Comme 0 < p, < 1, pour tout n € N, on a pour 0 < z < 1,
0 < ppz™ < 2™. On en déduit la convergence de la série Y p,a”.

b) Par convergence des séries en question, on peut écrire :

2 3
> paz™ = G (0 pao12™ ) + G (L P2t ?) + 5 (X pasr™ )
n>=3 n>=3 n=3 n>=3

o ]
ou, en notant S(z) = Y pya™:
n=0
2

S(m)—l—w—m2:%(S(m)—l—m)+%(S(m)—1)+x—35(m)

soit :

_ 22 +4x+8
S =
(z) 8 — 4z — 22% — z°

3. a) Soit P(xr) =8x% — 422 — 2z — 1. On a :

P'(z) = 242% — 8z — 2 = 24(x — 1/2)(z + 1/6).
Ceci permet d’étudier les variations de P sur R et d’en déduire que P(z) < 0
pour z < 1/2, puis que P est strictement croissante sur [1/2, +00].

Comme P(0)P(1) < 0, ’équation (E) admet une unique racine réelle r
appartenant a ]0, 1[.

b) On remarque d’abord que P étant un polynéme réel de degré 3,
le théoréme de d’Alembert permet d’affirmer que P admet deux racines
complexes conjuguées w et w.

Soit donc w tel que P(w) = 0. Alors 8w® = 4w? 4 2w + 1 entraine que
8lw]? < 4w|? +2lw| +1
donc que P(|w|) < 0, ce qui d’apres les variations de P entraine que |w| < r.

c) Le C-espace vectoriel S des suites complexes vérifiant la relation (x) est
de dimension 3.
* On montre en effet facilement que c’est un sous-espace vectoriel de ’espace
des suites sur C.
* Il suffit ensuite de montrer que les suites (uy), (v,), (wy,) de S définies par :
Ug = 1 Uy = 0 Uy = 0
Vo = 0 v = 1 V2 = 0
'LUOZO 'LU1:0 'LU2:1
en forment une base.
e toute suite de S étant définie par ses trois premiers termes est donc com-
binaison linéaire des trois suites définies ; la famille proposée est génératrice.
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e ces trois suites forment un systeme libre, puisque toute suite de S
identiquement nulle a ses trois premiers termes nuls et donc tous ses termes
nuls.

Montrons que les trois suites (r"), (w"), (@™) forment un systeme libre :
si pour tout n > 0 : Ar™ + pw™ + vw™ = 0, on divise par r”, puis on fait
tendre n vers I'infini pour obtenir A = 0. En faisant alors n = 0, puis n = 1,
comme w # w, il vient p =v =0.

d) On a donc pour tout n € N, p,, = Ar™ + pw™ + vw".
Comme |w| = [@"| < r, il vient :

im Pn —
ngr}rloo Ar™ 1

soit P, ~ Ar™, et comme 0 <r < 1:

lim p,=0

n—+00

Explication : lors d’un «grand» nombre de lancers, il y aura presque
certainement une séquence de 3 piles consécutifs.

Exercice 19.

On note X, , une variable aléatoire binomiale de parametre (n,p), ou n est
un entier naturel non nul et p un réel de ]0, 1.

1. On pose p = P[X, , = k], avec k € [0,n]. Rappeler la formule donnant
Pk-

2. Soit k un entier naturel compris au sens large entre 0 et n — 1, on pose
_ Pk+1
t(k) = .
Pk

Calculer ¢(k) en fonction de n, p, et k.

3. Les nombres n et p étant supposés fixés tels que le produit n.p soit égal a
un entier naturel non nul A, montrer qu’il existe un unique entier naturel kg
compris entre 0 et n — 1, que 'on calculera en fonction de n et p, puis de A,
tel que :

e pour tout entier naturel k, 0 < k < ko = t(k) > 1, et

e pour tout entier naturel k, n — 1>k > ky = t(k) < 1.

En déduire la valeur M (n,p) du maximum de pg, et une valeur kp.x de
I'indice k pour laquelle ce maximum est atteint.

4. On suppose maintenant que la variable aléatoire binomiale X, , . a pour
parametre (n,p,), avec p, €]0,1[.

On cherche a étudier le comportement de M (n,p,) selon les valeurs de n.
On continue a supposer que pour tout n entier naturel, np, = X est fixé, A
entier naturel non nul.

a) Montrer que M (n,p,) admet lorsque n tend vers 'infini une limite finie
que 'on déterminera en fonction de \.
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b) Comparer le résultat obtenu avec la valeur du maximum de la loi de
Poisson de parametre A.

Solution :
1. Yk e [0,n],pr = CEp*(1 — p)»—*.

_n—k _p
(k)_k+1 1-p

3. Pourke0,n—1]:t(k) 2 1< (n—k)p> (k+1)(1 —p)
= m+p>k+1

Le nombre ko cherché est donc |(n + 1)p — 1], car on vérifie facilement que
ce nombre est bien compris entre 0 et n — 1.

Orko+1=|(n+1)p| =|np+p|=|np] =\ et:
M(n,p) = Cop*(1—p)"

2. En revenant aux factorielles : ¢

4. a) En remplacant et en utilisant la relation n.p,, = A :

M(n,pn) = A(n n! —\)! (1£npn)>\(1_l )7n

)‘A(l—A)n)\ nn—1---(n=A+1)
A n n-n--n
Or (1= 2)" = exp ((n — M) In(1 - A)): xp ((n = N (=2 +o(n 1))

=exp(—A+o(1 ) e
nn—1)---(n—-A+1) _

,do

A —
lim M(n,p,) = ATe

k
b) Soit ¥ <> P(\) et g = P(Y = k) = 22 " Alors :

kv
QI;-]L-l = —kj‘_ T et le maximum de g est obtenu pour g.

On trouve donc le méme résultat que dans la question précédente (ce qui
n’est pas tres étonnant puisque l'on est dans les conditions d’approximation
du phénomene binomial par le phénomene de Poisson).

Exercice 20.
Soit f la fonction de R dans R définie par :

f(l'):(lfTw)z

1. Montrer que f est une densité de probabilité. Déterminer la fonction de
répartition d’une variable aléatoire X ayant f pour densité.
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2. Soit @ la fonction de R dans R définie par :
e’ —1
€Tr) =
#(@) e’ +1
Etudier les variations de . Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur
]—1,1] et déterminer sa bijection réciproque.

3. On définit une variable aléatoire Y par :
Y = p(xX) = S =1
et +1
Déterminer la fonction de répartition et une densité de Y.

Solution :

1. La fonction f est définie sur R, continue et positive.
1 est une primitive de f et donc :

On remarque que x +— —

e

1+
b
1 1
t)dt = —
/af() 1+e? 1+e°

—+o0
L’intégrale f(t) dt est convergente et vaut 1 :
oo

f est une densité de probabilité
Si X est une variable aléatoire de densité f, on a :

—T

Ve eR F(z) = P(X <) = %

+e
2. La fonction ¢ est définie sur R, dérivable, et : p'(z) = % > 0.
e
Comme lim ¢(z) = —1 et lim ¢(z) = 1, ¢ réalise une bijection
T——00 T—+00

strictement croissante de R sur |—1, 1[.

y= gi 4__1 et = i—i% et donc Vy €]-1,1[,o *(y) =In (1—+y)

3. Y prend ses valeurs dans |—1, 1] et, pour tout z de |—1,1
PV <) = P(p(X) <2) = P(X < ™' (1) = P(X <In (

[
1+
1—2x

)
l4e (i) 1+ 1= 2
Ainsi : [V < u(-1,1)|

Exercice 21.

1. Soit p €]0,1[. On dispose d’une piece amenant «pile» avec la probabilité
p. On lance cette piece jusqu’a obtenir pour la deuxieme fois «pile». Soit X
le nombre aléatoire de «face» obtenus au cours de cette expérience.



Probabilités 133

o)
a) Déterminer la loi de X. Vérifier que ) P(X =n)=1.

n=0

b) Montrer que X admet une espérance et calculer sa valeur.

2. On procede a I'expérience suivante : si X prend la valeur n, on place n+1
boules numérotées de 0 & n dans une urne et on tire ensuite une boule de
cette urne.

On note alors Y le numéro obtenu.

a) Déterminer la loi de Y.
b) Montrer que ¥ admet une espérance et calculer sa valeur.

3. On pose Z = X — Y. Donner la loi de Z et vérifier que Z et Y sont
indépendantes.

Solution :

1.a) X(2) = Net pour n € N, ’événement (X = n) est réalisé si et seulement
si on obtient exactement une fois «pile» au cours des (n+ 1) premiers lancers,
le (n + 2)*° lancer amenant «pile », soit, avec g =1 —p :

VneN,P(X =n)=(n+1)pg"p = (n+1)p?q"
La série rencontrée est une série de référence et :

S P(X=n)=p* Y k¢ =p —L =1
n=0 k=1 (1-q)

b) La convergence est & nouveau évidente, et :
o)

E(X)= 3 n.P(X =n) =p*q 3. h(k—1)¢"? = p’q—2—;
n=1 k=2 (1 q)

B(X) =2

2.a)Vne NVk € [0,n+1],P(Y =k/X =n) = n-li—l et, par la formule

des probabilités totales :

VEEN,P(Y = k) = i_oj P(Y = k/X =n)P(X = n)

:Oon_'_]_Zn].:ZkOOnfk:Zk].
nZ:)k( " g =P nZzikq A —

3. La variable Z prend ses valeurs dans Net (Z =h) = [V =j)Nn(X =
j=0
h+ )]
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Cette réunion étant disjointe, il vient :

P(Z=h) =5 P(Y =j/X = h+j)P(X = h+j) = . p*q"*i
=0 =0

VheN,P(Z = h)=pq" %_q = pq"

Ona:P(Z=hn{ =j)]=P[X=hr+j)n{ =j)
=P(Y =j/X =h+j)P(X =h+j)=p>q"t
On constate que 'on a : P[(Z =h)N (Y =j4)]=P(Z=h)P(Y =j) et :
‘ Y et Z sont indépendantes‘

Exercice 22.

Soit f la fonction définie sur R par :

_Jal37® siz>0
J(@) = {a.39” siz <0

1. Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
a) Déterminer la fonction de répartition de X

b) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.
3. On pose Y = 3%,
a) Déterminer la fonction de répartition de Y.

b) Y admet-elle une espérance ?

Solution :

1. La fonction f est continue sur R, positive si a > 0 et :

+oo —+o0
/ 3_zd:n:/ e_zln3d:v:%
0 0 n

0 0 1
i — zln3 —
/7003 dx—[we d:z:——ln3
—+o0

IS
Il
D=

Ainsi f est une densité de probabilité si fl@)de =1, i.e si

— 00

2.a) xSiz <0, F(z) = ln3/ etnd dgi = %31

x
«Siz >0, Fz) = F(0) +/ ety =1 13-,
0
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—+o0
b) L’intégrale / tf(t) dt est convergente, car la fonction & intégrer est
0

négligeable au voisinage de +o0o devant %2 ; il en est de méme par imparité
0
pour lintégrale / tf(t) dt et, toujours par imparité :

— 00

E(X)=0

3. Y prend ses valeurs dans Rt et :

Vo> 0,P(Y <x) = PG3¥ <x) = P(X < 1)
Inz

xSi0<z <1, Fy(a) = 5305 = £

. _lnz
*SIZ’>1,Fy(:E): —%3 In :]__i

b) Pour z > 1, on prend pour densité de Y la fonction f : x — 2% ; comme

x
+oo
zf(x) ~ l, / zf(x)dz est divergente et Y n’a pas d’espérance.
(+00) 2z 0

Exercice 23.

Soit n un entier naturel de N*. Une urne contient n boules numérotées depuis
1 jusqu’a n. On effectue trois tirages au hasard d’une boule de cette urne, en
replacant a chaque fois la boule obtenue avant le tirage suivant.
On désigne par M la variable aléatoire égale au plus grand des numéros
obtenus et par m la variable aléatoire égale au plus petit des numéros obtenus,
et enfin, par Z la variable aléatoire égale & M — m.
1. a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire Z.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z.

c) Déterminer, en fonction de l’entier n, l’espérance E(Z).

2. a) Déterminer un polynome P de R[X] tel que :
P(X +1) - P(X)=nX? - X*

b) En déduire la variance V(Z) en fonction de n.

Solution :
1.a) Z(Q) =[0,n —1].
b) x (Z = 0) est réalisé si on obtient trois fois la méme boule, donc :

-1y 1
P(Z=0)= =) ==
(Z2=0=%(;)" =
* Pour k # 0, (Z = k) est réalisé si le plus petit numéro obtenu vaut i, le

plus grand valant alors ¢ + k, et i pouvant varier depuis 1 jusqu’a n — k.
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Il existe 6(k — 1) tirages réalisant min = ¢, max = i + k, le troisieme numéro
obtenu étant strictement compris entre i et i+ k (on choisit les trois numéros,
et on peut les ordonner de 3! fagons), et il existe 3 tirages ot le min est doublé
et également trois tirages ou le max est doublé.

Ainsi : i
"6(k—1)+6 6k(n—k
P(Z=k) = (k=1)+6 _ Gk(n —k)

i=1 n n

1 n—1 . 6 n . n

¢) Ainsi B(Z) = L Y 682 (n— k) = S (n 3 k2= 3 K7
n- k=1 n k=1 k=1
2 —

E(Z) = n2_nl

2. a) Par disparition des termes de plus haut degré, on cherche un polynme
de degré 5 et, par identification, on trouve :

_ X’  n4+2v4 _3m+2yv3 ., ny2, 1
P(X) = 5 + ) X 5 X +4X +30X

n
Par addition : P(n) — P(1) = P(n) = Y. k*(n — k), d’ou :
k=1

V(2) = B(2%) ~ [E(Z)] = S Pn) - (F=1)?, soit :

Exercice 24.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
un espace probabilisé (Q, B, P) a valeurs dans {—1,1}, telles que pour tout
n>1:

P(X,=1)=P(X,=-1)=1
1. a) Calculer I'espérance E(e!%~), pour t réel fixé.

b) Montrer que pour tout ¢ réel, on a E(etXn) < et’/2.

; ¢ X
( on rappelle que pour tout réel ¢t : e = o )

n=0

n
Pour tout n > 1, on pose S, = >, Xj.
k=1

2. a) Calculer I’espérance F(et%") en fonction des nombres E(et**), 1 < k <
n.

b) Calculer pour tout ¢ réel, lim E(e!S»/V™),

n—-+oo

3. Soit a un réel strictement positif.



Probabilités 137

a) Montrer que, pour tout ¢ réel :
P(Sn > ) < e B(e!S7)
b) En déduire que :
P(Sy > a) e @/

e
¢) En déduire un majorant de P(|S,| > a).

Solution :

1.a) On a: E(e!X) = %(et +e7t).

t2n

1.t B /2 _ o
b) Ona 5 (e’ +e7') = nZ::O 2! et e /2= nZ::O ]
Or (2n)! =2".n!(1.3....(2n—1)) > 2".n! et donc, par sommation et passage
a la limite :
VteR E(etXn) < et’/2

n
2. a) E(etS") = E(]] e%*) et les variables X1, ..., X, étant indépendantes,
k=1
il en est de méme des variables ef ..,etXn L’espérance de leur produit
est donc le produit de leurs espérances :

Bets) = (B(etX))" = (e

X1
y e

¢ —t n
b) En remplacant ¢ par ﬁ il vient : E(etS»/vn) = (M) =

Uy -

Un développement limité, pour n tendant vers l'infini donne :

Ty ot/ 2 B 2 ~
e -_Te +2€ ):nln(1+£—n+o(n 2)):%+o(n )

In u, :nln(

’ 2 . 2 /e
Par conséquent In u, — % et | lim wu, = et /2
n— 00

—t

t
3. a) Comme E(et®») > 1 (faire une étude rapide de la fonction ¢ — & 4'26

sur R) le résultat est banal pour ¢ < 0.
Supposons donc ¢t > 0. Le théoreme de transfert donne :
Eet5)= Y e*P(S,=k) > > e*P(S, = k)
keSS, () keSL(Q)/k>a
E(et5) > > e!P(S, = k) =e!*P(S, > a)
k€S, () /k>a
Soit :

‘P(S” > a) < e E(etSn) ‘

b) Ainsi, grce au résultat 1. a) : V¢ € R, P(S, > a) < e 1%ent’/2,
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nt’

Ort— —ta+ 5

2
est minimale pour ¢t = %, le minimum valant —g—n, donc :

P(S, >a)<e o/

¢) (|Sn| =2 a) = (S, 2 a) U (S, < —a), mais S,, et —5,, suivent la méme
loi, donc par disjonction :

P(|Sn| = a) = 2P(S,, > a) < 2.c7/2n

Exercice 25.

Soit (2, B, P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires de cet
exercice seront définies sur cet espace.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0,1]. On pose
D=—-InU.

1. a) Déterminer la loi de D, puis la loi de Dy = %, pour A > 0.
b) Déterminer la loi de 1 — U.

2. Soit p €10, 1] un réel donné.

a) On pose pour tout k € N* :

Er={weQ/1-pf<1-U)w) <1-p* '}

Montrer que ([U = 1], (Er)r>1) constitue un systeme complet d’événements.

b) On définit une application G sur €2 a valeurs dans N par :

0 siU(w)=1
Vo e Gw) = {k si w(e )Ek

Montrer que G est une variable aléatoire. Quelle est la loi suivie par G 7

3. En Turbo—Pascal, la fonction random simule une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur [0, 1].

Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui simule la loi de Dy puis celle de
G déterminées dans les questions précédentes.

Solution :

1.a) U =]0,1] = D(Q2) =[0,+o0] et :
Ve>0,P(D<Lz)=P(-nULz)=PUz2e®)=1—-e""
On reconnait alors dans la loi de D la loi exponentielle de parametre 1.

On voit alors facilement que Dy = %D suit la loi exponentielle de parametre

A
b) Si U < 1(]0,1]), alors 1 — U < U([0, 1]).

2. a) Si k # 4, alors E, N Ey = (), pour tout k, E, N[U = 1] = 0 et enfin, la
suite définie sur N par k — (1 — p)* est strictement décroissante de premier
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o0
terme 1 et de limite nulle. Par conséquent [U = 1]U |J Ej =, et on a bien
k=1

affaire a un systeme complet.
b) On a G(Q?) =Net :
VE>1L,P(G=k)=P(l-p"<1-U<(1-p)f ") =01-p* "' =(1-p)"*
=p(1 —p)*!
et P(G=0)=PU =1)=0.
Donc @ suit la loi géométrique de parametre p.

3. a)
Function expo(lambda :real)

begin

expo := 1/lambda*(-1n(random))

end ;

b)
Function geom(p :real)
var x :real

begin

X :=random

if x=1 then geom :=0
else geom := ceil(ln(1-x)/1n(1-p))

end ;
Eneffet:(1—p)’“<1—U<(1—p)’“’1<:>k—1<M
In(1 - p)

Exercice 26.

1. Si X est une variable aléatoire de densité uniforme sur )0, 1], quelle est la
loideY =—InX?

2. a) Si (X;)igign est un n-uplet de variables aléatoires indépendantes de
n

méme loi que X, quelle est la loi de la variable aléatoire Z,, = ] X;?
i=1

b) Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire Z,,.

3. Un individu généreux, dispose initialement d’une somme d’argent de a
euros.

A chaque rencontre qu’il fait, il partage ce qui lui reste de fortune (r euros) de
maniere aléatoire entre lui-méme et cette personne, en choisissant au hasard
un nombre x entre 0 et 1, en s’accordant xr euros et en donnant le reste au
bienheureux (on admet que les euros puissent étre indéfiniment divisibles).

A l’issue de n rencontres il lui reste B euros. Que peut-on dire de E,, = 2"B ?

Solution :
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1. La fonction In étant bijective de ]0,1] sur R™, Y prend ses valeurs dans
Rt et :
Ve>0,PY <z)=P(-InX<z)=PX 2e®)=1—-¢"

Y — £(1)

n
2. a) Soit S, = —1n(Z,) = > Vi, on Y¥; = —In(X;).

i=1
Chaque Y; suit la loi £(1) et les Y; sont indépendantes, on en déduit que S,
suit la loi Gamma de parameétre (1,n), c’est-a-dire qu’une densité de S,, est :

n—1_—z
fs.(z) = ﬁ, siz>0; fs,(z) =0 sinon

Alors, pour tout x de ]0,1], on a :
Fy (v) =P(Z,<x)=P(S, > —Inz)=1- Fs, (—Inz), soit :

a 1 _lnxtn—le—t d
7. (%) = —/0 O

Une densité fz, de Z,, s’obtient par dérivation et :

(—Inz)" !

Va €l0,1], fz,(x) = L fs, (~Inz) = NCESE

T

b) BE(Z,) = ﬁ/o z(—Inz)" ! da.

Le changement de variable u = —Inz donne :
T 1 i 1
— —2u, n—1 — —v,n—1 — L
E(Z,) = o= 1)!/0 e %yt du 5 = 1)!/0 e Yo" dv 5
(intégrale de référence pour la loi Gamma).
On trouve de méme E(Z2) = L. soit :
1 1 1
E(Zy) =L vz,)=1 -1
n
3.0nakE,=2"B=2"a]] X; =2"aZ,.
i=1
* E(E,) = a et E, est un estimateur de a.
*x V(Ey,) = da® ((%)n —1) — 400 : E, est un estimateur non convergent.
n—oo

Exercice 27.
n

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et on appelle H,, le nombre %, que
i=1

I’on ne cherchera pas a simplifier.

On dispose dans une urne n jetons numérotés de 1 a n.
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1. Dans un premier temps, on préleve au hasard ces n jetons, un par un et
sans remise.

On note u = (u1,us,-..,uy,) les numéros des jetons dans l'ordre dans
lequel ils ont étés tirés.

Pour v = (uy,us,...,u,), on dit qu’il y a record en ¢ > 2 si l'on a :
u; > max(uy,...,u;—1). On convient qu’il y a record en 1.

a) Pour tout ¢ de [1,n], montrer que si p; est la probabilité qu’il y ait un

record en i, on a p; = 7

b) On appelle S, le nombre de records obtenus au cours des n tirages.
Calculer I'espérance de S,,.
2. Dans un deuxiéme temps, on préleve, toujours au hasard, successivement,
mais cette fois avec remise, un jeton dont on note le numéro u; pour le ™
tirage. On dit maintenant qu’il y a record en 1 et en tout ¢ > 2 tel que
w; > max(Uy, ..., Ui—1).
On note r la probabilité qu’il n’y ait qu’'un record (en 1), c’est-a-dire que
up < uy pour tout k > 2.
Pour tout j > 2, on note r; la probabilité de I’événement :

Aj = (UQ <U1)ﬂ(U3 <’U/1)ﬂ...ﬂ(u]'+1 <U1)
S’il y a au moins deux records, on note t, la durée de vie du premier record,
c’est-a-dire i — 1 si le deuxieme record est au rang i.

n—1 .
k
a) On pose ry = 1. Montrer que pour tout k& > 0, on a r = % ) (%) )
=0

En déduire que la série de terme général rj, est convergente.

b) Pour tout k& > 0, exprimer la probabilité de I’événement (t,, > k) a 1’aide
de ri et de r. En déduire une expression de la probabilité de I’événement
(t, = k) et montrer que r = 0.

c¢) Calculer espérance E(t,) de la durée de vie du premier record.

d) Montrer que (t,),>2 converge en loi vers une variable aléatoire dont on
précisera la loi.

Solution :

1.a) Onap; =1et pouri € [2,n], p; = # Ci(i—1)(n—i)= %

En effet, on a C; facons de choisir les i premiers jetons, 1 fagon de placer le
plus grand de ceux-ci en ™ position, (n — 1)! facons de placer les (i — 1)
autres et enfin (n — 7)! fagons de placer a la suite les (n — i) jetons non
sélectionnés.

b) Soit X; la variable aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 s’il y a un

n n
record en i et 0 sinon. On a S, = Y, X;, dou E(S,) = > E(X;) et, avec
i=1 i=1
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n—1 .
2. a)*r():l:l > (1)0.
* Pour &k > 1, la fa;nille (Bi)igisn = (u1 = i)1<ign constitue un systeme
complet, donc :
n n
Tk :P(Ak) = ZP(AkﬁBz) = ZP[(ul :i)ﬁ(UQ <i)ﬂ...ﬁ(uk <Z)]
i=1 j

i=1
Par indépendance des résultats des tirages et équiprobabilité :

_n i—lk:ln_lik
rk_ig (” ) ”igo(”)

S|=

Pour i € [0,n —1],0 < % < 1 et la série de terme général r, est combinaison
de séries géométriques convergentes, donc est elle-méme convergente.
b) *xOn a P(t, >0)=1—r.
* Pour k > 1, P[(uz < u1) N...N (upy1 < u1)] = P(tn, > k) 4+ r (si le record
u; n’a pas toujours pas été égalé au rang k + 1, c’est qu’il le sera plus tard
ou jamais, ces deux possibilités étant incompatibles). Ainsi :
VEeN,P(t, >k)=ry—r
Comme P(t, = k) =P(t, >k—1)— P(t, > k) :
(VE>1,P(t,=k)=rp 1 — x|

J
On aalors : ) P(t, = k) = ro —r; = 1 —r;. La convergence de la série
k=1

o0 o0
> rp prouve que son terme général tend vers 0, donc Y P(t, = k) =1, et :
k=1 k=1
(oo}
r=1-> P(t,=k)=0
k=1
o0
c) On a classiquement, la convergence étant acquise : E(t,) = > P(t, >

k=0
k) (ce que l'on retrouve en écrivant P(t, = k) = P(t, > k—1) — P(t, > k)
et en séparant alors la série en deux).

Par linéarité de la sommation des séries convergentes :
1

(=1 5 (=1 Lo
" i=0k=o0 " nisol-5 =Nt

Soit, en réindexant :
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1
d) Pour tout k£ de N, lim r, = / thdt = %H (sommes de Riemann).
0

n—o0

lim P(t, =k) =+ - 1

n=ro0 ko k+1
La suite (t,)n>2 converge en loi vers une variable aléatoire M & valeurs dans
. 1
N*etdeloiVke N, P(M =k) = ———
et de loi Vk € N*, P( ) K+ 1)

Exercice 28.

Soit m un entier naturel au moins égal & 2 et soit n variables aléatoires
X1,Xs,..., X, définies sur le méme espace probabilisé (2, B, P).

On suppose que ces variables aléatoires ont toutes la méme espérance m et la
méme variance o%. On suppose de plus qu’il existe un nombre réel r tel que :
V(i,j) € [1,n]%i#j = Cov(X;, X;) =r.o?

On pose enfin : X = %(Xl + Xo+ -+ Xp).
1. Calculer la variance de X en fonction de n,r et o2.
n

2. Calculer I'espérance de Y (X; — X)? en fonction de n,r et o?.
i=1

3. En déduire que —ﬁ <r<1L

4. On considere une urne contenant deux boules blanches et n — 2 boules
noires. On extrait les boules de cette urne, une par une, au hasard et sans
remise.

Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire valant 1 si la i® boule
obtenue est blanche et 0 sinon.

a) Pour i € [1,n], calculer la variance de X;
b) Sii et j sont deux éléments distincts de [1,n], calculer Cov(X;, X;).

c) Montrer que ’encadrement obtenu en 3. ne peut pas étre amélioré sans
perdre sa généralité.

Solution :
1. Par les propriétés de la variance :

V@) =VE LX) =LY vE)+2 ¥ Cov(X, X))
i=1 n- =1 1<i<ji<n
Puis :

2. Ilnvient :
E[ Y (X;—X)?]

i=1
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= B[ 3 (X; = m ~ (X - m)?]

= B[ 3 (X; = m)?] + B[ = m) (X (X = m) =2 3 (X = m))]
. E[é(xi —m)?] +E[(7—m)(§:1(X m) — 2n(X —m))]
= B[ > (X; —m)2] —nE(X —m)? = 3. V(X) —nV/(X)

Il
Q
[ V)
=
S
| —
-
i
I

1)(1 7).

p— n p—
3. On sait que V(X) > 0 et que E[ 3 (X; — X)?] > 0. Les résultats des deux

i=1
questions précédentes donnent :
_ni Tsrst
4. Chaque variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli B(1,2/n). Donc
N — 2
VXD = g
De plus, pour i # j :
o o2 =2)! 2
P(X;=1)Nn(X;=1)] = - = an=T)
soit : 4o
Cov(X: X)) = —2—2<n
OV( zr J) n2(n_1)
et :
COV(XZ',X]') — _ 1

PXi,X; =

o(Xo(X;) ~ n-1

Mais on peut également avoir » = 1. Pour cela, il suffit de prendre toutes les
variables aléatoires X; égales.
Les inégalités obtenues dans la question 3. sont donc les meilleures possibles.

Exercice 29.

1

Rappeler pourquoi les séries Z>: % gl -3 sont convergentes. On notera
= n/
1 1
G2 = Z_2€tC3: > —3
n=1MN n=1MN

1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N*, telle que pour tout & € N* :
P(X ) 03]{? + 3k + 1
(k(k +1))°

ou C est une constante positive.
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout # € R*t :

3> +3:1:+1 a b
@+ D) 2 @+l
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b) Déterminer la valeur de C.

c) Déterminer la valeur de X la plus probable.

2. a) Montrer que X admet une espérance E(X) et la calculer.

b) Montrer que X admet une variance V (X) et la calculer.

3. A Daide de I'inégalité de Cauchy—Schwarz, montrer que :

X
(Gs)* < EIX(X + D] B[]
’ n
4. Ecrire une procédure récursive en Pascal permettant de calculer ) %, la
k=1
valeur de n étant donnée.

Solution :

1. a) De maniere évidente, on obtient a = 1,b = —1.
b) Il suffit d’écrire que Y. P(X = k) = 1, soit par télescopage :
k>1
Y (-1l )=t1ec=1
=k (k+1)
P(X=k+1)

c¢) Une étude de la position par rapport a 1 de montre que

P(X = k)
la valeur de X la plus probable est 1 et P(X =1) = %¢

2. a) Toutes les séries manipulées étant convergentes, on peut écrire :

_ o (k k 1 1 1
E(X)_,;(F_m)_k;(ﬁ_(k+1)2+(k+1)3)

et :

[BX) =1+G-1=¢|

b) De méme :

N 1 By 211 2 1
POO=Z G g =& G B G G )

Soit, par télescopage des premiers termes :
(B =1+42G -1~ (G-1)=26-G

et

(V) =26 -G -G

3. Les séries Y k(k+ 1)P(X = k) et > ﬁP(X = k) sont convergentes

et :

E(X(X+1) =Y k(k+ )P(X =k), E(x2+) =Y E-P(X =k)
k=1

Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz :
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@2 = E(X) = é KP(X = k)

G < (S renree=n)" (£ ghyrec=p) "

4. Function Zeta(n :integer) :Real ;
Begin
If n=1 then zeta3d :=1
else zeta3 :=zeta3(n-1)+1/(n*n*n)
end ;

Exercice 30.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soient (V;)i1<i<n €t (Wj)1<j<n,
2n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

1. Déterminer la loi de InV; (1 < i < n), puis celle de In (WL)’ ou In désigne
la fonction logarithme népérien. '

Reconnaitre la loi de In (WL) Préciser son espérance et sa variance.
i

2. Déterminer la loi de Y; = %, pour 1 < < n.
(3
3. On note Z,, la variable aléatoire définie par Z,, = 1r<m£1 Y3).
<ign

a) Déterminer la loi de Z,.
b) Calculer la probabilité de I’événement (Z,, > 1).

c) Etudier l'existence des moments de Z,,.

Solution :

1. On a InV;(Q) = R, et pour tout < 0, Fi,v,(z) = e* ; d’ott une densité

de InVj :
_f[e? sizx <0
finvi () = {0 sinon
De la méme fagon, In(1/W;)(Q) = R et F_1,w,(z) =1—e"* sur Rt. d’ou :
_Je™ siz>0
fomw (@) = { 0 sinon
La variable aléatoire In(1/T;) suit la loi exponentielle £(1) d’espérance 1.

2. On sait que InY; =1nV; 4+ (—InW;) et par indépendance :
finvi (@) = /flnvi(u)f—mwi (z —u) du
R
D’ou : .
. T
e siz <0, fiuy,(z) = / e “e?du = %

— 0o
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0 —

7ooe*“”e2“du = %

Pour tout z > 0, P(Y; < z) = P(InY; < Inz) = F,y;(Inx).
D’ou une densité de Y; :

e siz >0, finy,(z) =

0 siz<0

1/2 i0<z<1
frla) = 1P 0SS

522 sixz>1

On remarquera que Y; ne possede pas d’espérance.

3. a) Pour tout z € RT :

P(Z, > 2)

n +o0

I1 P> =(

i=1 z

Donc, en remarquant que Fy(z) =1 —P(Z > z) :

fy(z) d:z:) !

F =
Zn (Z) 1— (21)n si 2 2 1
z
ce qui donne pour densité :
0 ) siz <0
n z n— .
o () = 5(11—5) . sio<z<1
n(2z)n71 X ? six 2 1
b) On a immédiatement P(Z, > 1) = 2%
¢) L'espérance E(Z¥) est la somme de :
1
o lintégrale %(1 — %)n_lzkdz qui converge quel que soit k& € N.

0

+00
e lintégrale / n@)% X #zkdz qui converge si et seulement si
1 z z

0<k<n.
Les moments existent donc jusqu’au rang n — 1 inclus.
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