1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On considere deux fonctions f et g définies sur un intervalle I = [a, b] de R.
On suppose que f est une fonction de classe C!, positive et décroissante sur
I et que g est continue sur I.

1. On considere la fonction G définie sur I par
x
Gla) = / g(t)dt.
a

a) Justifier le fait que G est de classe C! sur I.
b) Montrer qu’il existe deux réels m et M tels que G([a, b]) = [m, M].
c) Montrer que :

b b
/ F(H)g(t)dt = FB)G(b) - / PGt

d) En déduire que

b
mi@) < [ Fo)gde < Mfla).

e) Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que
b C
/ F@®)g(t)dt = f(a) / o(b)dt.

2. On souhaite appliquer la propriété obtenue dans 1. e).
a) On suppose que a > 0, montrer que
b
1 —cost 24+b—a
/ dt < .
@ t a
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t
b) Montrer que hrfoO a:2/1 ﬂd =0.

Solution :

1. a) G est une primitive de la fonction g. Comme ¢ est continue sur [a,b], G
est de classe C! sur ce segment.

b) La fonction G étant continue sur un segment, l'image par G de ce
segment est un segment [m, M] de R.

) En intégrant par partles et compte tenu du fait que G(a) =0:

/f Hdt = [£G]" /f /ft (t)dt

d) On a m < G(t) < M, donc en multipliant par —f'(¢t) qui est positif :
—f'(tm < = f'(H)G(t) < —f’(t)M
puis, en intégrant (les bornes sont dans l'ordre croissant) :

b
“m(£(®) - @) < - [ FOCE & <M (O - f(a)
et en remplagant dans la formule obtenue en c) :
mf@ + 1060 - m) < [ S0 < 11w+ 10)(G0) - M)
Comme f(b) > 0 et G(b) m >0, G(b ) <0, il vient bien :
0 < [ oo < vf@)

e) Si f(a) =0, f est la fonction nulle et le résultat est banal.

Sinon, on peut écrire : / f(t)g(t)dt € [m, M] = G([a,]).

Par suite, il existe blen c E [a, b] tel que :
/ FOg(t)dt = F@GO) = £(0) [ (0.

a) On vérifie facilement que l'on est dans les conditions d’application de
e), et il existe un point ¢ de [a, b] tel que :

2.
1.
b
/I_COStdt a/ (1 —cost)dt = [c—a+sma—s1nc] d’ou :

a
1 —cost 1
/ait dtga(b—a+2).

b) Soit > 1; on est encore dans les conditions d’application de 1. e), et
il existe ¢ € [1/z, 1] tel que :

1 c

1 lsint sin ¢

= lsint g / 2220 dt
g 1/zt ¢ 1/x ¢

|._.
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D’ou :

1 c c

1 sin ¢ 1 sint 1 1 1 1 1
og—/ —dtg—/ SMlgr <~ [ dt=2(c—=)<2(1-2
) SEtas] Le-H<to-b

et, par encadrement :

lim L[ sintg—oq
z—+0o I 1/ t

Exercice 1.2.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z — 2°.

1. Montrer que f induit une bijection de ]—o0; 0] sur un intervalle & définir.
Etudier rapidement les variations de f sur |—o00; 0] et donner sa représentation
graphique.

Soit (zn)n>0 la suite définie par :

o = -2

rp<0etz, —22 =xp-1,Yn>1
2. Déterminer 1,z et montrer que la suite (z,) est bien définie.
3. Etudier la convergence de la suite (z,)p.

On pose, pour tout entier naturel n :
n

Up = Tyl — Tpy, Up =101 +uy,), w,= H(l + ug)
k=0
4. a) Etudier la convergence de > u,, et déterminer sa somme éventuelle.

b) Montrer que la série 3 v,, converge et donner un majorant de sa somme.

c¢) Montrer que la suite (w,), admet une limite £ et que 2 < £ < 9.

Solution :

1. f est dérivable sur R, avec f'(x) = 1—2x. Ainsi f est strictement croissante
sur R™ et réalise une bijection de R~ sur f(R™) =]lim f, f(0] =]—00,0].
—00

Nous noterons cette bijection g.
La représentation graphique de g = f|j_cc,0] €st :
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2. On a zp = —2 < 0 et la deuxiéme condition s’écrit en fait x,, = g(zp—1).
Comme g est définie sur R~ et & valeurs dans R, la suite (z,)nen est ainsi
parfaitement définie et & valeurs dans R™.
[#1 — 2} = —2 et 21 < 0] donne z; = —1;

2 _ 1—\/5.

[x2 — 235 = —1 et x5 < 0] donne z, = 5

3.0naVn > 1,2, — 2z, 1 = 22 > 0, donc la suite (2,,),en est croissante.
Etant majorée par 0, elle converge et si on note £ sa limite, un passage a la
limite donne ¢ — ¢? = ¢?, soit :

lim z, =0
n— 00

n
4. a) Par télescopage : Y, ur = Tpi1 — Lo = Tpy1 + 2.
k=0
La convergence de la suite (z,,) donne la convergence de la série de terme
général u,, avec :

00
E U = 2
k=0

b) Ona0 < v, = In(14+wu,) < u,. On en déduit, par la régle de majoration,
la convergence de la série de terme général v,,, avec :

o0
> v, <2
n=0

n n o0
c) Onaln(wy,) = > In(14+wug) = Y vk < Y vy < 2. Donc w, < e? <9.
k=0 k=0 n=0
D’autre part w, > wg = 1 4+ ug = 2. Par passage a la limite :

2< lim w, <9
n—oo

Exercice 1.3.
1. Etudier la convergence des intégrales
1 1
In(1 —
J = / —udw et I, = / 2" In(1l — z)dx (n € N)
0 1+z 0
2. Pour n € N*, on pose :

_ 1 — Sn
Sn_k§1k et Up = =t

a) Déterminer un équivalent de u,, (on pourra comparer S,, & une intégrale).
b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?
3. a) Exprimer I,, a’aide de u,,+; (on pourra faire une intégration par parties
convenablement choisie).
b) En déduire la limite, pour n — 400, de l'intégrale

1 1,n+1
(=)t gt In(1 — z)
R, = d
" /0 1+2 v
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c) Montrer alors que la série de terme général (—1)" u,41 converge et que

+o0
J=> (-1)"tns
n=0

Solution :

In(1 —x)
14z

au voisinage a gauche de 1 a —% In(1 - x).

1. x La fonction z — — est continue sur [0, 1], positive, et équivalente

1
La convergence de / Int dt donne la convergence de / In(1 - z) dz, donc la
0
convergence de J.

* De méme x — z" In(1—z) est continue, de signe fixe, sur [0, 1] et équivalente
au voisinage & gauche de 1 &  — In(1—x). On conclut, pour la méme raison,
a la convergence de I,,.

2. a) Par comparaison série-intégrale et décroissance sur R} de z — %, on a

k+1 k
pourtoutk:)l:/ %gletpourtoutk>2zl< d_a:.
k

k k= )1z
D’oti, par sommation : In(n + 1) < S, < 1+ Inn, ce qui s’écrit encore :
In(1+ 1)

<o <14 b
Inp Slan T Inn

Soit, par encadrement : lim IS—” =1let u,~ Inn
n—oo 1NN n

b)Ona S, > 1,doncu, > % et la série de terme général u,, est divergente.

3. a) Intégrons par parties, en choisissant de «primitiver» z +— z" en

"t 1
e |
(c’est mieux pour la borne supérieure) :
Pour a € [0,1] :
@ n+1 a @ n+1
"In(l —z)de = |2 =Lin(1 - ]—/—ﬂf —1 g
/Oa: n(l—z)de T n( :1:)0 Tt DE-1 x
BASIES PR R S By S
= In(1—a) n+10(1+w+ + ") dx
Ona(a"™ —1)In(l—a)=(1+a+---+a")(a—1)In(l—a) — 0

a—1~
On peut donc faire tendre a vers 1, et :

n J,'k+1

1
_ n _ _ 1 L
In—/oa: In(l—2z)de = n+1k§0[k+1]0_ Upat-

b) L’intégrale R,, converge pour les mémes raisons qu’en 1., et :
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1 n+1 _ 1
|R,| = —/ g7 In(l - z) dz < —/ 2" (1 — 2) dr = upyo
0 0

1+
Puisque u,, ~ ln—", on a lim u, = 0, et par conséquent : lim R, = 0.
(c0) n n—o00 n— 00
c) Pour z € [0,1[ et n €N, on a:
1 g 2y (1) 4 (—1)tr 2
l—l-w_l T+ + (—=1)"z™ + (-1) 172

En multipliant par —In(1 — z) et en intégrant sur [0, 1] (toutes les intégrales

convergent), il vient :
n

J=— Z (—l)k[k — Rn = Z (—l)kuk+1 — Rn
k=0 k=0

Le passage a la limite lorsque n vers l'infini montre que la série proposée
converge, avec :

> (=D uppr = J.
k=0

Exercice 1.4.

1. On considére deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a,b]. On
suppose de plus que g est positive sur [a, b].

a) Montrer qu’il existe deux réels m et M tels que f ([a,b]) = [m, M].

b) Prouver que
b b b
m [ gar< [ sogwdr < [ gyar
c¢) En déduire qu'il existe ¢ € [a, ] tel que

b b
/f(t)g(t)dt:f(c)/ g(t)dt.

2. Soit X une variable aléatoire & densité a valeurs dans [0, 1].

a) Montrer que P’espérance E(X) de X appartient & I'intervalle [0, 1].

b) On considere la variable aléatoire Y = exp(X). Montrer qu’il existe
c € [0,1] tel que

E(Y) = exp(c).
3. En utilisant la formule établie en 1.¢), étudier la limite de la fonction F
définie sur R} par :
sin ¢

Flz) = %/2 L

lorsque z tend vers 0%.

Solution :
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1. a) La fonction f est continue. Le théoréme des valeurs intermédiaires dit
que I'image du segment [a,b] est un segment [m, M].
b) Soit ¢ € [a,b]. On sait que : m < f(t) < M.
La fonction g étant positive sur [a, b], il vient, pour tout ¢ € [a,b] :
myg(t) < f(t)g(t) < Myg(t)
11 suffit ensuite d’intégrer ces deux inégalités sur I'intervalle [a, b] et d’utiliser
la propriété de positivité de 'intégrale (on a a < b) pour obtenir le résultat
désiré.
c) Si la fonction g est identiquement nulle, 1’égalité proposée est évidente.
b
Sinon, la fonction g étant positive et continue , on sait que / g(t)dt > 0.
Ainsi : ¢
" f(Hg(t) dt
Jo JUTTT
[ 9ty at

Enfin, d’apres la question 1. a), il existe ¢ € [a, b] tel que :

b b
/ F(Hg(tydt = () / o(t) dt

m < <M

2. a ) Comme X prend ses valeurs entre 0 et 1, on peut choisir une densité
fx nulle en dehors de cet intervalle et :

1 1
0 < B(X) = / ofx(z)dz < / Fx(z)dz =1
0 0
1
b) Par le théoreme du transfert, on sait que : E(Y) = / e’ fx(z)dx.
0

1

Par la question 1. ¢), il existe ¢ € [0, 1] tel que E(Y) = ec/ fx(z)dx =e°.
0

3. Pour tout = > 0, la fonction ¢t — SlTnt est continue sur l'intervalle [z, 2x],

la fonction F' est donc bien définie sur R? .

De plus cette fonction est positive pour 0 < z < 7/4. Par la question 1.c) , il
existe alors ¢ € [z, 2z] tel que :

2x
_ 1 sint 5, _ sinc 2z —x _ sinc
F(m)—\/g/w S dt == Tz T ¢ VT

Lorsque z tend vers 0, ¢ également et lim SILC — 1 Donc lim F(z) =0.
z—0+ € z—0t

On peut méme préciser : F(x) o V.
0

Exercice 1.5.
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n—1

Soit P = 2™ 4+ 3. axz® un polynome unitaire de degré n > 2, & coefficients
k=0

réels.

1. Montrer que pour toute racine réelle ou complexe A de P, on a :
n—1
Al <M =max (1, |ax])
k=0

(on pourra raisonner par absurde et montrer que si |A| > M alors |P(\)| >
0).

2. On suppose dans la suite que toutes les racines de P sont réelles. Montrer
qu’alors toutes les racines de P’ sont elles aussi réelles. On notera \; < --- <
Ar les différentes racines de P et mq,...,m, leurs ordres de multiplicité
respectifs.

3. Soit a la plus grande racine de P, I =]a,+o00[ et J = [a, +0o0[. Montrer
que les fonctions P, P, ..., P(™ sont strictement positives sur I.

4. On suppose que « est racine simple de P. Soit g la fonction définie sur
par :

P(z)

P'(z)

a) Montrer que g est de classe C*° sur J.

gla) =z -

b) Montrer que g'(a) = 0.
5. On suppose toujours que « est racine simple de P.
a) Montrer que g est strictement croissante sur J et que g(J) C J.

b) Soit 29 > M. On définit la suite (2, )n>0 par £n+1 = g(z,) pour tout
n > 0.
Montrer que la suite (z,) est strictement décroissante (on pourra montrer
que g(x) < z pour tout z € I) et qu’elle converge vers a.

Solution :

1. Soit A une racine réelle ou complexe de P. On peut écrire

n—1
A" <3 farl AL
k=0

n—1
A" = — 'S apdk, dot
k=0
n—1
Supposons que [A| > M =max (1, Y |ax|). En particulier |A| > 1 et donc :
k=0

n—1 ) n—1

AL <X Japl[AFH < 37 Jag]
k=0 k=0
M.

en contradiction avec |A| >
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2. Soit (A1,-..,Ar) les racines réelles distinctes de P de multiplicités respec-
tives (ma,...,my).
-
On sait donc que Y. my = n. On sait également que (Ay,...,\) sont des
k=1
racines de P’ de multiplicités respectives (m; — 1,...,m, — 1) (si m; = 1,

alors \; n’est pas racine de P’ et le résultat reste valable).

Le théoreme de Rolle nous assure également qu’entre deux racines de P se
trouve au moins une racine de P’, c’est-a-dire que pour tout k € [1,r — 1], il
existe ug € | Ak, Agt1[, tel que P'(ug) = 0.

-

En comptant les multiplicités, cela donne déja > (mp—1)+(r—1)=n—-1
k=1

racines de P’, qui sont toutes réelles. Ainsi il n’en existe pas d’autres et en

fait entre deux racines de P il n’existe qu’une racine de P’ et elle est simple.

3. Le raisonnement de la question précédente montre que sur I =]a, +oo[, P

et P’ ne s’annulent pas. Comme de plus, lim P(z) = lim P'(z) = +o0
T—+00 T—+00

(car le coefficient dominant est positif), alors P et P’ restent positives sur I.
11 suffit d’appliquer ce raisonnement aux dérivées successives de P, jusqu’a
P,

4. a) Comme « est racine simple de P, on a P'(a) # 0. Cela entraine que

g est de classe C* sur J = [«, +00] comme somme et quotient de fonctions
C®, avec P'(x) # 0, pour tout = € J.

"
b) Un calcul immédiat donne ¢'(z) = %IE)(CU) et g'(a) =0
x
1
5. a) On sait que pour tout z € J,¢'(x) = %f(’)(w)
x

Par la question 3, ¢’ reste positive sur .J et g est croissante sur .J ; de plus
g(a) = a. Il en résulte que g(J) C J.

b) Puisque zg > M, on a xy € I. Par la question précédente, la suite
(zr,) est bien définie et comme P et P’ sont positives sur I, la suite (z,) est
strictement, décroissante. Elle est de plus minorée par a ; elle converge donc
vers le point fixe de g (qui est continue) qui est a.

Exercice 1.6.
Pour tout entier naturel n, on pose
1 tn—‘,—l
I, = —— In(t)dt
n /0 1—¢2 ®)
1. Montrer que I, existe pour tout n € N.

2. a) Montrer que la fonction g définie sur ]0,1[ par :

3
g(t) =~ In(t)

1
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est bornée sur cet intervalle.

b) En déduire la convergence et la limite de la suite (I,,)nen quand n tend
vers I'infini.

P
3. a) Soit p € N*. Calculer > t2.
k=0
b) En déduire que

oo

1
Li=- ——
kZ:()(n+2k+2)2

4. a) Montrer que la fonction f,, définie par :
1
)= ——
fnl®) (n + 2t)2
est décroissante sur R .
b) Montrer que :
1

+oo
—m I, < /0 fa(®)dt < -1,

c) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers ’infini.

Solution :

. t"int :
1. Pour tout entier naturel n, h: t — T2 est continue sur ]0,1[, et :
.. . t—1 1
Au voisinage de t = 1, h(t) ~ il

tliH(l) h(t) = 0. La fonction h admet donc un prolongement par continuité
—

sur [0,1].

Ainsi I,, existe pour tout n € N.

2. a) La fonction g correspond & n = 2. On vient de voir qu'elle est

prolongeable en une fonction continue sur [0,1]; elle est donc bornée sur
10, 1[.

b) Comme lln ';2 > 0 pour tout t €]0,1], il est clair que la suite (I,,),, est

décroissante et minorée par 0. Cette suite admet donc une limite.

Cette limite est nulle. En effet, notons M = sup |g(¢)|. Alors, pour n > 3 :
te]0,1]

1
oglngM/ =2t = M
0 n—1

3. a) Il s’agit de la somme partielle d’une suite géométrique de raison #2.
Donc :
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p 1 — ¢2rH2 42
Et%:{il—ﬁ sit? #1
k=0 p+1 sit?=1
b) On peut écrire, pour ¢ €]0,1] :
n+1 p 2p+3+n
t lgt = Y g2kntln g 4 t 2lnt
1-—t =0 1—1t
Or pour tout ¢ € N, une intégration par parties élémentaire montre que
I'intégrale suivante existe, avec :

1
tintdt = —1
/0 (¢ +1)°

Ainsi, toutes les intégrales existant :

P L ooptnts
1 tP
I, =-5 Intdt
k0(2k+n+2)2+/0 -2 "

et

1 1
t21”"3 ‘ 2p+ M
i < ptn gy — M

‘/0 > lntdt\MOt dt D) pr

On fait tendre p vers U'infini et on obtient :
o0 1
I, = — - 4 @
! kgo (2k +n +2)?
4. a) La fonction f, est dérivable et sa dérivée est négative sur RT.

b) Par décroissance de la fonction & intégrer, pour tout k € N, il vient :

k
1 < / Toa 1
(k+24+n)* = J,  (2t+n)? T (2k+n)?
On somme pour k € N; il vient :
“+o00

dt 1 1
L] Eo=Llg-L+i
/0 (2t +n)>  2n * n?

Cela signifie que, lorsque n tend vers 'infini : I, ~ —%.

Exercice 1.7.

1. a) Déterminer ’ensemble D des réels = pour lesquels l'intégrale impropre

+oo —xt
e
/ at
0 1+1¢
est convergente.

+oo
Pour z € D, on pose f(z) = /
0

1+t
—Uu
du est

+oo
b) Pour z € D, montrer que l'intégrale impropre /
0 T+ u

convergente et comparer sa valeur a f(x).
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2. a) Montrer que les fonctions g et h définies sur D par

1 —u __ 1 —+o00 —Uu
g(z) = / T du et h(z) = / ©
0 1

r+u r+u

sont bornées sur D.

b) En déduire que, lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives,

f(2) ~ —In(a)

+ 1__1 U
3. a) Montrer que V(z,u) € D x R ,ng m+ugx2
b) En déduire un équivalent simple de f(z) au voisinage de +oc.

Solution :

—at

1. a) Pour tout = réel, ¢ : t — f+t est continue sur R, donc l'intégrale
too gt

/ f 7 dt n’est impropre qu’en +00.

0

+
—zt
o siz <0, f_'_ 7 > %ﬁ—t’ qui est positive et d’intégrale divergente en +o0.
—axt
e siz >0, &£ — = o) = o(t%) dont intégrale est convergente au

voisinage de +oc0.

Finalement D = R**.
—Uu
b) Siz >0, u $e+ -, est continue sur RT.
Soit A > 0. Le changement de variable affine ¢t = % donne

A Alz
e U . e—xt
/0 a:-{—udu_/o 1+tdt
Cette derniere expression tend vers f(x), lorsque A tend vers +oo.

—+o00 —u
Donc / € du existe et
o r+u

+oo
| S d= @
1

—Uu
2. a) L’application u +» e:vﬁ est continue sur [0,1], car x > 0.

efu
r+u

L’application u — est continue sur [1,+oo[ et au voisinage de +oo,
e _ 1
rTH+u O(u2 )-
Ainsi g et h sont bien définies sur D.
e —1
Posons a : u — U
-1 siu=20

siu>0
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La fonction a est continue sur [0, 1]. De plus, pour tout u € [0,1]
a(u) < + <0 = M= / g(xz) <0
Enfin, pour tout u > 1
0< x —|— U <

—Uu +OO 7“
:>0<h(a:)</ € —du=M'.

u | u
b) D’apres la relation de Chasles, pour z > 0, il vient

f@)DAx?u+ﬂm+h@ﬁ:4meMx+D+ﬂm+h@)

Or, au voisinage de 0%, In(z + 1) + g(z) + h(z) est bornée

Donc, comme lim Inz = —o0, on a f(z) ~ —Inz au voisinage de 0T
z—0t
a) Si (z,u) € D x R"
1 1

U 1 1 U
x 1‘+u_x(m+u):>0<l' 1’+’U/<1‘2

b) En multipliant ’encadrement précédent par e* > 0, puis en intégrant
sur Rt il vient, pour tout z € D :

+00 +oo
Ogl/ e’“du—f(a:)g%/ u.e” “du
T Jo 0
ou

1
T

T

-L<rw<l
ce qui prouve, qu’au voisinage de +oo, f(x)

8|

Exercice 1.8.

On considere la fonction F' définie par

F(z) = /01 In(1 + xt?) dt

1. Montrer que F' est définie sur |—1, 4+00[ et croissante sur cet intervalle
2. a

) Montrer que pour tout u > 0 et tout réel k non nul tel que 0 < u — |k,
on a

k k*

1 k) —lnu—E|l ¢k

| n(u+k)—Ilnu u| S — k)

b) Pour tout réel x > —1 et tout réel h non nul tel que —1 < & — |h|, on
pose :

D(z,h) = h[F(m+h)—F(m)—h/01

5 dt]
14zt
Montrer que pour tout z > 0 et tout h tel que |h| < z, on a

h
ID(z, )| < H
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Montrer que pour tout z de ]—1 0] et tout h tel que |h| <z +1,0n a:
1]
10(1 +z — |h|)?
c) En déduire que F est dérivable sur |1, +oo[ et donner une expression
de F'(z) sous forme intégrale.

Solution :

1. Pour tout z > —1 et t € [0,1], 1 + 2> > 0. L’application ¢ — In(1 + xt?)
est donc définie et continue sur [0,1], ce qui montre que F est définie sur
D =]-1,4o0].

Soit —1 < = < z'. Pour tout ¢t € [0,1], In(1 + zt?) < In(1 + 2't?), ce qui
montre, par conservation des inégalités par intégration (0 < 1!), que F est
croissante sur D.

2.a)Siu>0,0<u—|k|,alors —u < k < u et In(u + k) est bien définie.
L’inégalité de Taylor Lagrange a ’ordre 2 donne :

|In(u+k) —Inu — £ | o Sup %
te[uu+k]
oSik>0etu<t<utk alors0<u—|k| <t \“+hdmcﬁgf_ﬁﬂF'
w—
eSik<Oetu+k<t<u alors0<u—|kl<t< u,donct%gm'

Finalement :
E| < K’
ul = 2(u —[k|)?
b) Posons u = 1+ zt?, k = ht?>. Onawu > 0 et u—|k| = 1+ (x — |h|)t*> > 0.
En utilisant la question précédente, il vient :

|D(z,h)| < L/l h?tt dt
VT B 2(1+ (@ — |RDE)?
Siz>0et |h| <z, alors 1 + (x — |h|)t> > 1, donc :

1
1 244 — |h‘|
< = —
|D(1‘,h)| NS 2|h|/ het*dt 10

Si—1 <z <0et|h| <a+1,alorspourt € [0,1], 1+ (z—]|h|)t*> > 1+z—|h| > 0
et

|ln(u+k) —lnu —

2t |7
h)| 5 dt <
D, 2|h|/ (1+x—|h])? 10(1 + = — |h|)?
¢) En remarquant que flbm% D(z,h) = 0, on déduit que F est dérivable sur
—

]—1,+00[ et que pour tout x € ]—1,+o0 :

L
F’(w):/ 4 5 dt
o L+uxt
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Exercice 1.9.
Soit (T'k)ken la suite de polynomes définie par :
X(X - 1)

5 .

X(X—1)...(X —k+1)

To=1,T1 =X,T, = -

LTy =

1. a) Montrer que pour tout x entier relatif, I';(x) est aussi un entier relatif.
b) Calculer I'y (k) et T'p(—1).

2. Soit x un réel fixé, différent d’un entier naturel.

a) Soit p un réel. On considere la suite (uy)nen définie par p, = n?|T'y(z)|.
Montrer que
1

—z—1
m@mﬂ—mWﬂzﬁ———+O(j>
n n
En déduire la nature de la série de terme général In(p,+1) —In(p,,) en fonction
du réel p.

b) Montrer qu'il existe un réel strictement positif K (z) tel que l'on ait :
lim n"tH =K
Jim n®l(2)] = K(2)

On ne cherchera pas & calculer K (z).

3. Soient (an)nen une suite réelle et x, y deux réels, tous deux distincts
d’un entier naturel. On suppose y > z. A I'aide de 2. b), montrer que si la

série > a,I';,(z) est absolument convergente, alors la série Y a,I',(y) est
neN neN
également absolument convergente.

Solution :

1. a) C’est immédiat lorsque k = 0, et lorsque k = 1, puisque I’y = 1,T; = X.
On remarque ensuite que, pour k > 2 :

0 Si0<ji<k—1
J .
. >
MOE (k)iNl Bk
(—n%_WZ'_)eZ sij <0
b) On a immédiatement Ty (k) = 1 et Ty (—1) = (—1)*.

2. a) Comme z n’est pas un entier naturel, on a I';,(z) # 0 et p,, > 0. On
peut donc écrire :

Iy = Do = (B0 = pln (14 ) + In

1
:(p—l)ln(1+ﬁ)+ln|1—%|
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Lorsque n tend vers l'infini, le développement de In(1 + «) au voisinage de 0
donne

_1_
Inpppr —Inp, = % +O(#)

e Sip=1+4z, alors Inppy1 —Inp, = O(n_lz): ce qui prouve que la série
> (In pop1 — In py,) est absolument convergente.

o Sip# 14z, alorsln 1 —Inp, ~ W qui est de signe constant et le
terme général d’une série divergente. Donc > (In g1 —In py,) est divergente.

b) Lorsque p = x + 1, la série Y (In 41 — In puy,) est absolument conver-
gente. Donc, il existe £(z) tel que :

N
S nZZIO(ln potr —lnpn) = Hm (npyen —Inpo) = 6z).

La suite (In uy,)) est ainsi convergente vers £(z) et par continuité de la fonction
exponentielle, la suite (u,) converge vers e/(®*) = K (z) > 0.
Donc, il existe K(z) > 0 tel que :
3 z+1 _

nErJrrloon T (z)] = K(z).
3. Par hypothese, 'y, (z) # 0,T',(y) # 0 et la série > a,I'y (2) est absolument
convergente.
Par la question précédente

T K(y) 1

Ca(y)|  K(z) o=
Comme y > x, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et
pour n assez grand |T'y(y)| < |Tn(z)].

La série Y a,I'y(z) est donc absolument convergente.

Exercice 1.10.

Soit (un,)nen la suite définie par :

{ ug = 1
Upi1 = 2y + 24/ (up + Dy, V0 >0
Soit f la fonction définie sur RT par
f(@) =2z +2¢/(z +1)
1. a) Montrer que la suite (up)nen est bien définie.
b) Résoudre ’équation : f(z) = x.
c) En déduire la limite éventuelle de la suite (uy)nen-

2. On définit, pour n € N, la suite (v,)nen par

toodt
Uy =
" /un tV1+t
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a) Etudier lexistence de v,,.
b) Calculer vy.

fl@) 1
f@)/1+f@)  22vz+1

d) En déduire que la suite (v,)nen est géométrique et calculer son terme
général v,, en fonction de n.

c) Pour tout z > 0, montrer que :

3. a) Montrer qu’au voisinage de 400 on a :
ot oot
/x VAN

b) En déduire un équivalent de u, lorsque n tend vers I'infini.

Solution :

1. a) On montre, par une récurrence immédiate que, pour tout n > 0, u,, est
bien défini, avec u,, > 0. La suite (u,) est donc bien définie.

b) f(z) = ¢ < x + /z(r+ 1) = 0. La seule solution de I’équation
f(z) =z est x =0.

c) La fonction f étant continue sur R, si la suite (u,) converge vers un
réel £, alors £ est un point fixe de f, donc vaut 0.

Or pour tout n > 0,up41 > 2u, > u,. La suite (u,,) est donc croissante et
minorée par 1 : elle ne converge donc pas.

Comme elle est croissante, on peut affirmer que lirf Up = +00.
n——+0oo

. 1 . ..
2. a) La fonction h : t — est continue sur [1, +o00[. Au voisinage de
) WITE ool 8

+00, h(t) ~ tii% Comme u, > 1 > 0, l'intégrale définissant (v,) est donc
convergente et la suite (v,,) bien définie.
b) Le changement de variable u = /1+t est bijectif de classe C' sur
[1,+o00[. Ainsi :
+oo +o0 “+o00
dt 2du 1 1
0 /1 Witt Js -1 /ﬁ (=1~ wyr) du=2m(1+v2)

¢) On remarque que f(z) +1 = (vVx + 1+ /z)?. Ceci permet d’écrire,
apres calcul de f'(z) :
flo) 1

f@)Vf@) +1 22V +1

d) La fonction f est de classe C! sur [1,+oo], strictement croissante. En
posant x = f(z), il vient :
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—+o0 400 —+ 00

Up = 2v
" a:\/:v +1 £(un) z\/z +1 Unt1 z\/z +1 (e
D’ou, pour tout n>1:
= () = MLV

2n—1
3. a) Ona/ d—\/-:% D’autre part
/ﬂo dt :2/+oo dz :ln(\/a:+1+1)
+ tt+1 \/ﬁz2—l ve+1-1
1+
=In ( \/w+) 2 (L)NL
lvz=sT Vol e T e

b) Finalement :

/“"i_ 2 [T _a ., _W(1+v2)

Vi Vi e WL m T gl
D’ou, lorsque n tend vers linfini :
I
(In(1 + v/2))*’

Up ~

Exercice 1.11.
Soit n un entier naturel strictement supérieur & 1 et a € R.

xT —I
Pour x € R, on note : sinh(z) = % et I’on pose :

2 sinh .
fn(l’):{%(xl) siz >0

e - .
a sixz =0.

1. Pour quelle valeur de «, f,, est-elle continue sur Rt ?

On suppose dans la suite que « a la valeur ainsi trouvée.

2. Montrer que f, est bornée sur RT.

+oo
3. Montrer que l'intégrale I, = fn(x) dz est convergente.
0

P
4. a) Montrer que Yz € RT ,Vp € N, f,(r) = 2sinh(z) ) e " +

k=1
e " fr ().
+o00

b) En déduire que I,, =2 Z sinh(x).e " *dx.
k=1Jo

+00

+oo
c) Calculer / sinh(z).e "**dz, en déduire la valeur de y  — .
0 =1 4k —1
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d) Pouvait-on obtenir ce dernier résultat directement ?

Solution :

1. La fonction = + sinh(z) est continue sur R, ainsi que la fonction
x +— e™ — 1. Un développement limité au voisinage de 0 donne :
_ 2z 4 o(x)
fn(@) = nz + o(z)
Ainsi : i =
insi : lim fn(x) ,

2
n
a = =

n

Il faut donc prendre pour que f, soit continue en 0.

2. La fonction f,, est continue sur R ; elle est donc bornée sur tout segment
[0, 4], A > 0. On a, de plus, au voisinage de 400, fn(z) ~ ¢!~ Donc
lim f,(z) =0 (onan > 2).

T—+00
Ainsi f, est bornée sur R*. On notera M,, un majorant de f,.

3. Par la question précédente, au voisinage de +o0, f,(z) ~ e(!="%_ Or

—+o0
/ e(lfn)z dr = L’
0 n—1

cela entraine que l'intégrale définissant I,, est convergente pour tout n > 1.

4. a) On peut écrire, pour z >0 :

< —nkr _ nzl—e "P* __1—e """
kgl € e 1—e ™ e _ 1
Donc : ,
2sinh(z) Y e " = f,(z) — e "P7 f,(z)
k=1
b) Pour tout p € N* :
—+o0 400 —+o0
I, = folz)de =2 / sinh(z)e ™" dx + / e "7 f, (x) dx
0 k=1Jo 0
Puis
—+o0 400 M
‘/ e P f () da:‘ < Mn/ e P dy = 1o
0 0 np
+00
Donc lim e "P* f.(xz)dz = 0, ce qui entraine que :
p—r—+o00 0
oo [+
I,=2 sinh(z)e™ "k dz
k=1Jo

¢) On écrit que sinh(z)e™ k% = %(e_("k_l)’” — e~ ("F1)7) Donc :

+o00 +o0o
2/ sinh(z)e™"** dz = / (e=(nk=D)z _ o=(nk+1)z) gy
0 0
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__1 1 _ 2
kn—1 kn+17" p2p2_1°

+o0o 1
Final t: I, =2 55—.
1nalemen = k2n2 1

+oo . . +oo
Pour n = 2, ilvient:b:/ %:/ e Tdr=1.
0 e’ —1 0
Donc :
w1 1

k§14k2_1 -2

d) Pour retrouver ce résultat directement, on écrit :

1 _l( 1 _ 1 )
4?2 -1 2\2k—-1 2k+1
N N
, 11 11y _14__1
et, pourfout N: 3 = =5 ¥ (p—1 ~ 2y 1) =2~ aw 1)

1l suffit alors de prendre la limite lorsque N tend vers linfini.

Exercice 1.12.

1. Pour tout k£ de N* on pose uy = #

Etablir la convergence des séries de termes généraux respectifs, uy et
(=1)*~Yug. On note S et S’ leurs sommes respectives.

n
2. Pour tout n > 1 on pose S!, = > (=1)k~1uy.
k=1

a) Montrer que les suites (vy,) et (wy,) définies par v, = S}, ; et w, = S5,
pour tout n de N* sont adjacentes et que pour tout n de N* on a
Sén < SI < SénJrl < Sénfl'
b) En déduire un entier n tel que S}, soit une valeur approchée rationnelle
de S’ 4 107! pres. Faire de méme pour une valeur approchée (au sens large)
4 1073 pres.

n
3. Pour tout » > 1 on pose S, = Y. up et R, =5 —5,.
k=1

k+1
a) Pour tout k£ de N* | comparer / d—:f au rationnel % et en déduire
t (k+1)

pour tout n de N* et tout p de N* une majoration de la différence R,, — R, 1,
par une intégrale.

b) En déduire un n de N* tel que S,, soit une valeur approchée rationnelle
par défaut de S & 1073 pres.

4. a) Montrer que pour tout (p,e) de N* x RY , I'ensemble H, . défini par :
H,.={neN|R, - Rnp < e} admet un plus petit élément.
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b) On appelle ¢(p,e) cet entier. Montrer que ¢(p,e) > |{/Z] — p, ou |[.]
désigne la fonction partie entiére.

c) Ecrire en Pascal une fonction qui & tout (p,e) avec p > 2, associe @(p, €)
(on sera attentif au nombre d’opérations effectuées).

Solution :

1. D’apres la regle de Riemann, les séries Y uy, et Y (—1)*u; sont absolument
convergentes.

2.a)Ona:
1 1
Ot = Un = Shnt = St = i T g <0
—w. =S g —___1 L >
Wn+1 — Wn 2n+42 2n (2n+ 2)3 + (2n+ 1)3
et v, —wy| = (2}03 qui tend vers O lorsque n tend vers l'infini. Les suites

(vp) et (wy) sont donc adjacentes et ont une limite commune S’.
Pour tout n, on a w, < 5" < v,, donc, par la monotonie des deux suites
Sén < S < Sén-i—l < Sén—l'

b) On cherche n tel que |S" — 5] | < e. Or

15" = S5l < 1S2pp1 = Syl = vangr,  |S" =55, 1| <185, — 3 1] = u2n
soit, pour tout n > 1, |5 — S}| < Upy1.

Pour e = 107!, on prend n = 2 et S} = % est une valeur approchée de S’
4 107! pres.

N

Pour € = 1073, on prend n = 9 et S est une valeur approchée de S’ &
103 pres.

k+1 k+1
* dt dt 1
3. a) Pour tout k € N : > = .
a) Pour tout k € N*, on a /k 3 /k Gt 1?1y

Pour tout (n,p) € N* x N* il vient :

n+p n+p—1 pk+1 n+p
B = Buiy=Sutp=Sa= % < % d_;f:/ dt
k=n+1 k=n k t n

+0o0
Ry — Rnyp < dt — 1
b) Le résultat précédent étant valable pour tout p, il suffit de faire tendre
p vers U'infini pour obtenir, pour tout n € N*

1
Rn<2—,’12'

11 suffit de prendre 2n? > 103, soit n = 23 et So3 est une valeur approchée de
S par défaut & 1073 pres.
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4. a) Pour p fixé, on pose t, = Ry, — Rptp = Sn+p — Sn. La suite (¢,) est
positive et de limite nulle. Donc H, . est un sous-ensemble non vide de N* et
admet donc un plus petit élément.

n+p
b) Pour tout (n,p) € N* x N ona:t, > > Uppp=-—"73.
k=n+1 (TL + p)
Ainsi % >e — t, > ¢ et donc
(n+p)

. 1)
m < &, soit p(p,e) > L(g) 3J —-p

¢) Comme t,41 =ty — Upt1 + Untpt1, O1L PEUL Proposer

Function f (p : integer ; e :real) : integer ;
Var i,n : integer ;

t : real;
Begin
n := trunc(exp((1n(p/e))/3))-p;
t := 1/(n+1)3;

For i := 2 to p do t := t+1/(n+i)? ;
While t>e do

Begin
n := n+l;
t := t+1/n3+1/(n+p)>
End ;
f :=n
End.

Exercice 1.13.

+o00
A toute fonction f continue sur Ry telle que l'intégrale / f2(t)dt soit
0

T

convergente, on associe la fonction g définie sur R} par g(z) = 1 / () dt.
0

T

1. Etudier la continuité de g sur R, et exprimer ¢'(z) en fonction de f(z) et
g(z) pour tout = > 0.

2. Soit (a,b) € (R )? tel que a < b.

b b
a) Montrer que / g% (t) dt = ag®(a) — bg*(b) + 2/ f(t)g(t)dt.

b
b) En déduire que /

a

b “+o00
f@mgﬁwww¢/fmmo f2(t)dt.

c¢) En déduire que

b +oo 400
¢/ g2(t)dt<\/0 f2(t)dt+\/ag2(a)+ " raa.
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+o0
d) En déduire que l'intégrale / g2(t)dt est convergente (on pourra

0
utiliser le fait que toute fonction croissante et majorée admet une limite finie
en linfini).

+oo
3. Montrer que l'intégrale f(t) g(t) dt est absolument convergente et que
0

o0 400
/0 512(75)dt=2/0 f(t)g(t) dt.

Solution :
1. La fonction g est continue sur R} comme produit de fonctions continues.

Etudions la continuité de g en x = 0. La fonction F : z — / f(t)dt est de

classe C* sur R* (puisque f est continue) et F'(z) = f(z). La fonction F
admet un développement limité & I'ordre 1 en z = 0, et :

F(z)=F(0)+ zf(z) + ze(x) = xf(x) + ze(x), avec ill)rhs(a:) =0.
Ainsi : g(z) = %F(m) = f(x) + e(z). Cela entraine que :
tim g(z) = £(0).
Ainsi, en posant g(0) = f(0), g est continue en 0.

Pour tout = > 0 : g'( /f dt+ ):f(w)—g(:v).

x

2. a) Une intégration par parties donne :
b b
/ 1 (1) dt = [tg*(1)]" - 2 / t9(t)g (1) dt
b
= [te*®)]" —2 / o) () — g(t)) dt

—2/f dt+2/ab 2(4) di
D’ou :

b b b
/ () dt = ag?(a) — bg>(B) +2 / F(0)g(t) dt < ag?(a) +2 / f(bg(t) dt

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & cette derniére expression et
la, positivité de f2 donnent :

. b 1/2 b 1/2
/ g?(t)dt@g?(a)w( / g?(t)dt> ( / f2(t)dt>
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< ag?(a) +2 (/:gz(t) dt) 1/2 ( 0+oof2(t) dt)

¢) On en déduit que

b > b “+o00
/ g2 () dt —2J / 2O P <o
b +o00 > “+o00
\/ / g?(t)dt—\/ i f2t)dt | <ag®(a)+ ; f2(t)dt

soit, finalement

b +oo 400
\// g2 (t) dt < \// f2(t) dt + \/ag2(a) + f2(t)dt
a 0 0

d) Cette derniere inégalité est valable pour tout @ > 0. En prenant la limite
lorsque a tend vers 0, il vient pour tout b > 0 :
+o00

/ ‘ewa<a] e
0

0

1/2

ou

b
La positivité de g2 et cette inégalité entrainent que , 1121 / g2(t) dt existe
—+00 0

et que
+0oo

/+Oog2(t) dt < 4 f2(t)dt
0 0

3. Soit A > 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

/0 " el a < ( / " dt) " ( / "re dt> "
< ( /0 e dt) - ( Omf?(t) dt)

+o0
Comme précédemment, cela entraine que / |f(t)g(t)] dt existe.
0

1/2

Reprenons 1’égalité de la question 2. a) :

b b
[ 7t =ag@) - b2t +2 [ (01900 .
a a
On a lim ag®(a) =0 et lim bg?(b) existe, car :
a—0 b—+o0
+o0 +oo
lim bg2b) =2  f()glt)dt — / G2(t) dt.
b—+o0 0 0
Cette limite A ne peut étre que nulle, car si A # 0, alors, pour ¢ au voisinage
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+00. Finalement

I'intégrale de cette derniere fonction étant divergente en

+o00 +o00
| ewd=2 rwewa.
0 0

Exercice 1.14.

Soit un réel a € [0,1]. On considere une suite réelle (uy)nen vérifiant, pour
tout n € N*, upq1 = Uy + a"uy_1.

On pose par commodité ¢ = 1+T\/g et i = 1 —2\/3_
1. Que peut-on dire de cette suite si a = 07 si (ug,u;) = (0,0)?
2. On suppose que a = 1.

a) Comment fait-on, pour tout n € N, pour exprimer u, en fonction de
n? On n’effectuera pas les calculs.

On 1admet i]ue, si (ug,u1) = (1,0), alors, pour tout n € N, u, =
n— n—

% et que, si (uo,u1) = (0,1), alors, pour tout n € N, u, =
Q" — "

V5

b) Pour quels couples (ug,u;) € R? la suite (up)ney converge-t-elle ?
Quelle est en ce cas sa limite ?

On suppose dans toute la suite que a # 0 et que (ug,u1) # (0,0).

3. On suppose dans cette question que ug >0, u; >0 et que 0 < a < 1.
a) Montrer que la suite (u,)n,en est positive et qu’elle croit sur N*.
b) Montrer que, pour tout entier n > 2, tupy1 < (14 ) uy, < e uy,.
En déduire que, pour tout entier n > 2, u, < e“z/(l_“)uQ.
c) Montrer que la suite (u,)nen converge.
On note £(a,ug,ur), ou plus simplement £(a), sa limite.
Montrer que £(a) > 0.

n—1
d) Soit un entier p > 2. Montrer que, pour n > p, U, —up = y. a*ug_1
k=p
P p
e) Montrer que, pour tout entier p > 2, uf__lz <l(a) —up < él(a_)c; .
P l(a)a?
En déduire que, quand p tend vers +o0, £(a) — u, ~ 1o

3
f) Montrer que ¢(a) > fTuz'

Le couple (ug,u1) étant fixé, quelle est la limite de #(a) quand a tend vers 1
par valeurs inférieures ?
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4. On suppose seulement que 0 < a < 1. Montrer que la suite (un)nen
converge.

Solution :

1. Si @ =0, la suite (up) est stationnaire & partir du rang 1 et vaut u;.

Si (uo,u1) = (0,0), la suite (uy,) est identiquement nulle.
2. a) Si a =1, la suite (u,) vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre
2. Pour exprimer u, en fonction de n, on se reportera au cours!

b) Par linéarité, il vient, pour tout n € N :

_ ottt " =" ug+PuL 1 U0+ PUL 1
= Up \/5 +uy \/5 = \/5 o) \/5 ()

Comme [¢)] < 1 < |¢g|, il vient :

osi Yot our # 0, alors |uy| ~ wqﬁ”_l et la suite (u,) diverge.

V5 V5

- Up + (zﬁul _ Uo + (zﬁul n—1 .
8l —F——— = 0, alors |u,| ~ ———F—— et la suite (u tend vers 0.
vﬁ | n| vg ¢ ( n)

Un

3. a) La positivité et la croissance de la suite (u,) s’établissent sans peine
par récurrence.

b) Pour tout n > 2, up—1 < uy, et donc upq1 = ty + a"up—1 < (14 a™)uy,.
Enfin, comme pour z > 0,e% > 1 + z, il vient u, 11 < e* u,.
Par récurrence, et comme 0 < a < 1, on en déduit que pour tout n > 2

n +o0 ,
Up < exp( > ak)ug < exp( 3 ak)U2 = et /(1=a)y,

c) La suite (u,) est croissante et majorée : elle converge vers une limite
l(a) = ug > 0.

d) On sait que ugy1 — u, = a*uyp_;. Donc pour tout n > p :
n—1 n—1 &
Up —Up = Y (Upg1 —Ug) = Y, @ up_1.
k=p k=p

e) Soit p > 2.
On sait que la série Y afuy_1 est convergente, puisque 0 < a*uy_; < £(a)a
et 0 < a < 1. De plus, pour k > p,a*ug_1 > a*u,_;. Il s’ensuit que :

k

n—1 n—1 n—1
> drupo <Y dPfug—r <Y l(a)a”
k=p k=p k=p
et donc que
up—1af _ l(a)a?
1—a <) —up < 1—a

Lorsque p tend vers Uinfini, 2=1 < L=a (p(q) —u,) < 1.
a
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Le théoreme d’encadrement permet de conclure qu’au voisinage de +oo

l(a)a®
(o) - uy ~ 02
f) En appliquant la minoration précédente avec p = 3, il vient

3 3
Us Usa
ta) > u3+1 a>1—a

Il s’ensuit que lim £(a) = +oc.

a—1—
4. Notons (vy,) la suite (u,) définie pour (ug,u1) = (1,0) et (wy) la suite (uy,)
définie pour (ug,ur) = (0,1).
On a alors pour tout n € N,u,, = ugv, + u1wy. Il s’ensuit que la suite (uy)
converge.

Exercice 1.15.
Soit n un entier naturel non nul. )
n—
Onpose: A=(X+1)*"—-1 et p,=[] sinl%
k=1

1. Justifier que A peut s’écrire X.B, ot B est un polynéme dont on précisera
le degré, le coefficient dominant et le terme constant by.

2. Déterminer les racines de A dans C (on les écrira sous forme exponentielle).
En déduire une factorisation de B puis exprimer by en fonction des racines
de B.

3. Calculer le produit des racines de B. En déduire la valeur de pa,,.
4. Déterminer la valeur de H sin kg
k=1

Solution :

1. En développant A par la formule du binéme, il vient :
A:X2n+...+2nX:X(X2n—1+_._+2n)

2. x est racine de A si et seulement si (x + 1)?" = 1. On obtient donc les 2n
racines (pour k € [0,2n —1]) :

o = exp (ZET) — 1 = exp (BT [exp (LT) — exp (- L4I)]
=2 sinkiexp (l2k77;)
e Pour k£ = 0, on retrouve la racine o = 0;
e pour k € [1,2n — 1], on a sin (lm) > 0 et on peut écrire :
T, = 2sin (kﬁ) exp (i (]2€7T + 2))

qui est ’écriture exponentielle de zy.
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2n—1

Comme B est de coefficient dominant 1, on peut écrire : B = [[ (X — xg).
k=1
On obtient donc en développant
2n—1 2n—1
by = (_1)2n71 H T = — H Ty
k=1 k=1
3. En développant le produit des racines on obtient :
2t o1 H km kn | =«
P = H;L'k:2n— kH [Sln( )exp((%—i—g))]
k=1 k=1

Soit :
2n—1
P =22""1py, exp (i E (gg - 2)) =22""1py,exp (i(2n— 1)% +(2n — 1)%)

— 22n—1p2n(_1)2n 1 — _22n—1p2n

On en déduit :
P2n = o - _n
n 22n71 22n72

4.0na:
2n—1 k 2n—1
Pon = H s1n2n (H sin 7T)xsm"—gx( H sin ol )

le changement d’mdlce g = 2n — k dans le deuxieme prodult donne :

n—1
P2n = ( H s1nk7r) et donc : [] sing—7T _ /o
k=1 n

2n—1'
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Exercice 2.1.

1. Soit R? muni de sa structure euclidienne canonique et f,g les deux
endomorphismes de R? définis dans la base canonique (i, j) par :

{f(i) =i, {g(z’) =i
fG) =i 9(j) =—J

a) Montrer que f et g sont des endomorphismes symétriques de R?.

b) Existe-t-il une base orthonormale qui diagonalise simultanément f et
g7
Dans la suite E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n et p un
entier naturel non nul.
2. Soit fi,..., fp, p endomorphismes symétriques de E qui commutent deux
a deux.

Dans cette question seulement on suppose en outre qu’il existe un réel \ tel
que :

0 < dim(ker(f; — AI)) <n
a) Montrer que, pour tout entier j € [1;n], ker(fi — AI) est stable par f;.

b) Montrer que pour tout, entier j € [1;n], [ker(fi — A)]™ est stable par
fi-

3. a) La restriction d’un endomorphisme symétrique de E & un sous espace
vectoriel F' stable est-elle un endomorphisme symétrique de F' 7

b) Soit g¢1,...,9p, p endomorphismes symétriques de E. Montrer qu’ils
commutent deux a deux si et seulement si ils sont simultanément diagonalis-
ables.
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Solution :

1. a) La base canonique de R? étant une base orthonormée pour le pro-
duit scalaire canonique, on voit immédiatement que f et g sont des endo-
morphismes symétriques, leurs matrices associées dans la base (i,j) étant
symétriques réelles.

b) S’il existe une base commune de diagonalisation de f et g, alors il existe
une base commune de vecteurs propres de ces deux endomorphismes.

Or les vecteurs propres de g sont les vecteurs \i et uj, avec (A, u) € (R*)?2,
qui ne sont pas vecteurs propres de f.

Ainsi f et g ne sont pas «codiagonalisables »

2. a) Comme f; commute avec fi, il vient, si z € Ker(f; — AI) :
(fr = AD)(f;(2)) = f;((f1 = AD)(@)) = £;(0) =0,
ainsi f;(z) € Ker(f1 — AI).
b) Soit z € [Ker(fi — AI)]*. Alors pour tout = € Ker(f; — ) :

(fi(2),2) = (2, f;(x)) =0

par la question précédente, donc f;(z) € [Ker(fi — AI)]*.

3. a) La propriété d’étre un endomorphisme symétrique est une propriété
«universelle» liée au produit scalaire. La restriction d’'un endomorphisme
symétrique & un sous—espace stable reste donc un endomorphisme symétrique
de ce sous—espace.

b) x Si les endomorphismes g1, ... gp sont simultanément diagonalisables,
il existe une base B de E dans laquelle la matrice associée a chaque g; est
diagonale. Or deux matrices diagonales commutent . ..

* Réciproquement, démontrons le résultat demandé par récurrence sur la
dimension de F.

Si tous les g; sont des homothéties, ils sont diagonalisables dans la base
canonique de E.

Supposons que g; ne soit pas une homothétie. Il existe alors A valeur
propre de g; telle que 1 < dimKer(g; — AI) < n.
Notons F' = Ker(g; —AI). Le sous—espace F et son orthogonal F'* sont stables
par chaque ¢»,...,g, et la restriction de chacun des ces endomorphismes
symétriques & F' et F'* reste un endomorphisme symétrique.
Il reste & appliquer ’hypothese de récurrence & F et F'* : il existe des bases
orthonormées de chacun de ces deux sous—espaces de E qui diagonalisent
simultanément g1, ..., g,. La concaténation de ces deux bases est une base
orthonormée de E qui diagonalise simultanément gy, ..., gp.
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Exercice 2.2.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2, et E = M, (R) lespace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Si A est la matrice de terme général (a; ), on appelle «trace » de A le nombre

tr(A) = Z ai7i.
i=1

On note S, (R) le sous-espace vectoriel de E constitué des matrices symétriques
et A, (R) celui des matrices antisymétriques (c’est-a-dire vérifiant A = —A).

On pose enfin, pour (4, B) € E?, (A, B) = tr(A.!B).

1. Exprimer (A, B) en fonction des coefficients de A et de B, et montrer que
(.,.) est un produit scalaire. On notera ||.|| la norme associée.

2. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

3. On suppose dans cette question n = 3 et on pose

0 1 2
M=1 2 0 1
-1 -1 0

Déterminer la distance de M a S3(R), c’est-a-dire inf ||M — N||.
NeS3(R)

4. Soit H = {M € E | tr(M) = 0}.
a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E et donner sa dimension.
b) Soit M € H. Calculer (M, I,,) (ou I,, désigne la matrice identité d’ordre
c¢) Soit J la matrice de E dont tous les termes sont égaux & 1. Déterminer
la distance de J a H.

Solution :

1. On a pour toutes matrices A = (a; ;) et b= (b;;) :
n n
(4,B) = > 3. aijbi;.
i=1j=1
En convenant de confondre M,,(R) avec R (en mettant, par exemple, les

lignes «bout & bout »), on reconnait le produit scalaire canonique de R et
la base canonique de M, (R) est orthonormée pour ce produit scalaire.

Notons que l'on a: [[A|| = /> af ;.
i,J

2.xS1 A€ S,(R) et Be A,(R), on a:
(A,B) = tr(A'B) = —tr(AB) ; (B, A) = tr(B'A) = tr(BA).
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Or un calcul simple montre que, pour toutes matrices A et B : tr(AB) =
tr(BA), on en déduit :

VAeS,(R),VB € A,(R),(A,B) =0
Ainsi, S, (R) et A, (R), qui sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R), sont
des sous-espaces orthogonaux.
* Pour toute matrice M € M,,(R), on peut écrire :
M =L+t + Lo -ty

La premiére matrice étant symétrique et la seconde antisymétrique, on en
déduit :

M, (R) = S, (R) + A, (R)
La conjonction de ces deux propriétés donne :

3.d(M, S3(R)) = Nénsisr%ﬂe) |M—N|| = ||M—p(M)||, ot p(M) est la projection

orthogonale de M sur S3(R), c’est-a-dire ot p(M) = %(M +tM).
Ainsi : d(M, S5(R)) = 2(|M M|

0 -1 3
Comme M —tM = { 1 0 2|, il vient d(M,S5(R)) = /28 = /7.
3 -2 0

4. a) On vérifie facilement que I’application ¢ : M ~ tr(M) est linéaire de
M, (R) dans R. Comme cette application est non nulle (on a ¢(I) = n), son
image est R, qui est de dimension 1 et donc H, qui est son noyau, est un
sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1.

b) (M, I,,) =tr(M) =0, i.e. I, € H et H- = Vect(I,,).
¢) Soit ¢ la projection orthogonale sur HL, alors d(J, H) = ||q(J)]|.

(J, I,) n
Or ¢(J) Ll Jn et donc

d(J,H) = Ln\/ﬁ:n

Exercice 2.3.

Soit M € M3(R) et A € M3, (R).

1. On suppose que A est un vecteur propre de ‘M.
Montrer que pour tout X € Ms;(R), *AX = 0 entraine {AMX = 0.

2. Soit M € M3(R). Montrer que M et ! M ont les mémes valeurs propres et
que les sous-espaces propres associés sont de méme dimension.
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3. On considére P’espace vectoriel E = R?® muni de sa base canonique
(e1,e2,e3). Soit f € L(E) de matrice M, g € L(E) de matrice M dans
cette base.

Montrer que u = aje; + ases +azes est un vecteur propre de g si et seulement
si le plan d’équation P d’équation a;x + asy + azz = 0 est stable par f.

7T 3 -4
4.0Onpose M =| -6 -2 5
4 2 -1

a) Donner les valeurs propres de M.
b) Donner toutes les droites stables par f.

c¢) Donner tous les plans stables par f.

Solution :

1. Soit A la valeur propre associée, on a tAMX = {(tMA)X = t{(AA)X =
MNAX.
Ainsi si tAX =0, il vient XYAX =0 et tAMX = 0.

2. On sait que pour toute matrice M, rg(M) = rg(* M). Ainsi M — X3 n’est
pas inversible, si et seulement si {(M — XI3) = {M — A3 n’est pas inversible,
donc les valeurs propres sont les mémes et ces deux matrices ayant alors
le méme rang, leurs noyaux sont de méme dimension, donc les sous-espaces
propres associés sont de méme dimenson.

a1 X
3.5t A= ay |et X = 1|y
as z

* Si u = aje; + asey + azez est un vecteur propre de g, A est un vecteur
colonne propre de !M, donc :

v=u=xe;+yestzes EP = 'AX =0 = 'A(MX)=0 = f(u) € P,
et P est stable par f.
* Si P est un plan stable par f, avec les mémes notations, (a1, as,az) #
(0,0,0) et tAX =0 = *AMX = 0. Notons alors tAM = (b by b3),
on a:

a1x +axy +azz =0 = bix + by + b3z =0,

a1z + axy +asz =0

bi + boy + bz = 0 n’est pas de rang 2 et la matrice
1 2 32 =

donc le systeme {

(21 22 z3> est de rang 1, donc sa deuxieme ligne est proportionnelle &
1 02 b3

sa premiere : I\ € R,P AM = X A, soit M A = AA et A est colonne propre
de tM.
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T-X 3 —4
La)M—-MNs=| -6 -2-X 5
4 2 —1-2A
0 —2+42X —9+6\— )2
a0 22 7-3\
Gasiaant \4 2 ~1-A
0 0  —A243x-2
~ 0 2—2\  7-3)\
Li+Li+Lo> 4 9 12

Si on veut la forme habituelle d’ue réduite de Gauus, il suffit de permuter
alors les lignes L; et L. Comme —\%? + 3\ —2 = —(A —1)(A —2), les valeurs
propres de M sont 1 et 2.
b) x Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est défini par le
systeme :
0 =0
4z = 0
de+2y—2z = 0
donc est la droite dirigée par le vecteur (1,—2,0).
* Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est défini par le systeme :

0 =0
—2y+=z = 0
dr+2y—3z = 0

Ce qui donne z = 2y et z = y. Il s’agit de la droite engendrée par (1,1,2).
Une droite stable étant engendrée par un vecteur propre, il n’existe que deux
droites stables par f, a savoir les deux droites précédentes.

c) On sait déja que les valeurs propres de M sont 1 et 2.

—4 -2
On obtient By (*M) = Vect | —2 | et Es(*M) = Vect | —2
3 1

Ainsi il existe exactement deux plans stables par f, a savoir les plans
d’équations respectives 4z + 2y — 3z =0et 2z + 2y — z = 0.

Exercice 2.4.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n € N*. On notera Idg
Papplication identité de E et I, la matrice identité de M, (R).

Soit f un endomorphisme de E tel que fo f = —IdEg.
1. Montrer que f est un automorphisme de E.

2) Soit p € N*. On considére une famille (e1,...,e,) de vecteurs de E.
On suppose que la famille (eq,...,ep, f(e1),.-., f(ep—1)) est libre. Montrer
qu’alors la famille (eq1,...,ep, f(e1),..., f(ep)) est libre.
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3. Montrer qu’il existe un entier p € N* et p vecteurs eq,..., e, de E tels que
la famille (e1,...,ep, f(e1),.-., f(ep)) soit une base de E.

Quelle est la matrice de f dans cette base ?
4. Soit A € M2y (R) telle que A% = —1Iy,.
a) Montrer que A ne possede aucune valeur propre réelle.

b) Montrer que A est diagonalisable sur C.

c¢) Soit B € Ms,(R) telle que B> = —I,,. Montrer que A et B sont
semblables.
1 1 -3 1
1 0 -1 2
5. On pose A = 1 0 -1 1
0 -1 1 0

On suppose que A est la matrice de f € £L(R*) dans la base canonique de R*.
a) Calculer A2.

b) Donner une base de R* dans la quelle la matrice de f est :
00 -1 0

00 0 -1
10 0 O
01 0 O

J=

Solution :
1. f est bijective et f~! = —f, donc f est un automorphisme de E.

2. Supposons la famille (el, .o ep, fler), .., f(ep)) liée, alors par liberté de
la famille des 2p — 1 premiers vecteurs, il existe une unique liste de scalaires
telle que :

P p—1
flep) = 2 Aner + Y prf(er)
k=1 k=1
et, en appliquant f :
P p—1
—ep = > Aef(ew) — D prer
k=1 k=1

p—1 p—1
ou encore : Apf(ep) = > prer —ep — Y, Mefler);
k=1 k=1

p—1 p—1
alors que : Ay fe,) = D ApArer + A2ep + > Mppun f(er)
k=1 k=1

Par unicité de la décomposition de f(ep), on en déduit /\120 = —1, ce qui est,
impossible dans R.
En conclusion (el, .o ep, fler), .., f(ep)) est une famille libre.
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3. On initialise le processus avec un vecteur e; # 0 et (e, f(e1)) est libre,
... Le processus s’arréte car E est de dimension finie. On obtient ainsi une
base B du type demandé (donc n est pair de la forme 2p) et :

Mp(f) = J = (}) ‘JP)

4. a) Soit A une éventuelle valeur propre réelle de A et X une colonne propre
associée.
On aurait donc AX = AX et —X = A%2X = X\2X, d’ou A2 = —1, ce qui est
impossible dans R.
Specg(4) =0
b) Proposons une méthode un peu plus inhabituelle :
A vérifie (A —iI)(A+iI) =0, soit (A —il)(A— il +2il) =0, ou encore :
(A —il)? = —2i(A —il)
Ainsi la matrice B = — 2% (A—iI) vérifie B?> = B, donc est diagonalisable dans
M,,(C), puisque matrice de projecteur. La matrice A est alors diagonalisable,
avec la méme matrice de passage.

c) A et B sont semblables & la méme matrice J, donc semblables entre
elles.

5. a) On trouve A% = —I4.

1 1 0
0 1 ol
b) On prend e; = 0 et e3 = Ae; = L Le vecteur es = ol ™ est
0 0 1
1
pas dans le plan Vect(ey,e3) et e4 = Aes = ? acheve la détermination
0
de B.
Pour P = ,ona P AP = J.

OO O =
—_ o o O
O =
O =N =

Exercice 2.5.

+o0
A tout polynéme P de R[X] on associe N(P) = }_ |P(’“)(k)|.
k=0

1. a) Vérifier que N(P) est bien défini pour tout polynéme P de R[X].
b) Montrer que N vérifie :
(i) VPEeRX],N(P) 20et N(P)=0= P =0
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(ii) ¥ P € RIX],¥A € R, N(AP) = |A.N(P)
(iii) ¥ P, Q € RIX], N(P + Q) < N(P) + N(Q).

R,[X] — R

Soit n € N* et ¢ : P N (P(O),P’(l),...,P(”)(n))

2. a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,[X] sur R**1. Donner sa
matrice M dans les bases canoniques de R, [X] et R**1.

b) Montrer que M est diagonalisable.

3. On suppose n =3
a) Déterminer M !
b) Soit P € Rg[X].
Exprimer P’(0) et P"(0) en fonction de P'(1), P"(2) et P®)(3).

Solution :

1. a) N(P) est bien défini, car la sommation qui définit ce nombre est en fait
finie (pour k > deg P, P(¥) (k) = 0).

b) i) On a clairement N (P) > 0 et si P n’est pas la polynoéme nul, notons k
son degré. On a alors P = a, X* +- .. d’ott P®) (k) = klag # 0 et N(P) > 0.
Ce qui donne le résultat par contraposée.

ii) et iii) résultent de la linéarité de la dérivation et des propriétés de la
fonction «valeur absolue ».

2. a) ¢ est clairement linéaire et P € Kerp — N(P) =0 = P =0,
donc Ker ¢ = {0} et ¢ est injectif.
Puisque dim R, [X] = n + 1 = dim R**!| ¢ est donc un isomorphisme.

1 0 0 ... 0
o1 2 ... n
M=100 2 ... n(n — 1)2n_2 € Mpt1(R)
00 0 ... n!
b) Les valeurs propres de M sont en évidence : 1,2,3! ... n! et sont au

nombre de n.

Le sous-espace propre relatif a la valeur propre 1 est de dimension 2 et
1 0

0 1
engendré par les matrices colonnes [ o | et | ¢ |, donc M est diagonalisable.
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100 0 10 0 O
o1 2 3 L o1 -1 32
B M=14 43 p] =M 00 1/2 -1
000 6 00 0 1/6
3. PR(0)
b) On a P(X) :kgo k!( )X" et
P(0) P(0)
P'(0) P(0) P'(0) P(0)
! !
M PHQ(O) — P”((12)) — P”2(0) = ML 11;1(12))
P®(0) Pe)(3) P®(0) P (3)
6 6

D’ou 'on déduit :
{ P'(0) = P'(1) - P"(2) + 3 PO)(3)
P"(0) = P"(2) — 2P®)(3)

Exercice 2.6.

Soit n € N*. On note E = R,[X] lespace vectoriel des polynomes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Soit L I'application définie sur E par

L(P) = /1 P(t) dt

-1
1. Montrer que L est une application linéaire. Déterminer son image et la
dimension de son noyau. Donner une base de son noyau.
2. Pour tout A réel non nul, on considere ’application T définie sur F par
T\(P)=P+ AL(P)X
a) Montrer que T\ est un endomorphisme de E.
b) Ecrire la matrice associée & Ty dans la base canonique de E.

c) Déterminer les valeurs propres de T ainsi que son rang. L’endomorphisme
T est-il diagonalisable ?

d) Montrer que T est bijective, déterminer T L

Solution :

1. L’application L est une forme (puisque pour tout P € E, L(P) € R)
linéaire par linéarité de l'intégrale. Son image est R, car L(1) = 2 # 0 et par
le théoreme du rang, son noyau est de dimension n.

On remarque que tout polyndéme impair est élément de Ker L.

e si n = 2p, la famille (X, X3,..., X% 1) est de cardinal p et ses éléments
appartiennent & Ker L. Pour tout k € [1,p], on a :
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L(XZk) — 2k2+1 — 2k52+ ].XZk _ 2k72— ].X2k72 € KerL

La famille (— 1 4 3x2 . 20 Lyow—> 4 204 Loy o5t de cardinal p
et ses éléments appartiennent a Ker L.

L’«union » des deux familles est de cardinal 2p et forme une base du noyau de
L (cette famille est libre, puisque ses éléments sont des polynémes de degrés
échelonnés).

esin = 2p+1,lafamille (X, X3,..., X?PT1) est de cardinal p+1 et est formée
d'éléments de Ker L. Lafamille (~14+3x2, .. 222 Lyor—2y 204 L)
est de cardinal p et formée d’éléments de Ker L.

L’«union » des deux familles est de cardinal 2p+1 et forme une base du noyau
de L, puisque ses éléments sont des polynomes de degrés échelonnés.

(On peut évidemment faire d’autres choix...)

2. a) On vérifie immédiatement que T est une application linéaire de E.
Pour tout k € [1,n], on a:

Txh(X*) = {

2j 2\ c o
X +2j+1X sik=2j

X2+ sik=2j+1
b) La matrice associée a T, dans la base canonique de E s’en déduit
immédiatement. Par exemple dans le cas ou n est pair (n = 2p) :

10 ... .. 0
2) 2)\
2\ 1 3T T
0 0 1 0
0o 0 ... ... 1

c) Soit u une valeur propre de T\ et P un polynéme propre associé. On a
alors :

T\(P) = uP < AL(P)X = (u—1)P
esi PeKerL,alors (u—1)P =0, donc p = 1.
Réciproquement, si = 1, comme A # 0, on a P € Ker L.

Ainsi = 1 est valeur propre de T), le sous—espace propre associé étant le
noyau de L qui est de dimension n.

esip#1, alors L(P)#0, et P= /LLEPI)X Mais dans ce cas
L) =34 L) -0

C’est une contradiction.
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Finalement, T n’admet qu’une seule valeur propre p = 1. Le sous—espace
propre associé n’étant pas E tout entier, ’endomorphisme T n’est pas
diagonalisable.

d) L’endomorphisme T est bijectif, puisque 0 n’est pas une valeur propre.
Comme E = Vect(1) @ Ker L et comme (T — I)P = AL(P)X, il vient :

{ (T)\ _I)|KerL =0

- D) =aax — (D=0

Donc :
T —2T\+I1=0et Ty ' =21 — Ty

Exercice 2.7.

Q désigne I’ensemble des nombres rationnels. R X] désigne ’espace vectoriel
des polynomes a coefficients réels.

Soit m un entier naturel, et qo,q1,- - -, ¢m, (m + 1) nombres réels distincts.
1. Montrer que pour tout j € {0,...,m} il existe un unique polynéme L; de
degré inférieur ou égal & m tel que

. 1 sik=j
LJ(qk)_{O sinon

2. a) Montrer que la famille (Ly, ..., L,,) forme une base de ’espace vectoriel
R, [X] des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a m.
b) Soit P € R, [X]. Déterminer ’expression de P dans cette base.

3. Déterminer I’ensemble suivant : £ = {P € R[X] | Vq € Q, P(q) € Q}.

4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u un endomor-
phisme de E diagonalisable.
Montrer qu’il existe k scalaires, A1,..., A et k projecteurs de E, p1,..., D
vérifiant les trois propriétés :

i) pour tout i # j,p;op; =0

i) Id =p; + -+ + pg, ou Id représente 'endomorphisme identité

i) u=MAp1 + -+ \ePx-

Solution :
1. Soit j € [0,m]. Définissons le polyndéme L; de degré m par
LX) = f] 2=t
/ i—0 45 — i
1#£]
1 sik=y

On a alors de fagon évidente : L;j(gx) = {0 sino
1non
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D’autre part, si P est un polynéme ayant les propriétés demandées, alors le
polyndéme P—L; s’annule en gy, . . . , gm (¥ compris g;), étant de degré inférieur
ou égal & m, c’est le polynome nul et P = L;, ce qui montre 'unicité de la
solution.

2. a) Les polynoémes Lg, Ly, ..., L, sont éléments de R,,[X] et le cardinal

de la famille (Lo, L1,...,L,;,) est m + 1. Montrons qu’ils forment une
famille libre. Soit (Mg, ..., Am) tels que > AxLr = 0. On a alors pour tout
k=0
jefo,m]:
0= MLi(g) =X
k=0

Ainsi la famille est libre de cardinal ad hoc et formée d’éléments de Ry, [X],
donc est une base de cet espace.

m
b) Si l'on pose P = Y ALy, alors le raisonnement précédent montre que

k=0
pour tout j € [0,m], A\; = P(g;). Donc

m
P =% P(ar)L
k=0
3. Montrons que £ = Q[X], c’est-a-dire ’ensemble des polyndmes & coeffi-
cients rationnels.

e si P € Q[X], alors pour tout ¢ € Q, P(q) € Q.

e Réciproquement si P € £, on peut supposer P de degré m. On choisit alors
(m + 1) nombres rationnels distincts go,q1,.-.,qm. La question précédente
permet, d’écrire :

m
P = %" P(qr)L, avec Ly € Q[X]
k=0
Donc P € QX].
k
4. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on peut écrire E = @ E,,, ou
i=1
(A1, .., Ax) sont les valeurs propres distinctes de u et (Ey,, ..., E),) les sous-
espaces propres associés.
Les réels \q,...,\; permettent de définir £ polynémes Lq,...,L; comme
dans la premiere question. Posons alors, pour tout j € [1,k] :
—\Id
pj = Lj(u) = [] =252
j J i X — i

Soit € E. On peut écrire x = z1 + - - - + zp, chaque x; appartenant a Fj,.
On a alors :

pj(z) = Lj(u)(z1 + -+ + zp) = Lj(u)(z;) = z;
Cela montre que p? = pj et que pour k # j,p;j opr = 0.
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Enfin, par la question 2,
k k k
l=Y L = Id=Y Li(w)= Y p;

i=1

Exercice 2.8.

Soit @ un réel, a # 1, et p un entier naturel. On note R,[X] 'ensemble des
polynémes sur R de degré inférieur ou égal & p. On pose :

Sap = {u = (Un)nzo | AP € R,[X] tel que Vn € N,upt1 = au, + P(n)}
1. Soit u € Sy p.
Montrer I'unicité du polynome P tel que Vn > 0,u,4+1 = au,, + P(n).
(on pourra utiliser la fonction ¢ : R,[X] — RP*! définie par :
p(P) = (P(0), P(1),...,P(p) .)
On notera P, le polynome ainsi défini. En déduire que S, , est un R-espace

vectoriel.

2. Soit 6 : S, , = R,[X] définie par O(u) = P,. Montrer que @ est linéaire et
déterminer Ker @ ainsi qu’une base de cet espace.
3. Pour k € N, on pose Ri(X) = (X + 1)* —aXF.
a) Montrer que la famille (Ry, Ry, ..., Rp) est une base de R, [X].
b) Montrer que pour tout k € {0,1,...,p}, Rx € Im#. En déduire Im 6.
c) Quelle est la dimension de S, ;, ?
d) Déterminer une base de S, .

4. Déterminer la suite (u,)n>o vérifiant :

ug = —2 et pour tout n > 0,upy1 = 2u, —2n+ 7.

Solution :

1. L’application ¢ est linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimen-
sion p + 1. Son noyau est réduit a {0}, car si P € Kery, le polynéme P
de degré inférieur ou égal & p admet (p + 1) racines distinctes, donc est le
polynéme nul.

L’application ¢ est donc un isomorphisme de R, [X] sur R,

Supposons qu’il existe deux polynomes P et () définissant la suite u € S, 5.
Alors pour tout n € N,P(n) = Q(n) et en particulier p(P) = ¢(Q), soit
P=qQ.

Enfin S, ,, contient la suite nulle associée au polynome nul et si (u,v) € 3,
et A € R, alors Au+ v € S,,, associée au polynéome AP, + P,.
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2. La linéarité de ’application 8 a été démontrée dans la question précédente.

Soit u € Ker#. Cela signifie que P, = 0 donc que pour tout n € Ny up41 =
auy- La suite (u,) est une suite géométrique de raison a et u, = a"ug.

Réciproquement, si (uy) est une suite géométrique de raison a, on a up11 =
au, et u € S, p entraine que P, = 0.

Ainsi Ker 6 est la droite engendrée par la suite (a")nen-

3. a) Comme a # 1, la famille (Ry, ..., R,) est une famille de polynémes de
R, [X] de degrés échelonnés et de cardinal (p + 1). C’est donc une base de
R, [X].

b) Soit k € [0,p]. La suite z(¥), définie pour tout n € N par 2 = nk,
vérifie pour tout n € N :

557(1]21 =az'? + Ry (n) = azt) + ((n+ 1)* — an®)

Donc, pour tout k € [0,p], Ry € Im 6 et Imf = R, [X].

c) Par le théoreme du rang, il vient dimS, , =1+p+1=p+2.

d) Une base de S, est définie par ((a")nen,z®,...,z(P)). En effet, c’est
une famille de cardinal (p + 2) qui est libre car si i Mez® + p(a™) =0,

k=0

p
alors en appliquant 8, il vient Y A\gRj = 0 et donc Ay = --- = A, = 0, puis
k=0
pn=0.
4. Appliquons les résultats précédents.
La suite cherchée est de la forme n — \a™ + )\03320) + )\156%1).
En regardant les premieres valeurs, il vient

A+ Ao =—2 A=3
2A+d+M =3 doit { Ao=—5
AN+ Ao +2) = 11 AL =2

soit :
VneNu, =32"+2n—-5

Exercice 2.9.

2

Soit u un endomorphisme non nul de R?* tel que u? = wou = 0.

1. a) Déterminer les valeurs propres de wu.

b) L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

2. a) Comparer Imu et Keru. En déduire que rgu < 2.

b) Montrer que si rgu = 1, il existe une base de R* dans laquelle u est
représenté par une matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf un.

Dans toute la suite de ’exercice, on suppose que u est de rang égal a deux.
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3. Montrer qu’il existe une base B de R* dans laquelle u est représenté par
la matrice

0 010
0 0 01
0 0 0O
0 0 0O

4. Existe-t-il un endomorphisme v de R* tel que v? = u ?
5. On note C(u) = {v € L(R*) Juov=vou} et
P(u) ={ve LR") /IS € RIX], v=5(u)}

a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R*) et en donner la
dimension.

b) A-t-on C(u) = P(u)?

Solution :

1. a) Comme u? = 0, si A est valeur propre de u, alors A2 = 0.

Réciproquement, comme u? = 0, 'endomorphisme u n’est pas injectif et
0 est valeur propre de u. Finalement la seule valeur propre de w est 0.

b) L’endomorphisme u n’est pas diagonalisable, car autrement on aurait
u=0.

2. a) Comme vou =0, on a Imu C Keru. Le théoreme du rang entraine que
4 =rg(u) + dimKeru > 2rg(u). D’ot rg(u) < 2.

b) Soit (y) une base de Imu. Il existe z € R* tel que y = u(z). Comme
Imu C Keru, on complete (y) en (y, z,t) base de Keru. Alors (z,y, z,t) est
une base de R*. En effet :
ax +by +cz+dt =0 = wu(ax + by + cz + dt) = au(z) = ay = 0, donc
a=0,puisby+cz+dt=0 = b=c=d=0.

La matrice associée a u dans cette base est :
0 0 O

0

1 0 0 0
M =
0 0 0 O
0 0 0 O
3. Dans le cas ot rg(u) = 2, on a Imu = Kerwu. Soit (e, e2) une base de Ker u.
Il existe es,eq tels que u(es) = er,u(es) = ea. La famille (e1,es,e3,€e4) est
une base de R* (démonstration identique & celle de la question précédente)
et la matrice associée a v dans cette base est :
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4. La réponse a cette question est positive. Par exemple I’endomorphisme v
dont la matrice associée dans la base précédente est
01 0O

0 0
0 0
0 0

OO =

0

1

0

vérifie v2 = u.

5.a) Si (v,w) € C(u) et A € R, alors :
(MW+w)ou=Avou)+ (wou)=Auov)+ (uow)=uo (Au+ w)

Puisque 0 € C(u), 'ensemble C(u) est non vide et est donc un sous-espace

vectoriel de L(R?).

Pour déterminer la dimension de C(u), on fait un calcul matriciel et on trouve
I’ensemble des matrices de la forme :

a b e f
c d g h
0 0 a b
0 0 ¢ d

avec (a,b,c,d,e, f,g,h) réels. Ainsi dimC(u) = 8.

b) Comme u? = 0, on voit immédiatement que P(u) = Vect(Id,u) qui est
de dimension 2. Donc P(u) est différent de C(u).

Exercice 2.10.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
1. Soit (A1,...,An) € C" tel que :

Viell,n], M+X+---+X =n
On se propose de déterminer les \. PT’Lour cela, on pose

S(X) = TT(X =)
k=1
et on note p le nombre de racines distinctes de S et {p1, ..., up} ensemble
des racines de S. Enfin, pour tout ¢ € [1,p], on note n; l'ordre de multiplicité
de la racine u; de S.
a) Montrer que la matrice M de M,(C) de terme général m; ; = ,u;-*l pour
(i,7) € [1,p]? est inversible.
P .
b) Pour j € [0,n], donner la valeur de Y n;ul.
i=1
ny(py — 1)
¢) On note X = : € Mp1(C). Calculer MX.

np(pp — 1)
d) Déduire de ce qui précede que pour tout ¢ € [1,n], \; = 1.
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2. Si A € M,(C), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des
coefficients diagonaux de A.

a) Montrer que V (4, B) € (M, (C))?,tr(AB) = tr(BA).
b) En déduire que V (4, P) € M, (C) x GL,(C),tr(P LAP) = tr(A).

3. Soit A € M,,(C) diagonalisable telle que pour tout j € [1,n],tr(47) = n.
Déterminer la matrice A.

Solution :

1. a) Montrons que les lignes L1, ..., L, de la matrice M sont linéairement
P

indépendantes. Soit (a1,...,ap) € CP tel que > a;L; = 0.
i=1

Posons R(t) = a1 + ast + -+ + aptP 1. On a alors

R(p) = R(p2) = --- = R(pp) = 0.
Le polynéme R de degré inférieur ou égal & (p — 1) admet p racines : c’est le
polynéme nul et a; = --- = a, =0, d’ot la conclusion.

(T — )"

(3

b) Ona: S(t) = kﬁl(t “ ) =

L=

p . n .
On a donc, pour tout j € [1,n] : Y niul = > A, =n.
i=1 k=1

p p
Enfin Y niud = Y n; = n = deg(S).
Z- ~

=1 I3

c) Par différence, on déduit que pour tout j € [1,p] :

(3

P .
S ngpd (s — 1) =n—n =0, donc MX = 0.
i=1

d) La matrice M étant inversible, cela entraine que X = 0, soit, pour tout
i €[L,p],ni=0o0upu; =1
Comme les n; sont dans N* et que les p; sont deux a deux distincts, ceci
impose p=1,u; = 1 et ny = n. Autrement dit, pour tout k € [1, k], A\, = 1.

2. a) Notons A = (ai7j)1<i7j<n et B = (bi,j)lgi,jgn- On a alors :
n n n n
tI‘(AB) = Z (E ai,kbkﬂ) = E (E bk,iai,k> = tI‘(BA)
i=1 \k=1 k=1 \k=1
b) Si P est inversible, on peut écrire, par la question précédente :
tr(P7LAP) = tr(APP~1) = tr(A)
3. Il existe une matrice D = diag(A1,...,A,) et P inversible telles que
P71AP = D. On a alors pour tout j € [1,n] :

SN, =tr DI =tr(PAIP ) =tr AY = n.
k=1
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Par la premiére question, pour tout k € [1,n],\r =1 et D =1; donc :
A=PIP ' =1

Exercice 2.11.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n # 0 sur R.

1. a) Montrer que pour tout endomorphisme f de E il existe un polyndéme
non nul P de R[X] tel que P(f) = 0. Ce polynéme est-il unique ?

b) Existe-t-il un polynéme non nul P de R[X] tel que pour tout f de L(E)
on ait P(f) =07

2. Soit (f,u) € L(E)? et a € R tels que f = a.u et f2 = a?.u.
a) Déterminer un polynéme annulateur simple de f.

b) Montrer que f est diagonalisable. (pour a # 0 on pourra pour un x

donné, écrire © = 1 + T2 avec T3 = —é[f(a:) —az] et x5 = éf(a:) et

s’intéresser ¢ f(x1) et (f — a.idg)(z2))

c) Dans le cas o a # 0, que peut-on dire de u ?

3. Soit (f,u,v) € L(E)3 et (o, B) € R tels que f = a.u+B.w, f? = a®.u+p20
et f2=acu+ B30

a) Calculer f3 — (a+ ) f?+aBf. Quen déduit-on pour les valeurs propres
de f7?

b) Montrer que si 'on est dans un des trois cas suivants : a« =0, 5 =0 ou
a = 3, alors f est diagonalisable.

c) Siaf # 0 et a # [ montrer que f est diagonalisable. On pourra procéder

comme suit :

i) exprimer u et v en fonction de f;

ii) montrer que w et v sont des projecteurs (par exemple en calculant
uo (u—idg)) tels que uov =vou=0;

iii) montrer que Ker f = KeruNKerv et Im f = Imu ® Imv;;

iv) montrer que E = Ker f ® Im f ;
et conclure.

Solution :

1. On sait que £(E) est de dimension n?. La famille (I, f, f2,..., f"") est

donc liée; il existe des scalaires (ag, a1, .. .,a,2) non tous nuls tels que
n2
> apff =0
k=0

et donc un polynéme P de degré inférieur ou égal & n? tel que P(f) = 0.
Ce polynome n’est pas unique puisque tout multiple de P est encore annula-
teur.
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b) Supposons qu’il existe un polyndéme P non nul tel que pour tout
f € L(E), P(f) =0. Ce polynéme est de degré p et admet au plus p racines
réelles ; soit a réel qui n’est pas racine de P ; alors f = af ne peut étre annulé
par P, puisque P(al) = P(a)l #0.

2. a) Il est évident que f? — af = 0. Donc P(X) = X? — aX est annulateur
de f. Les valeurs propres de f sont & prendre dans ’ensemble {0, a}.

b) Si a =0, alors f = 0 est diagonal.

Supposons a # 0. Ecrivons :

r =11 + T2, avec £ = —%(f(a:) —az), xy= éf(:r)

On a ainsi :

{f(an) ~L(rP@ -af@)=0
f@s) —azs = L(f2 = af)@) =0
Ainsi z; € Eo(f) = Ker f, et 3 € Eo(f) = Ker(f —al). Cela signifie que ces

deux sous-espaces (qui sont en somme directe, puisque Fy(f) N E,(f) = {0})
sont supplémentaires et que f est diagonalisable.

2

c) Si a # 0, alors u = éf vérifie u® = u, c’est-a—dire que u est un

projecteur.
3. a) Un calcul élémentaire montre que f3—(a+3)f?+aBf = 0. Le polynome

X(X? - (a+ B)X + af) est annulateur de f.
Les valeurs propres de f sont & choisir dans {0, «, 8}.

b) Sia =0,0u 8 =0 o0ua =/, on est ramené & la question précédente,
et f est diagonalisable.

c)SiafB #0et a##p,il vient :

Ny owoL2=B8F  ,_f=of
ala = B)’ B(6 - a)

ii) Ona:

2—u:; o(f — o(f%— —ala —
u g Lo =B =Bf —ala=p)I)
1 o (#3 _ 2_ (0 — 2 aBla —
= ! (> —28f2 — ( B+ B°)f +aB(a—B)I)
1 2_(a® -5 ap(a —

= Ga—py L ole=AF - @ = )f +apla—-p))
1 3 _ (o 24 —

= 2@ ' @+ A +abf) =0

L’endomorphisme u est donc un projecteur.
Une démonstration identique montre que v est également un projecteur.
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De plus :
1
uov=vou=———o=(fo(f—al)ofo(f—pBI
g o —ane e (f = D)
1
= ——<fo(f°—(a+pB)f*+abf)=0
e —pp? o Uk DI+ add)
iii) Comme f = au + v, on a Keru NKerv C Ker f. Réciproquement,
la question i) montre que Ker f C Keru et Ker f C Ker v. Finalement
KerunKerv = Ker f.
Soit « € Imu N Imw, alors puisque u et v sont des projecteurs, z = u(

z) =

v(z); donc f2(z) — af(z) = f2(z) — Bf(z) et comme a # B, f(z) = 0) et
u(z) =v(z) =z =0.
De plus, comme, pour tout x € E, f(z) = au(x) + Bv(z), on a Im f C
Imu @ Imw, et par la question i) Imwu C Im f et Imv C Im f. Finalement

Imu®Imv=1Imf

iv) Finalement si z € Ker f NIm f, il existe y € E tel que
z = f(y) = au(y) + Po(y).
Alors : 0 = f(x) = f*(y) = ®u(y) + B*v(y), donc avec la somme directe
obtenue en iii), u(y) = v(y) =0 et z = 0.
Par le théoreme du rang, il vient :
E=KerfeImf=KerfdImu®dImv

11 suffit maintenant de vérifier :
e si a est valeur propre de f, alors Imu = F,,
e si 3 est valeur propre de f, alors Imv = Eg,
e si 0 est valeur propre de f, alors Ker f = Ej.

Quitte & supprimer éventuellement les sous—espaces réduits & {0}, on conclut
que f est diagonalisable.

Exercice 2.12.

On considere le R-espace vectoriel E = R*. On rappelle que, si u est un
endomorphisme de E, un polynéme annulateur de u est un polynéme non
nul P € R[X] tel que P(u) =0z (g).

1. Que peut-on dire d’un endomorphisme de E ayant un polynéme annulateur
de degré 17

Est-il possible qu’un endomorphisme de E ait un polynome annulateur
constant, 7

2. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d’endomorphisme h de E
ayant X (X — 3) comme polynéme annulateur et n’ayant pas de polynome
annulateur de degré 1.
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Que peut-on dire de % h?

3. Construire a partir de ’endomorphisme h proposé précédemment un
endomorphisme ¢g de E ayant (X — 1)(X — 2) comme polynéme annulateur
et n’ayant pas de polyndéme annulateur de degré 1.

Préciser la matrice canonique de l’endomorphisme g. Que peut-on dire de
g — ’idE ?

4. On considere un endomorphisme f de E ayant X — 1 comme polyndme
annulateur et n’ayant pas de polynome annulateur de degré strictement
inférieur a 3.
Montrer que 1 est nécessairement valeur propre de f et montrer que

1 < dimKer(f —idg) < 2.
Montrer que X (X — 3) est un polyndome annulateur de ¢ = f2 + f + idg.
Montrer que ¢ ne possede pas de polynome annulateur de degré 1. Conclu-
sion ?
Montrer que Im ¢ = Ker(f — idg). En déduire que % ¢ projette sur Ker(f —
idg) parallelement a Im(f — idg).
Donner (par sa matrice canonique) ’exemple d’un tel endomorphisme f. On
cos(27/3) —sin(27r/3)> _

2 ; .
pourra calculer A®+ A+ I, A étant la matrice (sin(27r/3) cos(27/3)

5. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d’endomorphisme non nul
¢ de E ayant X2 4+ X + 1 comme polyndéme annulateur.
Pourquoi 9 ne peut-il pas avoir de polynome annulateur de degré 17

Solution :

1. Si aX + b est annulateur de f, on a af + bl = 0, et comme a # 0, f est
une homothétie. Réciproquement si f = AI, f admet le polynome AX comme
polynéme annulateur.

Si P = ¢, avec ¢ € R*, alors P(f) =cI #0.

2. On peut par exemple considérer I’endomorphisme h de E de matrice
associée dans la base canonique :

0 0 0O
0 0 0O
0 0 3 0
0 0 0 3

On vérifie aisément que X (X — 3) est annulateur de h, et que h n’étant pas
une homothétie, n’admet pas de polynéme annulateur de degré 1.

L’endomorphisme u = %h est annulé par X (X — 1). Donc u? = u et u est
un projecteur.
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1

3. Il suffit de considérer g = I + 3

h, de matrice associée
10 0 0
01 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2
De la méme facon, g — I est un projecteur de E.

4. On sait que 0 = f3—T = (f—I)o(f>+ f+1I). Si 1 n’est pas valeur propre
de f, Pendomorphisme f — I est inversible et f2 4+ f +1 = 0; ce résultat est
en contradiction avec le fait que f n’admet pas de polyndéme annulateur de
degré strictement inférieur a 3.

Comme 1 est valeur propre de f, on sait que dim Ker(f — I) > 1.
Si dim Ker(f — I) > 2, on peut avoir :

e dimKer(f — I) = 4. Dans ce cas, f = I et X — 1 est annulateur de f.

e dimKer(f — I) = 3. Dans ce cas, f — I est de rang 1.
Silm(f—1I)CKer(f—1I),ona (f—1I)>=0et (X —1)2est annulateur de f.
Donc, comme Im(f — I) est une droite, on a Im(f — I) N Ker(f — I) = {0},
et le théoréme du rang entraine que E = Ker(f — I) & Im(f — I).

Soit u une base de Im(f — I). Il existe alors A réel tel que (f —I)u = Au, i.e.
Fu) = (A + ).
Le polynome (X — 1)(X — A — 1) est alors annulateur de f. Contradiction !

Calculons :
¢o(p—30)=(f*+f+IDo(f*+f—2I)
=(fP+f+Do(f=Do(f+2I)
=(f*-Do(f+2I)=0
Donc, X (X —3) est un polynéme annulateur de ¢. Si ¢ admettait un polynéme

annulateur de degré 1, alors f possederait un polynéme annulateur de degré
2, ce qui est exclu.

On a ¢o¢ = 3¢, donc (% ¢)o (% ¢) = %qﬁ et %(f2+f+l) est un projecteur.

On sait que Im ¢ C Ker(f — I). Réciproquement, soit € Ker(f — I) (ainsi
f(z) = z). Alors f%(z) = x et ¢(x) = 3x. Donc z = %qﬁ(m) € Im ¢.
En conclusion Im ¢ = Ker(f — I).

On sait que Im(f — I) C Ker ¢. L’égalité précédente et le théoreme du rang
permettent de conclure que Im(f — I) = Ker ¢.

Ainsi % ¢ est le projecteur sur Ker(f — I) parallelement & Im(f — I).

Comme A% + A + I = 0, on peut prendre :
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cos(2w/3) —sin(2x/3) 0 0
sin(27/3) cos(2n/3) 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1
5. Au vu de la question précédente, on peut prendre :
cos(2r/3) —sin(27/3) 0 0
sin(27/3)  cos(27/3) 0 0
0 0 cos(2w/3) —sin(27/3)
0 0 sin(27/3)  cos(27/3)

L’endomorphisme v associé a cette matrice ne peut avoir un polynoéme
annulateur de degré 1, car 12 +1 + I = 0 entraine que les valeurs propres de
1 sont complexes et non réelles.

Exercice 2.13.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2.
On considere 'espace vectoriel E = R,,[X] des polynomes de degré inférieur
ou égal a n.

1. Montrer que pour tout 0 < 7 < n, il existe un unique polynéme L; € E
tel que

N |1 sii=j
LJ(Z)_{O sii#j,0<i<n
Montrer que l’on a :
n

(-1

Li(X) = Tci II x-k&
k=0,k#j
2. Montrer que B = (Ly,..., L,) est une base de E.

3. Calculer

a) L0+L1+"‘+Ln.

b) Ly + 2Ly + -+ - + nL,.
4. On définit, pour (P,Q) € E?, (P,Q) = Y. P(k)Q(k).

k=0

a) Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur E. On notera ||.||
la norme associée a ce produit scalaire.

b) Que peut-on dire de B pour ce produit scalaire ?
5. On pose H = R,_1[X]. Soit k un entier tel que 0 < k& < n. Déterminer un
réel \; tel que X" + \yLy € H.

6. Soit P € H. Montrer que les coordonnées de P sur la base B sont
n

(_l)n_k N )
ap = mgp(ﬁ] , kef0,n]
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7. Soit 7 la projection orthogonale sur H. On pose
d(X" H) = || X" —=(X")]|
a) Montrer que || X" — 7(X™)|| = n!x||Lo — 7(Lo)|]-

) n —1)n—t
b) Soit Q = Z ﬁ[ﬂ Montrer que Q € H*.
i=0

(Lo, @)
el

V&N

c) En déduire que d(X™, H) = n!

d) Montrer que d(X™, H) =

Solution :

1. Pour tout j € [0,n], posons :

n (_l)nij n n
LX) = Il =f = ,(J) 1 (X~ 5
SR

On montre immédiatement que ce polynéme vérifie :

pour tout £ € [0,n], L;(£) = d;.
Supposons qu’il existe un polynéme @; € E tel que pour tout ¢ € [0,n],
Lj(¢) = Q;(¢) = d;. Le polynéme L; — Q; € E admet (n + 1) racines (les
entiers de 0 & n, j compris) : c’est le polyndme nul et Q; = L;.

2. Le cardinal de la famille (Lo,...,Ly,) est égal & n +1 = dimR,[X].
n

Montrons qu’elle est libre; si > apLg = 0, alors, pour tout £ € [0, n]
k=0

0= Z akLk(é) = Qy
k=0

Ainsi, tout polynéme P de E s’écrit dans cette base sous la forme :

P(X) = 3> P(k)Li(X)

3. a) D’apres la remarque précédente, Yk € [0,n], P(k) = 1, entraine que
P=1.

b) De méme Vk € [0,n], P(k) = k entraine que P(X) = X.

4. a') On vérifie que Papplication ® : (P,Q) — Y P(k)Q(k) est une forme
k=0

bilinéaire, symétrique, définie positive. Seule la derniére propriété n’est pas
immédiate :

n
ona®P,P)= 3 P(k)?>0;

k=0
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et si (P, P) = 0, alors pour tout k € [0,n], P(k) =0, et P = 0.

b) La famille B = (Lo, ..., Ly) est une base orthonormée de (E, ( , )), car
pour tout ¢ € [0,n], L;(¢) = d;,, donc :

(Li, Lj) = 1;0 Li(k)L;(k) = 1;0 i k0, = 05 j.

5. Lj, est un polynome de degré n; ona X"+ AL € R,,_1 [X] si et seulement
si le coefficient de X™ de ce dernier polynome est nul ; donc si et seulement
si:

_l)n—k-',-ln!

NS
(%)

6. Si P € H+, alors pour tout k € [0,n],(P, X" + AtL;) =0, ou :
(P, X") = —A\e(P, L)
Or on sait que dans la base orthonormée (Lo,...,L,), P sécrit : P =

k=0
Donc :

0" () & o (o
(P,Li) = — = (P,X") = ——— kL 3~ p(j)jm = L > P()"
k n! j=0 kl(n —k)! j=
a) On sait que X" + (=1)""1Ly € H ; donc :
m(X" 4+ (=1)"Lo) = X" + (=1)"' Lo
et
m(X") — X" = (=1)"n!(n(Lo) — Lo)) donne d(X™, H) = nld(Lo, H)
b) Le polynéme @) est colinéaire au polynome P de la question 6. Donc
QeH.
¢) On a donc d(Lo, H) = |(Lo, Q)|, d’0i1 :

IIQII
B n 1 n 2 N 1 2n
d) Or (LO,Q>——'et QI = 120 (n!)2(i) B (n!)Z(”)'
Finalement : '
(X7 H) = n!

()

Exercice 2.14.

On considere R? muni de sa base canonique B et du produit scalaire canonique
noté (.,.). On note ||.|| la norme associée.
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a
Soit « un vecteur unitaire u = | b
c
On note D la droite vectorielle engendrée par w.
Soit @ un réel non nul et f, 'application définie sur R® par :

fo(z) = 2 + alz,u)u
1. Montrer que f, est un endomorphisme de R3.
2. a) Montrer qu’il existe une unique valeur ag de a telle que pour tout
reR:
[ fao (@)I] = [l]]
b) Calculer fo, o fa,-
Montrer que Ker(f,, + Id) ® Ker(f,, — Id) = R3.

3. On revient au cas général ou a est quelconque.

a) Montrer que f, est un endomorphisme symétrique de R?.

b) Déterminer les éléments propres de f,.
4. On suppose dans cette question que a # —1. On note M, la matrice
associée & f, dans la base B et on définit une fonction h, sur R® par :

X
ha(z,y,2) ="' XM, X, o0 X = | y
4

a) Montrer que h, posséde un unique point critique que ’on déterminera.

b) Déterminer les extremums de h,,.

Solution :
1. On vérifie de maniere immédiate la linéarité de f,, ainsi que le fait que
pour tout z € R3, f,(z) € R3.
2. a) Comme u est un vecteur unitaire :
[fa(@)I? = [l2|” + 2alz,u)* + a*(z,u)*.
Donc, pour tout € R?, on a :
fa(@)I* = [|z]]* <= (2a + a®){z,u)* =0
et ceci est vrai pour tout z si et seulement si a = —2.

b) On sait que comme ||u|| = 1, (z,u)u est la projection orthogonale p(zx)
de z sur la droite vectorielle de base u. Donc f, = I + ap.
Ici f_p = I — 2p est la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan u™.
Donc f2, = 1.

Tout vecteur z € R® s’écrit : z = %(x + fo2(2) + 5(z — f-2(2)).

D=
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Comme (f_o —I)o (f—o+I) =0, 0n a: x+ f_o(x) € Ker(f_a — I) et
x — f_a(z) € Ker(f_2 + I); enfin Ker(f_o — I) NKer(f_2 + I) = {0}, parce
que [f_2(z) =z et fo(z) = —2] = = =0.
3. a) p étant un projecteur orthogonal, sa matrice dans une base orthonormée
adéquate est diagonale, donc symétrique et f, = I4+ap est un endomorphisme
symétrique.

b) Il suffit d’écrire :

folz) =Xz <= ap(x) = (A — 1)z <= p(x) = A = 1

Les valeurs propres d’un projecteur étant 0 et 1, les valeurs propres de f, sont
a+1 (le sous—espace propre associé étant Im p = Vect(u)) et 1 (le sous—espace
propre associé étant Kerp = u').

T

4. 11 existe une matrice orthogonale P orthogonale, telle que M, = '*PD,P
avec D, = diag(a + 1,1, 1). Par suite

ho(z,y,2) = {(PX)D,PX

:L'l
En notant PX = X' = | ¢’ |, il vient : hy(z,y,2) = (a + )2 +y2 + 22,

ZI

e sia+1 > 0, ho(z,y,2) = 0 et hy(z,y,2) = 0 si et seulement si
' =y = 2 = 0 cest-a-dire si et seulement si x = y = z = 0, puisque
X = P71X'. Donc h, admet un minimum global en (0,0, 0). Il est clair que
h, n’est par contre pas majorée.

e sia+1 <0, h, n'est ni minorée (prendre z,, = n et y, = z/, = 0), ni

n
majorée (prendre ), = 0 et yI, = z], = n).

Exercice 2.15.

Soit (E,(.,.)) un espace euclidien, u un vecteur de E, a un réel et f défini
par :
(Vz € E) flx)=z+alz,u)u
On note ||.|| la norme euclidienne associée au produit scalaire (., .).
1. Justifier que f est un endomorphisme symétrique de (E, (., .)).
2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f et étudier sa
diagonalisabilité.
Retrouver ainsi le résultat de la question 1.

3. Déterminer (en fonction de a et u) dans quels cas f est une isométrie de
E, c’est-a-dire vérifie :

(Vee B)  [[f(@)]] = ||z
La reconnaitre.

4. a) Dans le cas général, exprimer f a l’aide d’un projecteur et en déduire
un polynéme annulateur P de f.
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b) Etudier Pinversibilité de f et, lorsqu’il existe, exprimer son inverse a
I’aide de f et de ’endomorphisme Id.

Solution :

On observe d’abord que si « = 0 ou u = 0, on a f = Id. Les réponses aux
questions posées sont alors banales et on exclut ces deux cas dans la suite.

1. L’application f est linéaire par linéarité a gauche du produit scalaire. Pour
tous z,y € E :

(f(x),y) = (z,y) + a(z,u) (y,u) = (z, f(y))
car ’expression est symétrique en z et y, donc f est un endomorphisme
symétrique de FE.

2.0na: f(z) =z = al{z,u)u=(A—-1)z.
D’ol deux cas :
e siz ¢ Vect(u), alors (z,u) =X —1=0,s0it \=1let z€ul;
e pour z = u, il vient f(u) = (1 + a|lul|?) u, donc u est vecteur propre
associé & A = 1+ a ||ul|?.
Finalement Spec(f) = {1,A =1+ «|[u|*}

avec Ker(f — Id) = ut et Ker(f — AId) = Vect(u).
L’endomorphisme f est diagonalisable comme endomorphisme symétrique
réel ; on le retrouve directement puisqu’on a E = Vect(u) © ut, donc E est
somme directe des sous-espaces propres de f.
La matrice de f dans une base orthonormée adaptée & la décomposition
E = Vect(u) ® ut est diagonale, soit diag(1,...,1,1 + a|[u|[?), donc
symétrique, ce qui prouve que f est un endomorphisme symétrique réel.
3.0na:||f(u)]] =]lul| = 1+ allul|> =£1

2 .
Jull”

Comme a # 0, il vient : a = —

On a alors f |vect(uy= —Id et f |,.= Id, donc f est la symétrie orthogonale
par rapport & I’hyperplan u™.
4. a) Notons p le projecteur orthogonal sur Vect(u) et ¢ = Id—p le projecteur
associé. On a :

f=0+alulP)p+g=A-1)p+Id
soit : p= ﬁ(f — Id) (le cas A = la été exclu au début). Alors :

1 1
= - +1)f+AId=0

= fP=2+alul]P)f+Q+alul*)Id=0
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d’ou :
P(X) =X = (2+a|ull’) X + (1+allull?)
est un polyndéme annulateur de f.
b) On a f inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(f) c’est-a-dire si et seulement
si 14 alul|* #0.
Dans ce cas, fo [f — (2+ a|[u|?) Id] = — (1 + a|u||*) Id donne :
fo[f=@+allu)1d f= (@+allul) Id
—(1+ o |lul]?) Ltalul® -

=Idet f7'=—

Exercice 2.16.
1. Déterminer les applications dérivables f : R — R telles que

(VzeR) (VweR) f(z+y)=f(z)+f(y)

Soit £ ’ensemble :

1 a b
E={ M(a,be)=|0 1 ¢ | ,(a,bc)ERS
0 0 1

2. a) Vérifier que & est stable par produit et passage a 'inverse, c’est-a-dire :
e pour toutes matrices M et M' de &, MM' € £;
e toute matrice M de & est inversible et son inverse appartient a .

b) Deux matrices quelconques de £ commutent-elles ?
On dira que la matrice M (a(t),b(t),c(t)) est dérivable en to si les trois
fonctions a, b, ¢ sont dérivables en .
3. a) Déterminer les applications ¢ définies sur R & valeurs dans £ par

@t Mla(t),b(t), c(t)]
dérivables sur R et telles que
(Vt € R) (Vt' € R) et +t) = (t) x p(t")
b) Montrer que Im ¢ est stable par produit et passage a I'inverse.

¢) Deux matrices quelconques de Im ¢ commutent-elles ?

Solution :

1. En prenant y = 0, on remarque que f(0) = 0. Puis, pour tout y € R
fixé, en dérivant par rapport a z on a f'(x +y) = f'(z) ; d’ou, pour x = 0,
f'(y) = f'(0) et f" est constante, donc f est linéaire, c’est—a—dire de la forme
z — ax. La réciproque est immédiate.

2. a) On vérifie que
M(a,b,c) x M(a', 0,y =M(a+a',b+b +ac,c+) €&
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De plus, toute matrice de £ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale, donc est inversible et I = M (0,0,0) € £.
La formule ci-dessus du produit donne, en résolvant le systeme

a+a =0
b+b +ac =0
c+cd =0
[M(a, b,c)]_1 = M(—a,ac—b,—c) € £
b) La formule du produit montre encore que :
MM =M'M <= ac’ = cd
donc (€, x) est non commutatif.

3. a) D’apres la premiere question, il vient :

a(t +1') = a(t) + a(t')
p(t+1') = @(t) x p(t') <= { bt +1') = b(t) +b(t') + a(t) c(t')
c(t+t) = (t)+ (t)
(3a) (Vt) a(t) =
= { (@) (V1) c(t) t

bt +t') =b(t) +b(t') + ayit
Pour ¢t = ¢’ = 0, on a nécessairement b(0) = 0;
en dérivant par rapport a t, il vient b'(t +t') = b'(t) + ayt’, puis ¢ = 0 donne
b'(t") = b'(0) + ay t’ soit, en notant 8 = b'(0), b(t) = a'y% + 4t.
On montre enfin que cette condition est suffisante en vérifiant dans ’équation
b(t +1t') = b(t) + b(t') + aytt'.
Conclusion :
(I, B,7) ER3)(VEER) alt)=at; b(t) = %tQ + 8t c(t) =9t
b) Alors
Im(p) = {M (at, %tz +ﬂt,7t) , t € ]R}
L’ensemble Im ¢ est stable par produit par construction et, pour tout ¢t € R :
(=) X o(t) = p(0) = M(0,0,0) = I, = [p(1)] " =p(-) €&
En conclusion Im ¢ stable par produit et passage a 'inverse.
¢) On a immédiatement
P(t)xp(t') = @t +t') = o(t' +1) = p(t')xp(t)
donc (Im ¢, x) est commutatif.

Exercice 2.17.

On considere I’espace vectoriel R” muni de son produit scalaire usuel (.,.) et
¢ un endomorphisme symétrique de R™, dont les valeurs propres réelles sont
toutes strictement positives.
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On note A = (a;5) € My (R) la matrice de ¢ dans la base canonique de R™.

1. Montrer que, pour tout vecteur non nul h € R”, on a

(p(h),h) >0
2. Soit uw = (u1,-..,uy) un vecteur fixé de R® et f : R* — R définie par
1
f(2) = 5lp(2),2) = (u, 2)

a) Justifier que f admet des dérivées partielles du premier et du second
ordre en tout point de R™ et les expliciter.

b) Montrer que f admet un unique point critique z (c’est-a-dire un point
ol toutes les dérivées partielles premieres sont nulles), que ’on précisera.

¢) Etudier les extremums de f.

d) Retrouver le résultat précédent en examinant f(z + h) — f(2).

Solution :

1. I’endomorphisme symétrique réel o est diagonalisable en base orthonormée ;
dans une telle base de vecteurs propres (ey,...,e,) associés respectivement

aux valeurs propres Ai,..., A, > 0,o0n a:
n n n

h= 3 ke (£0) = (p(h).h) = £ 3 Kk (olen).e)

1 1

<.

NN

i=1

e

Il
-

J

Il
-

(3

soit, pour tout h # 0 (p(h),h) > 0.

2. a) Puisque ¢ a pour matrice A = (a;;) dans la base canonique, f(z)
s’écrit :
f@)=flo1,. . an) = 3HAX)X —1UX =

n n n
Do 2L Qi Tl — Zl ;T
]:

j=li=1

D=

expression polynomiale en les z;, donc f est de classe C? sur R™.

Les dérivées partielles premieres sont alors :

O =l S ot LS e =S 4 m— s
Oz (z) = 5 > QigjTj + 5 > QiigTi — Wig = ) Qig jTj — Uiy
20 j=1 =1 j=1
car A est symétrique en tant que matrice d’'un endomorphisme symétrique
dans une base orthonormée. Donc :

of

n
o (z) = 21 @i jTj — Ui
]:

En dérivant l’expression ci-dessus, il vient (d’apres le théoreme de Schwarz),

0% f

amiamj (CU) = i
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b) Le point z € R"™ est critique si et seulement si toutes les dérivées
partielles au point z sont nulles, ce qui équivaut a :

(Vie[l,n]) > aijzj—u;=0,ie AZ=U
j=1

Comme 0 n’est pas valeur propre de A par hypothese, A (donc ¢) est
inversible et f admet un unique point critique z = ¢~ (u).

¢) La fonction f étant de classe C' sur 'ouvert R, un extremum ne peut
étre réalisé qu’en un point critique, donc en z = ¢~!(u). La matrice des

dérivées partielles secondes en z est A, donc :
n n

> 2 aijhihy ="(AH)H = (p(h),h) >0 si h#0
1

i=14=
ce qui montre que f présente un minimum global en z = ¢~!(u) égal &
~1u,2).

d) Sachant que z = ¢ *(u) est le seul extremum possible, on calcule (par

bilinéarité) :

fz+h) = f(2) !

(p(z+h),z+ h) — (u,z+ h) — 3 (p(2),2) + (u, 2)

(p(h), ) + % (h,0(2)) + (p(h), h) — (u, h)

= (p(2),h) = (u, h) + (@(h), h) = (@(h), h)
car ¢ est symétrique et p(z) = u, donc f présente un minimum global en z
d’apres la premiere question.

N~ DN~

Exercice 2.18.

Soit £ = R™ ou n > 2, muni du produit scalaire canonique que ’on notera
(z,y) = (z,y)-

Dans tout 'exercice f est une application de E dans E antisymétrique

(on dit que f est antisymétrique si et seulement si V(z,y) € E?, (z, f(y)) =

—(f(2),9).)

1. Montrer que f € L(E). Que peut-on dire de la matrice de f dans la base
canonique de E'?

2. Soit A = {g € L(E)/g est antisymétrique }. Montrer que A est un sous-
espace vectoriel de £(E) et donner sa dimension.
3. a) Montrer que f? est un endomorphisme symétrique.
b) Montrer que si A est une valeur propre réelle de f, alors A = 0.
4. On suppose que ’endomorphisme f est inversible. Soit e un vecteur propre

de f2. Montrer que F' = Vect (e, f(e)) (sous-espace vectoriel engendré par e
et f(e)) est de dimension 2 et qu’il est stable par f.
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En déduire que F-, Porthogonal de F, est stable par f, et que la dimension
de E est paire.

5. Dans le cas général, montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires
orthogonaux et que le rang de f est pair.

Solution :

1. 1l faut démontrer que f est une application linéaire. Soit (z,y,2) € E? et
AelR

(flz+Xy),2) = —(z+ Ay, f(2)) = —(z, f(2)) = My, f(2))

= (f(x),2) + M[f(y), 2)
Donc, pour tout z € F :
(fl+Xy) = f(@) = Af(y),2) =0
et, seul le vecteur nul étant orthogonal a E :
Ve,ye ENNAER, f(x + Ay) = f(z) + Af(y)

La matrice A = (a; ;) associée a f dans la base canonique orthonormée de
E est antisymétrique, puisque pour tout (,7) € [1,n]? ai; = (e;, f(e;)) =
—(ej, f(e;)) entraine que a;; = 0 et que a;; = —a;;, pour i # j.
Réciproquement, toute matrice antisymétrique ( A = —A) détermine un
endomorphisme antisymétrique de E.

2. Il est évident que A est un sous—espace vectoriel de L(E). Par la question
précédente, sa dimension est égale & la dimension de l’espace des matrices
antisymétriques de M, (R). Ce sous-espace est engendré par les w
matrices E; j — Ej;, pour 1 <i < j < n.

[E; ; est la matrice dont tous les termes sont nuls, & I’exception de celui situé

a l'intersection de la i*™ ligne et la j*™ colonne qui vaut 1]

3. a) Soit (z,y) € E*. On a:
(F2(@),y) = =(f(@), f®)) = (=, F*(v))
Ce qui montre que f2 est un endomorphisme symétrique.
b) Soit A une valeur propre réelle de f. Il existe z # 0 tel que f(z) = Az.
On a alors :
0= {(f(z),z) = XMaz,z), dou A =0
La seule valeur propre réelle de f possible est donc 0.

4. Remarquons déjd que puisque f2 est symétrique, on peut bien trouver un
vecteur e propre pour f2.

* Supposons (e, f(e)) lié. Comme e # 0, il existe donc A € R tel que
f(e) = Xe. Or, la seule valeur propre réelle possible de f est 0 ; donc f(e) =0,
ce qui est une contradiction & 'inversibilité de f.
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* Le sous-espace F' = Vect (e, f(e)) est stable par f, puisque par choix de e
ona f(e) € Fet f(f(e)) € F.

* Soit z € Vect (e,f(e))L. On a (z,e) = (z, f(e)) = 0. Donc
(f(2),€) = (2, f(e)) = 0 et (f(2), f(e)) = —(z, f*(e)) = 0

ce qui montre que F* est stable par f.
On sait que E = F @ F+, avec dim F = 2. L’application f restreinte & Fi‘
est un endomorphisme de F+ qui est toujours antisymétrique. On la note f.
On peut recommencer le méme raisonnement : on choisit un vecteur
propre e; de f2; le sous-espace Vect (es, f(e2)) est de dimension 2 et
Vect (e, f(e), e2, fe2)) est de dimension 4. Son orthogonal est stable par f.
Si dim E = 2n + 1, on peut ainsi écrire :

E = Vect (e,eg,...,en,f(e),f(eg),...,f(en)) @&t H, dimH=1
ce qui est impossible car fy est un endomorphisme antisymétrique, bijectif
qui admet une valeur propre réelle (car dim H = 1).

5. Montrons que Ker f C (Im f)*. En effet, si z € Ker f et f(z) € Im f, alors
(z,f(2)) = =(f(2),2) =(0,2) =0

Le théoreme du rang et le fait que pour tout sous—espace vectoriel H de F, on

a dim H + dim H+ = dim E, impliquent que Ker f = (Im f)*. Cela montre

que Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux.

Posons g = fiimy. Alors g est un endomorphisme bijectif de Im f qui est
antisymétrique. Donc dim Im f est paire, par la question précédente.

Exercice 2.19.

0o 0 1/2 0
On note A la matrice 8 }?i }721 1(/)4 et B la «sous-matrice »
0 0 1/4 3/4
1/2 174 0
1/4 1/2 1/4 ] de A.
0 1/4 3/4

1. Montrer que la matrice B est diagonalisable dans M3(R) et qu’elle est de
rang 3.

x

2. Soit, A une valeur propre de B et soit V = | y | une colonne propre réelle
z

de B associée a A.
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Y
2\
x

a) Montrer que A # 0 et que la colonne U = est colonne propre de

SIS

A associée & .

b) On pose m = max (|zl, |y, |z|). Pour quelle raison peut-on affirmer que
m>07
Montrer que |A| < 1. On montrera que |Az| < m, |Ay| <m et [Az| <m
Montrer que |A| < 1. On montrera que, si |\| =1, alors |z| <m, |y| < m et
|z] < m.

3. Montrer que 0 est valeur propre de A et que A est diagonalisable dans

M (R).

4. Déduire des résultats précédents que la matrice I, — A est inversible.

Solution :

1. La matrice B est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée.

Par la méthode du pivot de Gauss, on obtient que 4B est équivalente a la
matrice

1 20
01 3

0 0 1

La matrice B est donc de rang 3 et inversible.

a) La matrice B étant inversible, si A est une valeur propre de B, alors
A#£0.
Un calcul matriciel élémentaire montre que si BV = AV, alors AU = A\U. 1l

reste a observer que puisque V # 0, on a U # 0. Donc X est valeur propre de
A et U est un vecteur propre associé.

b) Le vecteur V n’étant pas le vecteur nul, on a m > 0.

Comme Az = 2 + ¥ il vient |Az| < |w| M < 3_m, donc |\z| < m,

— 2 Y2l £} | Ui Ed|
Comme Ay = 7 + + 2 7> il vient [Ay| < T 5+ donc Ayl <m
Comme Az = Z + 342, il vient |Az| < % + %, donc |Az| < m
De ces trois relations découle |A|m < m, d’ou |A| < 1, puisque m # 0.
<3

5m,

Supposons |A| = 1. On a alors |z| = |Az]
U LA lom
T 9 4 ; il vient |y| < 6 .

Reportons cette inégalité dans |y| <
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Reportons cette inégalité dans |z| < |%| + %, il vient |z| < %

3m 15m 63m) _ 63m

Ainsi m < max ( , ce qui est une absurdité.

4 16 ’ 64 64
Donc |A| < 1.
3. La premiere colonne de A étant nulle, 0 est valeur propre de A associée au
1
0
vecteur propre U; = 0
0

Notons (Va, V3, Vy) une base de M3 1(R) constituée de vecteurs propres de
B, et pour k € {2,3,4}, notons Uy la colonne propre de A déduite de Vj
comme dans la question 2.

Comme 0 n’est pas valeur propre de B, la famille (Uy,Us,Us,U,) est une
base de My 1(R) formée de vecteurs propres de A. La matrice A est donc
diagonalisable.

4. Comme 1 n’est pas valeur propre de A, la matrice I — A est inversible.

Exercice 2.20.

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n > 1.

Un endomorphisme f € L(E) est cyclique s’il existe p € N* et a € FE
avec a # 0 tel que A(p,a) = {a, f(a), f?(a),..., fP"*(a)} soit une partie
génératrice de E de cardinal p stable par f.

(Notons que I'on a alors, en particulier, f(A(p,a)) C A(p,a) et les f¥(a) sont
deux & deux distincts pour k € [0,p — 1]).

A(p,a) s’appelle un cycle de f.

1. Soit f € L(E) un endomorphisme cyclique et A(p,a) un cycle de f. Montrer
que p > n.

2. Soit f € L(FE) un endomorphisme cyclique bijectif et A(p,a) un cycle de
I

a) Montrer que le plus grand entier m tel que {a, f(a), f*(a),..., f™ 1(a)}
soit libre est n.
En déduire que B = (a, f(a), f*(a),..., f"1(a)) est une base de E.

b) Montrer que fP = Idg. En déduire que les valeurs propres sont des
racines p*™® de 'unité dans C.

0 ... 00 -1
1 R

3.%itB=[09 . 0 0 —1]€ Mxu(C.
: 1 0 -1

0O ... 01 -1
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Montrer que ’endomorphisme f € L£(C") de matrice B dans la base
canonique est cyclique. Donner un cycle associé.

Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f pour n = 4.

Solution :
1. La famille A(p,a) est génératrice et de cardinal p. Donc p > n.

2. a) On sait que f™(a) est combinaison linéaire de (a, f(a),..., f™"'(a)).
Soit k > m, supposons que f*(a) € Vect (a, f(a),..., f™" (a)).

Alors f*1(a) € Vect (f(a), f*(a),...,f™ *(a), f™(a)). 1 suffit d’écrire
f™(a) en fonction de a, f(a),..., f™ (a), pour obtenir que

(a, f(a),..., f™*(a)) engendre A(p, a) qui lui-méme engendre E. C’est donc
une famille libre et génératrice de E. Ainsi m = n.

b) Comme fP(a) € A(p,a), il existe ¢ vérifiant 0 < ¢ < p tel que
fP(a) = f%a). Comme f est bijective fP~%(a) = a. La seule possibilité
pour que les éléments de A(p,a) soient distincts est ¢ = 0 et donc fP(a) = a.
Donc, pour tout k > 1, fP(f*(a)) = f*(a). Ce résultat appliqué & la base B
montre que fP = Id.

Le polynéme X? — 1 est annulateur de f ; les valeurs propres de f sont donc
parmi les racines p”® de 'unité.

3. Soit B = (ey,...,en) la base canonique de R™.
Si I'on prend a = ey, il vient pour tout k¥ € [I,n — 1], f¥(a) = eri1,
n

fa) =3 exet frH(a) = er.

k=1
On a donc un cycle et p=n + 1.
On sait que dans le cas ou n = 4, les valeurs propres sont parmi les racines
cinquiemes de 'unité. Si A est une valeur propre, le vecteur propre associé
est

1
14+

1 +>\2+ 22

A
L+ A+ 22+ A2
A3
A
On vérifie enfin que A = 1 n’est pas valeur propre.



3
PROBABILITES

Exercice 3.1.
n
1. Soit n € N* et 2 un réel. Calculer > kCE2* en fonction de n et z.
k=0

2. Un boulanger possede un ensemble de pochettes surprise. Lorsqu’on en
achete une on peut :

e soit gagner une montre avec une probabilité de m,

e soit gagner un euro avec une probabilité de e,

e s0it ne rien gagner.

Un client achete n pochettes. On désigne par M la variable aléatoire égale
au nombre de montres gagnées et E la variable aléatoire égale au nombre
d’euros gagnés.

a) Déterminer la loi de M.

b) Déterminer la loi conjointe du couple (M, E).

3. On suppose que k pochettes ont rapporté quelque chose.

Soit Ty, la variable aléatoire égale & la proportion de pochettes ayant rapporté
une montre par rapport au nombre de pochettes ayant rapporté quelque
chose.

Déterminer la loi de T},.

Calculer I’espérance E(T}) en fonction de m et e.

Solution :
1. kégk(g)xk = kélk(Z)xk = nkél (Z _ i)xk =nz i (Z B })xk_l,
soit :
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Ek( )a: —mvE (n—l) h=ng(l+z)" !

a) Clairement M — B(n,m) [et E — B(n,e)].
b) Soit (i, ) € N2.
* Sii+j > n,il est clair que P[(M =i)N (E =j)]) =0.

* Sii+j < n, réaliser (M =i)N(E = j) c’est choisir les i rangs permettant
de gagner une montre, parmi les n pochettes achetées, puis les j rangs parmi
les n—1 restants permettant de gagner un euro, les tirages restants (au nombre
de n — i — j) ne rapportant rien.

y =) = (MY (" T ) edx(1 = m — e)r—ici
Ainsi : P[(M =i)N (E =j)]) (l)m ><( j )e x(1—m —e) ,
et en remplacant les coefficients binomiaux par des factorielles :

P[(M =i)n(E =j))) = n—' mied (1 —m — e)n=i=i
iljl(n —i—j)!
3. T}, prend ses valeurs dans {k k""’%} et pour i € [0,k] :
P(M=i)n(M+E=k)] P[(M=i)n(E=k—1)]
P(M+E=k) B P(M + E =k)

Or M + E < B(n,m +e) (on effectue n essais indépendants et la probabilité
de gagner quelque chose a chaque essai vaut m + e), d’ou :

P(Ty=4) =

i n! ;i ek El(n —k)!
P(Ty=+)= - miek =i (1—-m—e)"* k( ) —
k il(k —i)!(n — k)! nl(m+e)*(1 —m —e)
Soit
k i k—i
P(T,=1%)= €
( b k) (Z) (m +e)
On a donc :
E . k ,
1 i (kY i ki ek (kY myi
E T~ = 0 - . = . AL .
1) = Grygr k() me = e 2 i6) ()
En utilisant le résultat de la question 1., il vient donc :
__m
E(Ty) = m+e’

Exercice 3.2.

Soit 6 un réel strictement positif. On note Uy la distribution uniforme sur
lintervalle [0,6]. Pour un entier n > 2, on considére n variables aléatoires
indépendantes X;, Xs, ..., X, distribuées uniformément sur [0,6]. 8 est in-
connu et on veut ’estimer.
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1. On pose M, = max X;. Calculer respectivement la fonction de répartition
\l\n

F,, et une densité f,, de M,,. On pose :
n+1

n
Calculer E(M,,), E(M?2), E(M)) et E((M},)?).
Montrer que pour tout £ > 0

lim P(M,~6|>¢)=0, lim P(M,~6]>c)=0

n—+oo

M) =

n

My,

2. Soit 7 € R*, fixé. On considere la suite (ay,)nen définie par

anze(l_%).n+l

n
Montrer que :
: I < —a T
nErJrrlooP(Mn <a,)=e

M,
En déduire que la variable Z,, = n |1 — 7”) tend en loi vers une variable

exponentielle de parametre 1.
3. On pose
2 n
Y, = — X
n n I; k
Déterminer ’espérance et la variance de Y,, et montrer que pour tout € > 0
lim P(|Y,—6|>¢)=0

n—+oo

4. Entre M), et Y, quel estimateur de 6 choisissez—vous ?

Solution :

1. M,, prend ses valeurs entre 0 et 6, et pour 0 <z < f,on a:
n n—1
Fa@) = (§)" et fula) = 22—
0 0 9
E(M,) = /0 zfn(z)de = nrfl s B(M2) = /0 22 fo(z) dx = nn——?—2
On en déduit :

B(M;) =0; B(M})?) = 62 (1+ rtgs)

P(|M, —0] >e)=P(M, <f—¢)=(1-
P(IM), — 0] > ¢) = P(M, — 20| > _ne_)

n+1 n+1
_ n(f —¢) n(f +¢)
= P(Mn < = 77) + P(Mn > S0
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: 1 \» €
Le premier terme vaut (1 — n——l-l) (1 — 9) et tend vers 0 quand n tend

vers l'infini ;

n
le second est nul pour n assez grand, car %67_:_18) est alors plus grand que 6.

R _ _n# ne \ _
AIHSIrzlgI;oP(|Mn n+1|>n+1)_0'
T

' _ _ _ _T\" -7
2. P(M}, < ay,) = P(M,, < 6(1 n)) =(1 n) e
Donc, pour tout 7 > 0, lim P(Z, < 7)=1—¢e"7, et (Z,) converge en loi
n—oo
vers une variable suivant la loi exponentielle de parametre 1.
3. On a E(Y,) = 6 et par indépendance :

4 ¢ 4 6>

La limite demandée résulte de l'inégalité de Bienaymé-Tchébichev.

4. M] et Y, sont deux estimateurs sans biais et convergents de #, mais on a :

V(M) = ﬁ <V(Y).

M), est donc un meilleur estimateur que Y.

Exercice 3.3.

Une rue de Paris offre un c6té de la chaussée disponible au stationnement.
On identifie le c¢6té & un segment S de longueur > 0, et on suppose pour
simplifier,que tous les véhicules qui se garent sont de longueur 1. On étudie
deux scénarios de stationnement :

Premier scénario : Le premier véhicule qui arrive stationne exactement au
milieu du segment S et divise la place restante en deux segments de longueur
égale. Les véhicules arrivent les uns apres les autres et se garent au milieu
d’un des segments disponibles, pris au hasard parmi ceux constitués lors des
manceuvres de stationnement précédentes. On suppose que la demande est
telle que toutes les places pouvant étre occupées le seront.

On désigne par f(z) le nombre de véhicules garés.

-1
1.Pour:rE]Retk:EN*,onposecp(a:):x et pF =po---00.

Calculer ¢*(z) par récurrence sur k.

2. Que vaut f sur Pintervalle [0,1[? Sur Pintervalle [1,2[?

3. Etablir une relation entre f et p et en déduire que pour tout = > 0,
f(z) = 2losa(a+1)] _ 1

ou log, est le logarithme en base deux et ou |.| désigne la partie entiere.

On rappelle que la partie entiére de z € R est 'unique nombre k € Z vérifiant
Ek<z<k+1.
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z—1
2

4. Montrer que pour tout > 0, | 1 < f(z) < |=].

Deuxiéme scénario : On suppose dans cette partie : ¢ > 1, et on pose
y = = — 1. Le premier véhicule stationne cette fois-ci au hasard le long du
segment S, laissant deux segments disponibles de longueur aléatoire. Les
véhicules qui arrivent en suivant observent les regles de stationnement du
premier scénario et occupent toutes les places disponibles jusqu’a ce qu’il
n’y ait plus de place de longueur suffisante. On note IV, la variable aléatoire
donnant le nombre de véhicules stationnés et X (prenant ses valeurs dans
[0,y]) l’abscisse d’une des extrémités de la premiére voiture qui se gare.

5. Quelle est la loi suivie par X 7

6. Donner une relation entre N, X, f et y.

gko+1 _ 1 9ko
7. On admet que que E(f(X)) = —3 v,

1
avec ko = Llogz(%)y En déduire une expression de E(N,).

(y — 2" 4+ 1)

Solution :

z—1 1

Une récurrence simple montre alors que 1’on a :

k> 1pk@) = &~ (1- o).

2. 8i 0 <z < 1, aucune voiture ne peut se garer et f(x) = 0.

Si 1 <z < 2, une voiture peut se garer et elle ne laisse de place pour
personne d’autre : f(z) = 1.

3. Le premier véhicule garé occupe une place de longueur 1 et laisse deux

emplacements de longueur égale valant £ 5 1_ o(z), donc :

flx) =1+2f(o(x))
De méme, tant que ©*(z) >0 :
fle(@)) =1+ 2f(p*(2))
f(*(2)) =1+ 2f(¢*(z))

Fle" ) = 1+ 2f(¢"(2))
Le procesus s’arréte lorsque p*(z) € [0,1] (plus aucun véhicule ne peut se
garer).

Or: ok (z) € [0,1[ <=

g%—(l—%)<1<:>2’“<x+1<2’““
<

0
= k<<logy(z+1) <k+1<=k=|logy(z+1)]
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1l vient alors :
f@)=14+2(p(x)) =1+2+4f(*(x)) =1+2+4+8f(p(2)) =
Sachant que 1 +2+ -+ + 2k=1 = 2k _ 1 et que pour la valeur de k trouvée
précédemment, f((pk (:r)) =0, il vient bien :

f(x) = 2[10g2($+1)J -1

4. x Les intervalles occupés sont de longueur 1, on ne peut donc pas garer
plus de |z] voitures : f(z) < |z].

* L’intervalle perdu derriere la derniere voiture est inférieur ou égal & 1, et
la somme de I’espace occupé par une voiture et de I’espace perdu devant elle

est inférieure ou égale & 2; on peut donc placer au moins £ 5 1 voitures,

c’est-a-dire au moins | £ 5 lj voitures.

5. X suit la loi uniforme sur [0, y].

6. Ona N, =1+ f(X)+ f(y — X) (la premiere voiture se gare et laisse un
espace X devant elle et un espace y — X derriere elle). Notons que la loi de
X est la méme que la loi de y — X, donc la loi de f(X) est la méme que la
loi de f(y — X).

7. La relation précédente donne, compte tenu de la remarque faite :

E(N;) =1+2E(f(X)), soit :
ko+1 k
E(N,) =1+ 2(%{1 + 270(11 — 2kot1 4 1))

Exercice 3.4.
Soit X une variable aléatoire & densité et f une densité de X, supposée

continue sur R. On admet que Y = < est une variable aléatoire.

1. Justifier que Y est une variable a densité et en déterminer une densité ¢.
2. On s’intéresse aux variables aléatoires X telles que X et ¥ = 1/X ont
méme densité f.

a) Montrer que cette condition équivaut a :
1 /1
(Vy eR")  yfly) = —f(—)
Yy Ny

b) En déduire alors I'existence d’une fonction hy (resp. hs) définie sur R
et paire, telle que, pour tout y > 0 (resp. y < 0), on ait

_ ha(Iny]) _ ha(Inly|)
fly) = T (TQSP- fly) = T)

c¢) Réciproquement, quelles conditions doivent vérifier hy et ho pour que f
définie par la formule ci-dessus soit bien une densité de probabilité de X et
1/X7?
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d) Quelle(s) condition(s) supplémentaire(s) doivent vérifier hy et he pour
que X admette une espérance? Comment s’exprime alors E(X) ?

3. Exemple :

Les fonctions hy (t) = ha(t) = h(t) = vérifient-elles les conditions

1
7(e! +e7f)
ci-dessus 7 Dans laffirmative, déterminer une densité f commune & X et 1/X
et, le cas échéant, 'espérance de X.

(On pourra étre amené a calculer / 2d_7_ T a l'aide du changement de
u

variable u = tant.)

Solution :

1. Déterminons d’abord la fonction de répartition de Y :
Siy <0, P(Y <y)=P(x <y) = P(; <X <0) = Fx(0) - Fx(
<y) =P(X<0)+P(X 31

)

)

Q[

siy >0, P(YSy)ZP(%

=Fx(0)+1- Fx(
enfin P(Y <0) = P(X <0) = Fx(0).
Par dérivation légitime sur R*, on obtient pour densité ¢ de Y :

Yy #0,6) = 5Fe(p) = 1)

et on peut donner une valeur arbitraire & ¢(0).

1
y

< =

2. Dire que X et Y ont méme densité se traduit sur les intervalles de continuité
R* et By par: yf(y) = LI(]).

b) x Pour y > 0, posons y = e, il vient e! f(ef) = et f(e?), ce qui signifie
que la fonction hy : t — el f(e?) est paire.

On a alors yf(y) = hi(Int), ie. f(y) = w

* On procede de méme pour y < 0 et pour homogénéiser les notations, on
peut regrouper les deux cas en écrivant |y|.

c) Pour que f, définie a partir de hy et ho, soit une densité, il faut et il
suffit que f soit positive ou nulle, continue et d’intégrale sur R valant 1.
Cela se traduit pour hy et ho par :

* hy et hy sont continues sur R, paires.

* L’intégration se faisant «& vue» (une primitive de la fonction y +»

w est y — Hi(lny)), ou H; est une primitive de h;, la condition

0 +oo +00 400
/ f+/ f:ls’écrit:/ h1+/ hy = 1.
— 0 0 —00 o}
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0

+o00
yf(y)dy et/o yf(y)dy

sont convergentes, ce qui équivaut ici a la convergence des intégrales

0 +o0
[ —telwlshdy e [ mGuy)dy.
0

d) X admet une espérance si les deux intégrales /

—0
Aprés le changement de variable y = —e! ou y = e, il vient :
—+o00 —+o0
E(X) existe <= / ha(t)e' dt et / hi(t)et dt convergent, et alors :
—00 —00

B(X) = / Tl (1) — Bt dt

—0o0
3. Lafonction h est définie sur R, continue et paire, de plus h(t) est négligeable
+o0
devant t% au voisinage de +o0, donc / h(t) dt converge. On conclut de
0

meéme sur R~ par parité.
De plus, a I’aide des changements de variables u = e! puis £ = tanu :

[Tt L[ :1/”/2du:1
o me'+e ™) ) w4l T/, 4

+o0 +o00 4
d’ou : / h1 +/ hs = 1 =1 et h convient.

— 00 —00

On a alors, pour y # 0 : f(y) = h(l|r31/||y|) = 7T(y21+ 0 et on vérifie que I'on
a bien 5 f(1) = f(y).
y Y

Enfin lim efh(t) = Lot t s e'h(t) n’a pas une intégrale convergente en
t—+oo m

+00. On en déduit que X n’a pas d’espérance, ce que ’on peut voir aussi
directement sur la densité f.

Exercice 3.5.

On dispose de n dés cubiques, avec n > 4, non équilibrés. Pour chacun,
lorsqu’on le lance, la probabilité d’amener le 1 (I’as) est p, 0 < p < 1, nombre
inconnu a priori.

On réalise une suite de manches de la facon suivante :

e A la premiere manche, on lance les n dés. Ceux qui amenent ’as sont
écartés et ne seront plus lancés;

e 2 la seconde manche, on lance les dés restants. Ceux qui ameénent 1’as sont
écartés,

e ainsi de suite jusqu’a ce que tous les dés aient amené |’as.

1. On note X la variable aléatoire représentant le nombre de dés écartés a
Iissue de la premiere manche.
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a) Déterminer la loi de X. Préciser son espérance E(X) et sa variance
V(X).

b) En déduire un estimateur sans biais Y de p en fonction de X. Cet
estimateur est—il convergent ?

2. On suppose les dés numérotés de 1 & n.
Pour tout 1 < ¢ < n, au dé numéro i, on associe la variable aléatoire D; qui
représente le numéro de la manche & I’issue de laquelle ce dé a été écarté.

a) Déterminer la loi de D;. Préciser son espérance et sa variance.

n
b) Soit D = > D;. Déterminer la loi de D.
i=1

n—1 . ..
c) Montrer que Z = D1 est un estimateur sans biais de p.

3. On note N la variable aléatoire représentant le nombre total de dés lancés
jusqu’a obtention de n as (certains ont pu étre lancés plusieurs fois).

a) Exprimer N en fonction des (D;)i<ign-
b) En déduire ’espérance E(N).

Solution :

1. a) Clairement X < B(n,p), donc E(X) = np et V(X) = npgq, avec
q=1-—p.
b) En posant Y = L X, ona E(Y) =pet V(Y)=2L — 0, donc Y est
n N n—oo
un estimateur sans biais et convergent de p.

2. a) Pour tout i, D; est le temps d’attente du premier succes (obtenir 1’as)
avec le dé portant le numéro i. On sait que D; suit la loi géométrique de
parametre p, d’ou :

E(D;) = % et V(D;) = 1%

b) On peut considérer qu’on lance toujours le méme dé et D est alors le
temps d’attente du n®"® suces. On a alors D(Q) = [n, +oo[ et :

. . ) —1 .
VijiznP(D=j)= (ZL _ 1)p”‘1q1‘"p
(En effet, on a obtenu n — 1 succes au cours des j — 1 premiers lancers et le

4% lancer amene le n®™ succes.)
c) Par le théoreme de transfert, et sous réserve de convergence :
Bty = £ (e
j=n
On a donc :
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o0

1 — p ]_2 n— j—1)—(n—1) — p
E(D—l)_n—ljgn(n—Q)p tqUh 1)_n—l

(En effet, la derniére somme écrite vaut 1 puisqu’elle représente la somme
des probabilités afférentes & la loi de D lorsque ’on considere seulement n — 1
dés.)

Ainsi E(g :11) = p et Z est un estimateur sans biais de p.

=1

b) Par linéarité de ’espérance, on a E(N) = %

Exercice 3.6.

Une tortue décide de parcourir une piste en caoutchouc de 100 metres de
long.

Elle parcourt 10 metres chaque jour, se reposant la nuit. Mais la nuit, pendant
qu’elle se repose, la piste s’allonge uniformément de 100 metres : ainsi, au
bout de la premieére nuit, la tortue se retrouve & 20 metres du départ (la piste
a doublé de longueur) mais & 180 metres de arrivée.

Le but de cet exercice est de déterminer si la tortue finira par arriver au bout
de la piste.

1. Ou se trouve la tortue par rapport au départ et a I’arrivée au bout de la
seconde nuit ?

2. Pour tout entier non nul n, on note t, la distance (en metres) entre le
point de départ et ’endroit ol se trouve la tortue au bout de la n-eme nuit,
I, 1a longueur (en metres) de la piste au bout de la n-éme nuit.
Déterminer [,,.

nt1 tn 10

t
3. Justifier 1’égalité = .
ustifier egalen+2 n+1+n+1

t
4. En déduire, sous forme de somme, la valeur de n:12
n

, puis sa limite et

conclure.

5. Notre tortue voudrait atteindre plus vite le bout de la piste : en se
forcant elle peut parcourir 15 metres dans la journée. Mais si elle le fait, le
lendemain elle est fatiguée : elle ne parcourra alors que 5 ou 10 metres de fagon
équiprobable. Par contre, lorsqu’elle ne parcourt que 5 metres un jour, elle
est en forme le lendemain et parcourt 10 ou 15 metres de fagon équiprobable.
Enfin si elle parcourt 10 metres un jour, le lendemain elle parcourt de facon
équiprobable 5, 10 ou 15 metres.
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Sachant que la tortue fait un effort le premier jour, quelle est la probabilité
qu’elle ait parcouru, avec cette stratégie, une plus grande distance au bout
de la 3éme nuit ?

Solution :

1. A la fin de la premiére journée, la tortue est a 10 metres du départ. Pendant
la nuit, la piste passe de 100 metres a 200 metres, donc au matin du deuxieme
jour la tortue est & 20 metres du départ et a la fin du deuxieme jour elle est
& 30 metres du départ. Au matin du troisieme jour la piste est passée de 200
metres a 300 metres et donc la tortue est a 30><% = 45 metres du départ et
a 255 metres de ’arrivée.

2. Clairement I, = (n + 1)x100 metres.

3. A la fin du n®™® jour, la tortue se trouve & la distance t,, + 10 metres du
départ.

Pendant la nuit, la piste passe de la longueur [,, a la longueur /,,41, et

ln+1:n+21n;
n+1

ainsi au matin du (n + 1)*™° jour, la tortue est a la distance Zi %(tn +10)

metres du départ, soit :

2 -1 tn 1
bn1 = Zil(t”+10)’ e nnj—_lQ :n+1+n—|(-)1

; Ctng o, o5h 10 _ 1, . 1
4.Partelescopage.n+2_t0k§0k+1_10(1+2+ +n+1)

. - . . t
La divergence connue de la série harmonique montre que lim —2FL = 400,
, . t
on a donc également lim -2+ = 4oo0; donc pour n assez grand, cette

n—o00 bpt1
quantité va dépasser 1, et ce jour 13, la tortue arrive au bout de la piste.

5. Notons z,, la distance parcourue le n®™ jour. La tortue étant en forme le
premier jour, on cherche en fait la probabilité p que zo + z3 dépasse 15.

Ceci ne peut se produire que dans deux cas : 2 = 5 et 3 = 15, ou x5 = 10
et £z > 10. Soit par incompatibilité et conditionnement :
p = P(zy =5)P(z3 = 15/x2 = 5) + P(xz2 = 10)P(x3 > 10/z5 = 10)

11,1 2_ 7
2%3 t2%3 = 13-

Exercice 3.7.

On considére une urne contenant n boules numérotées portant des numéros
deux a deux distincts.
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Un premier joueur effectue dans I’'urne des tirages sans remise jusqu’a ce qu’il
obtienne la boule portant le plus grand numéro. On note X; le nombre de
tirages effectués par ce joueur.

S’il reste des boules dans l'urne, un deuxiéme joueur effectue la méme
expérience (c’est-a-dire qu’il effectue des tirages sans remise jusqu’a obtenir
la boule de plus grand numéro parmi celles présentent au moment ou il entre
en jeu).

On note X le nombre de tirages effectués par ce second joueur (nombre qui
vaut, éventuellement 0).

1. Donner la loi, ’espérance et la variance de Xj.
2. Donner la loi de X, conditionnée par X;.
En déduire que pour 1 < k<n-—1, P(Xs =k) = %?EI: %, puis donner
la loi de X5.
3. Calculer lespérance E(X>).

4. Ecrire un programme Pascal choisissant et affichant n numéros distincts
entre 1 et 100, (n est entré au clavier) puis calculant X; et X5, sil’on suppose
que les tirages sont effectués dans ’ordre choisi par 'ordinateur. On pourra
s’aider des lignes de programme suivantes, apres avoir expliqué ce qu’elles
font :
REPEAT b[i] := RANDOM(100)+1 ;
a :=0;
FOR j :=1 TO i-1 DO

IF b[il=b[j] THEN a := a+l;
UNTIL a=0 ;

(on rappelle que RANDOM(100) retourne au hasard une valeur entre 0 et 99.)

Solution :

1. On peut modéliser le probleme en disant que ’on range les n boules au
hasard (il y a n! facons de faire, toutes équiprobables) et X; = k est réalisé
si la boule de plus grand numéro est a la E*™me place (ce qui peut se faire de
(n — 1)! fagons).

2
Ainsi X; suit la loi U([1,n]) et E(X;) = & ‘2+’ 1, V(X)) = n”—1

2. Xp(Q) =[0,n—1], et :

* si X1 = j, avec j # n, est réalisé, il reste n — j boules dans l'urne et le
plus grand numéro restant sera tiré avec équiprobabilité a chacun des n — j
rangs possibles;
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* si on réalise X1 = n, alors 'urne est vide et X5 prend la valeur 0.
Bref :
*pour1<j<n,P(X2:k/X1:j):n%jpourlgkgn—jeto
sinon ;
* P(Xo=j/X1=n)=0sij#0et P(X,=0/X; =n)=1
On utilise alors la formule des probabilités totales, appliquée au systeme
complet (X1 = j)igjgn ©

Vke[Ln—1],P(X; = k) = 3 P(X2 = k/X; = j)P(X; = j)

j=1
n—~k
= ). P(Xy =k/Xy =j)P(Xy =)
j=1
:lnfk 1 :lnill
nisan—J niZeJ
tandis que P(X, =0) = P(X; =n :%_
n—1 n—1 n—1 J n—1 -
3.BXs)=Y kiyi=1 (l-Zk)—l 3451
k=0 "=k M=) k= =1
_ 1 nn-1) n_n+l 1

4. On peut proposer :

Program PlusGrand
Uses crt ;
Var b : Array[1..100] of Integer ; i,j,xl1,x2,n,a : Integer ;
Begin Clrscr ; Randomize ;
Readln(n) ;
x1;=1;
For i :=1 To n Do

Begin Repeat b[i] :=Random(100)+1 ; a :=0;

For j :=1 To i-1 Do If b[il=b[j] Then a :=a+l ;

Until a :=0;
Write(b[j]) ;
If b[x1]<b[i] Then x1 :=i;
End ;
Writeln ; Writeln(’X1=’x1) ;
x2 :=x1+1;

For i :=x1+1 To n Do If b[x2]<b[i] Then x2 :=i ;
Writeln(’X2=",x2) ;

Readln ;

End.

Exercice 3.8.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, B, P) a
valeurs dans R’ telle que In X suit la loi normale N(0,1).
1. Déterminer une densité f de X.
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2. Montrer que pour tout n > 1 le moment d’ordre n, E(X™) de X existe et
le calculer.

3. Soit (fr)r>1 une suite de fonctions définies sur R par :

fulz) = {f(a:)[l + % sin(2rlnz)] siz >0
0 sinon
Montrer que pour tout k € N*, fi, est la densité d’une variable aléatoire Xy,
telle que pour tout n > 1

E(X}) = E(X")

Conclusion ?

Solution :

1. Notons Y =1n X.
Pour tout z € R, Fy(z) = P(Y < z) = P(X < e") = Fx(e"), donc par
dérivation, (en choisissant une densité aussi continue que possible) :
fy(z) =e® fx(e").
Par conséquent :
In¢

V>0, fx(t) =1 fy(nt) =1 e:/i et pour ¢ < 0, fx(t) = 0.

_In®g

—+o0
2. Sous réserve de convergence, E(X") = \/%/ v le™ "2 dx.
TJo

La fonction ¢ & intégrer est continue sur R’ et se prolonge par continuité en
0 en posant ¢(0) = 0. Le seul probleme est d & la borne infinie.
In“z 2
. nl—E _In"zy _
Or zErJIrlOO:r e zkrfoo exp((n+1)Inz 5 ) =0, donc p(z) est

négligeable devant % au voisinage de +o00 et la convergence en résulte.
x

nr

Pour calculer E(X™), effectuons le changement de variable u = ; il vient :

SE

400 279 OO, ny2
E(X") = %/ enV2Zug—u® gy = ef/i e Ve du,
) T J

soit en reconnaissant une intégrale de référence :
E(X") = e /?

3. Comme k > 1, la fonction fj est bien positive ou nulle et elle est continue

sur R*. Il reste a évaluer / fr, i.e / fr-
R R?
Soit ¢ définie sur R par ¢(x) = sin(2rInz)f(z).
Pour a et b strictement positifs, le changement de variable v = Inz donne :
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b Inb R
dr = in(2 d
/G¢(w) x /lna sin(27u) T u
—u?/2

—u?/2
Soit h(u) = Sin(QWU)%, comme |h(u)| < e\/l;—/ , on en déduit que
™ ™

+oo
I'intégrale h(u) du est absolument convergente, donc convergente. Ainsi

—0o0
il est légitime de faire tendre a vers 0 et b vers +o00. De plus la fonction h
étant impaire, on peut dire maintenant que son intégrale sur R est nulle.

1
Bref/ fr= / f+-= / 1 =1 et fi, est une densité de probabilité.
R R k Jr+

Les mémes arguments montrent que X a des moments de tous ordres et le
méme argument d’imparité que E(X}}) = E(X").

En donnant une valeur quelconque & k, par exemple k = 2, on vient de
montrer que deux variables aléatoires n’ayant pas la méme loi peuvent avoir
la méme suite de moments.

Exercice 3.9.

1. a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (0,1) et ¢ une
densité de X. Montrer que X admet des moments a tous les ordres.

Préciser les moments d’ordre 1, 2 et 3.

+o00 +o0o
Calculer le moment d’ordre 4 en remarquant que / tro(t) dt = / -
—00 —00

t3¢'(t) dt, on @' désigne la dérivée de .
b) On suppose maintenant que X suit la loi normale A/ (m, o).

En écrivant X sous la forme X = oX* + m, calculer E(X?), E(X*), puis
V(X?) en fonction de m et de o.

2. Un point se déplace dans le plan rapporté a un repere orthonormé, en
partant de l'origine a l'instant 0.

Si a linstant ¢t = k — 1, le point se trouve en (ug_1,vx—1), & U'instant ¢ = k, il
se trouvera en (ug_1 + Xg,vg—1 + Y%), o Xy, et Yj suivent des lois normales
N(a,1).

Ainsi, au temps ¢ = 1, il se trouve au point de coordonnées (X1, Y1), au temps
t =2, il se trouve en (X7 + Xo,Y] +Y3), etc.

On suppose les variables X1, Xo,..., X,,... et Y7,Y5,...,Y,,... mutuelle-

ment indépendantes : les X; sont indépendantes entre elles, de méme que les

Y; et toutes les X; sont indépendantes de toutes les Y.

L’objectif de cette question est l’estimation de a® ot a est défini ci-dessus.
n

n
Pour tout n entier strictement positif, on pose A, = Y Xy et B, = > ;.
k=1 k=1

(A, B,,) sont donc les coordonnées du point & l'instant n.
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a) Quelle sont les lois de A, de B,, leur espérance et leur variance ?
b) Soit D2 = A2 + B2 le carré de la distance du point & l'origine & I'instant
n.
Exprimer E(A2) 4 l'aide de V(4,,) et E(A,). En déduire E(D2).
X2+Y?
2n2
c) Exprimer la variance de A2 & laide des résultats de la question 1. En

déduire celle de U,.
Cet estimateur est-il convergent ?

Montrer que U,, = — = est un estimateur sans biais de a2.
n

Solution :
+o0o _2/9

1. a) L’intégrale m, = tr& dt existe pour tout réel r > 0. En effet,
oo V2T
2
la fonction ¢t — t".e ¥ /2 est continue sur R et on sait que pour tout r > 0,

au voisinage de o0 :
1.7 = o( ).
Ainsi X admet des moments & tout ordre.

Par raison de symétrie, lorsque r € N est impair, il vient m, = 0. Aussi :
E(X)=m; =0, EX?>)=V(X)=1, EX3=0

Enfin :
+o0 —t2/2 Foo
mi= [ et a= [ e

En intégrant par parties, il vient :

“+o00
my=[— t%(t)]fz +/ 3t2p(t) dt = 3my =3

— 00
b) On écrit :
{X2 =0?X*? + 2moX* + m?
Xt =0t X* + 4mod X*3 + 6m202 X2 + 4m3o X* + mt
Par linéarité de Pespérance et sachant que X* suit la loi A(0,1), il vient :
E(X?) =m?+ o?
E(X*) =30* + 6m?*c? + m*
V(X?) =202(0% + 2m?)
2. a) A,, est une somme de n lois normales indépendantes, d’espérance a et

de variance 1; A, suit donc la loi normale d’espérance na et de variance n,
soit A, < N (na,/n). Il en est de méme pour B,.

b) On a :

n

{ E(A%) =V(A,) + E?(A,) =n +n’a®> = E(B?)
E(D2?) = 2n + 2n%a®
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D> 1 .. )
Comme U, = =2 — =, il vient E(U,) = a*.

2n n
La variable aléatoire U,, est une fonction de 2n variables aléatoires Xy, ..., X,
Yi,...,Y, de méme loi et dépendant du parametre a telle que E(U,) = a®.

Aussi U, est-il un estimateur sans biais de a?.
c) Comme A,, et B,, sont indépendantes :
V(D%) = V(A2) + V(B2) = 4n?(1 + 2na?).
V(D) _ 1+2a
Et: V(U,) = n.o— .
( ) 4n4 n2
Comme Erf V(U,) = 0, on conclut que U, est un estimateur sans biais et
n (oo}

convergent de a?.

Exercice 3.10.

Soit f la fonction définie sur ’ensemble des réels positifs ou nuls par :
—xlnz siz >0
€Tr) =
/(@) { 0 siz=0
Soit 2 un ensemble fini et P une probabilité sur cet ensemble. Soit X une
variable aléatoire définie sur €2, a valeurs dans un ensemble fini E, on appelle
entropie de la loi de X le réel, noté H(X), défini par :

H(X)= ) f(P(X =1))
zeF
1. a) Si la loi de X est uniforme sur E, calculer H(X).
b) Si X est constante, calculer H(X).
2. Déterminer le signe de H(X) dans le cas général.

3. a) Montrer que Vz > 0, f(z) <1 —z.
b) On note N le cardinal de E. Quel est le signe du réel > f(N.P(X =

z€EE
z))?
c¢) En déduire une majoration de H(X).

4. Pour quelle(s) variable(s) aléatoire(s) a valeurs dans E, ’entropie est-elle
minimale ?

5. Pour quelle(s) variable(s) aléatoire(s) & valeurs dans E, I’entropie est-elle
maximale ?

Solution :

1. a) Comme X suit la loi uniforme sur E de cardinal fini N, pour tout « € E,
PX=z)= % Donc :
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H(X) = zEf(%) =Nf(4)=-ln(%) =N
ze
b) Si X est constante, il existe zg € E tel que P(X = z¢) = 1 et pour tout
x # x9, P(X = 2) =0. Donc :

H(X)=f(1) + ; f(0)=0

2. Pour tout z € E,0 < P(X =x) < 1. Donc
e siP(X=2)#0,-P(X =z)In(P(X =z)) > 0.
e siP(X=2)=0,f(P(X=2))=0.
Ainsi H(X) est la somme de réels positifs ou nuls d’ou H(X) > 0.
3. a) Etudions h : z + 1 — z + zlnz sur R? . La fonction h est continue et
dérivable sur R% et pour tout z > 0,h'(z) = Inz.
La fonction h est donc décroissante sur |0, 1] puis croissante sur [1, +oo[. Elle
atteint un minimum en z = 1 qui vaut 0. Donc pour tout z > 0, h(z) > 0.
Enfin, h se prolonge par continuité en = 0 par 1.
AinsiVao >0, f(z) <1 — .
b) Il vient, par la question précédente :
Y f(NP(X=2)< Y 1-NP(X=2))=N-N Y P(X=2)=0.

zeE zeE z€EE
¢) On remarque que si P(X = z) =0, alors :
f(N.P(X =z)) = f(P(X =2)) = 0. Donc :
0> > f(NP(X=12))=- 3 N.P(X =2)ln(N.P(X =z))
FASID) zeE
Soit : 0 > —NInN Y P(X =z)+ NH(X)

zeE
Ainsi H(X) < In N. Finalement 0 < H(X) < InN.

4. On a vu que si X est constante alors H(X) = 0. Montrons que seules les
variables aléatoires constantes réalisent ce minimum.

Si H(X) = 0, H étant la somme finie de nombres positifs ou nuls, ils sont tous

nuls. Donc, pour tout z € E,f(P(X = :r)) = 0, donc soit P(X = z) = 0,

soit P(X =z) = 1.

Comme ) P(X =z) =1, la seule possibilité est qu’il existe zo € E tel que
z€EE

P(X = z0) =1 et pour tout = # o, P(X = x) = 0, ce qui signifie que X est

constante.

5. On a vu que si X suit une loi uniforme sur E, H est maximale. Montrons
que le maximum de H n’est atteint que pour une loi uniforme.
Supposons que H(X) =1In N. On a vu dans la question 3. ¢) que

Y f(NP(X =2)) = —NIn N + NH(X)
zelE
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Donc ici, Y. f(N.P(X =z)) =0.
zeF

Les inégalités de la questions 3.b) sont donc des égalités et :
> f(NP(X=2))= 3 (1-N.P(X =z)).
zeF zeE

Ceci entraine que pour tout = € E, f(N.P(X =z)) =1—- N.P(X = z). En
effet, puisque pour tout > 0,on a f(r) < 1—z,Végalité Y f(z) => (1—=)
T

T
sera vérifiée si et seulement pour tout z, f(z) =1 — z.

Supposons qu'’il existe x € E tel que P(X = z) = 0; dans ce cas,
f(N.P(X =2)) =0et 1—-N.P(X =) =1 ce qui est en contradiction
avec le raisonnement précédent. Ainsi, pour tout z € E, P(X = z) # 0.
Finalement, pour tout x € F :

~N.P(X =2)In (N.P(X =z)) =1-N.P(X = z),soit N.P(X =z) =1

par I’étude de la fonction h. Ainsi X suit la loi uniforme sur E.

Exercice 3.11.

On réalise une suite d’expériences aléatoires identiques et indépendantes, le
résultat de 'expérience numéro p étant donné sous la forme d’une variable
aléatoire discréte N, & valeurs dans lintervalle Iy = {1,...,N}.

Toutes les variables aléatoires IV, suivant la méme loi, donnée par les nombres
pr = P(Np, =k),pour 1 <k < N.

On suppose en outre que tous les nombres py sont strictement positifs.

Un jeton avance sur un disque découpé en n secteurs angulaires appelés cases,
numérotés dans le sens trigonométrique de 1 a n.
L’évolution du jeton est régie par la regle suivante :

a l'instant ¢ = 0, le jeton est sur la case numéro 1.

a linstant ¢ = 1, selon le résultat obtenu a l’issue de I’épreuve numéro 1,
on avance le jeton de Nj cases a partir de la case 1.

a l'instant ¢t = 2, selon le résultat obtenu & l’issue de 1’épreuve numéro 2,
on avance a nouveau le jeton de N5 cases,.... et ainsi de suite.
Il est bien entendu que la case venant apres la case n est la case 1.

On note A;, I’événement : «juste apres le coup numéro p, et avant le coup
p+ 1, le jeton est situé sur la case numéro ¢ ».

On suppose ici que N +1 < n.

On note X, la matrice colonne dont les coefficients seront notés a;, pour
1<i < n,avec a;p = P(Aip).

1. Déterminer la matrice M = (m; ;) telle que, pour tout entier naturel p,
lon ait :
Xpr1=MX,
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2. Montrer que la matrice M admet la valeur propre 1, et donner un vecteur
propre associé.

3. On suppose dans cette question que N = n — 1, et que la loi des variables
aléatoires IV, vérifie : p; = py41—;, pour tout entier naturel 1 < j < N.
Montrer que M est diagonalisable.

On admettra que les valeurs propres de M autres que 1 sont toutes en valeur
absolue strictement inférieures a 1, et que le sous-espace propre associé a la
valeur propre 1 est de dimension 1.

En déduire une méthode pour calculer la limite du vecteur colonne X,
lorsque p tend vers +oo.

4. On suppose dans cette question que N = 2, n = 3 et que la loi des variables

aléatoires N, est donnée par : p; = %, P2 = % Diagonaliser la matrice M.

Calculer le vecteur colonne X, puis déterminer sa limite lorsque p tend vers
~+00.

Solution :

ai,p

@2,p
1. Notons X, =

Qn,p
La formule des probabilités totales donne, pour tout i € [1,n] :

Qi pt1 = kzl P(A; pi1/Akp)P(Arp)

On peut ainsi écrire :

0O ... 0 pv ... P2 DM
poo P2
b2 ;

Xpy1 = PN Xp
ox 0
0 - . o
0 0 pv ... p2o m O

En effet :

epourn > > j > 1, pour que le jeton soit en ¢ en provenant de la case j
au coup d’avant, il faut et il suffit que N, =i — j; d’ol1 la sous-diagonale de
p1, puis celle de po, ...

e Pour arriver en case i en provenance de la case 4, il faudrait que N, soit un
multiple de n, ce qui est impossible ; d’ou la diagonale de 0.
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e Enfin, si 1 < ¢ < 7 < n, pour arriver en case ¢ & partir de la case j, il faut
et il suffit que NV, = n — j + ¢ : en effet, n — j sauts de la case j vers la case
n, puis ¢ sauts de la case n vers la case i.

e puisque N +1 < n, il y a au moins un zéro sur la premiere ligne (et ensuite
des 0 en descendant en diagonale).

e Quant au triangle de 0 en bas a gauche, il n’existe pas dans le cas ou
n=N+1.

On a également : Xo = | . | , X1 = | pn

n
2. Puisque Y pr =1, le vecteur C = | . | est vecteur propre de la matrice
k=1 .
1
M définie ci-dessus, associé a la valeur propre 1.

3. Lorsque n = N + 1.,la matrice M devient

0 pv ... M
M=|P

: PN

PN P1 0

Or pour tout j € [1,n],p; = pny1—;. La matrice M est donc symétrique
réelle et diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe donc une matrice
P orthogonale telle que M = PD'P, avec D = diag(1, \s,...,\n), avec,
d’apres I’énoncé, |A;| < 1, pour i > 2. Or :
X, = M?Xy = PDP(*P)X.
La limite de X, lorsque p tend vers l'infini est donc
P diag(1,0,...,0)!PXj.

. Recherchons les valeurs propres

w
O N =

0 2
4. Dans cette question M = 110
2 1

de N =3M.
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On sait que 3 est valeur propre. La méthode du pivot montre que le sous-
1
espace propre associé est de dimension 1, engendré par le vecteur e = | 1
1

Les autres valeurs propres se déterminent de la méme fagon. On trouve :

Sp(N) = {3, =31V =3=iV3y it .

Sp(M) = {1, =8H1V3 B iV8y _ 1\ 3}
La matrice M admet sur C trois valeurs propres distinctes ; elle est donc
diagonalisable sur C. Notons P la matrice de passage de la base canonique &

une base de vecteurs propres et remarquons que
—3+iV312_ 1
= =5 <1

1 0 0
Ainsi: X, =P [0 A 0 | P7'X,.
0 0
1 0 0
Donc: lim X,=P|0 0 0] P !X,
e 000
Soit (b, ba, bs) la premiere ligne de la matrice P~!. La limite de X, est alors
b1 b2 b3 1 bl
b1 b2 b3 0 - bl
b1 b2 b3 0 bl

Puisque les composantes du vecteur limite sont identiques et de somme 1, on
a b1 = %
Dans sa position limite, le jeton occupe les places 1,2, 3 avec équiprobabilité

% ; autrement dit :

1

lim X,=1%[1

1
p—+o00 3

Exercice 3.12.

On rappelle le résultat suivant que 'on pourra utiliser sans le démontrer :
si (2, A, P) est un espace probabilisé et A, B sont deuzx événements, A et B
sont indépendants si et seulement si A et B (complémentaire de B) sont
indépendants.

Soit p €]0,1[, ¢ = 1 — p, (Ug)reny une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi :

On pose :
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Vo= S Up1Us.
k=1

1. Montrer que deux variables aléatoires Z et T vérifiant Z(Q2) = {0,a}
et T(Q) = {0,b} avec ab # 0 sont indépendantes si et seulement si
Cov(Z,T) =0.

2. Déduire une condition nécessaire et suffisante, portant sur p, pour que les
variables Zj, = (U, — Ux_1)?,k > 1, soient indépendantes.

On suppose par la suite cette condition réalisée.
3. Exprimer Y,, en fonction des variables Z1, ..., Z,. En déduire la loi de Y, .

4. On pose, pour t € R*, G,,(t) = 3. P(Y,, = k)t*. Montrer que pour chaque
kEZ
t € R* fixé, Gy, () est une suite géométrique de raison %(t + l). Retrouver

t
alors la loi de Y,.

5. On suppose que Y;, est le gain algébrique (aléatoire) d’un individu jouant
n + 1 fois a pile ou face. Préciser la regle du jeu.

Solution :

1.O0n a:
Cov(Z,T) = E(ZT) — E(Z)E(T)
=ab(P({Z = a} N{T =b}) - P({Z = a}) P{T =b})).

et ceci est nul si et seulement si {Z = a} et {T = b} sont indépendants.
Dans ce cas, {Z = a} et {T = b}° = {T = 0} sont aussi indépendants, ainsi
que {Z = a}® = {Z = 0} et {T = b} ou {T = 0}, c’est-a-dire que Z et T
sont indépendantes.
2.0naZ,= U,? —2U4Up_1 + Ulg—l =2 — 2UUi—1. Donc Zj, et Zy41 sont
indépendantes si et seulement si Uy41 Uy et UpUg—1 sont indépendantes.
D’apres la premiere question, ceci équivaut & Cov(Ug41 Uy, UpUg—1) = 0. Or :

Cov(Ug+1Us, UpUg—1) = E(Up41UUg—1) — E(Ug41Ug) E(UpUg—1).
Comme U} est la variable certaine égale & 1, il vient par indépendance :
Cov(Uk41Uk, UpUg—1) = E(Ug41)E(Ug—1) — E(Ug41)E(Ux)E(Ux)E(Ug—1)

=p-0’-@p-0"'=0@-0*((1-(-0?

Ainsi les variables Zy, k > 1 sont indépendantes si et seulement sip = q = %

n
3. On a vu que Zy = 2(1 — UgUg_1), donc : >, Z; =2(n —Y,), soit :
k=1

n
Yn:n—2z%
k=1
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Or Z;, prend la valeur 0 avec la probabilité p? + ¢ = % (onaicip=q= %)

izl v Z 1
et la valeur 4 avec la proabilité 5. Soit % < B(ﬁ)-

Par indépendance, > % < B(n, %), et :
k=1

Yo () = {n — 2k; k € [0,n]} et P(Y,, =n — 2k) = (Z)L

2n
4.0na:
Gult) = T (PUYa = K} {Us = Vns}) + PAYa = K} N {Us # Una D)2
= 3 (P{Ya-1 = k=1}N{Zn = 0)+P({Yao1 = k+1}0{Z, # 0}))¢*
keZ
=1 ¥ (P({Var =k =1} + P({¥Ysor = b+ 1})th
kEZ

Soit, par indépendance de Y,,_; et Z,, (Z,, est indépendante de Z;,...Z,_1,
donc de Y,,_1), et décalage des indices :
Gu(t) = 3(t+ 1) Gu 1 (1),

On a donc G, (t) = 2% (t + %)n et le développement de cette expression par
la formule du binéme permettrait de retrouver la loi de Y,.

5. Le joueur effectue un premier lancer de la piece pour fixer un résultat
initial. Par la suite, il gagne 1 euro a chaque fois que le résultat du lancer est
identique au résultat du lancer précédent et perd 1 euro dans le cas contraire.

Exercice 3.13.

1. Pour une variable aléatoire T' & valeurs dans R} , de densité ¢ : x +— e™®
sur ]0, +00], on considere la variable aléatoire G = —InT.

a) Déterminer la fonction de répartition et une densité de G.

—+o0
b) Montrer que E(G) existe et vaut —/ Inue~%du (intégrale que l'on
0

ne cherchera pas d calculer).
c¢) La variable aléatoire G admet-elle une variance ?
2. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'. Pour n € N*,

on considere n variables aléatoires X; indépendantes de méme loi que X et

on considere la variable aléatoire Y,, = max X;.
1<ign

a) Déterminer la fonction de répartition G,, de Y,, en fonction de F' et de
n.

b) Si F(x) # 1 pour tout x de R, que peut-on dire de lirf G, (y) pour
n—-+0oo
tout y de R?
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c) Si F(z) = 1 +1e_”” pour tout = de R et h,, = Inn, vérifier que la suite

(Y,, — hy,) converge en loi vers une variable aléatoire Z que I'on déterminera.

d) Dans le cas ou X suit une loi exponentielle de parametre 1, déterminer
une suite (k,)n>1 telle que la suite (Y, — k) converge en loi vers une variable
aléatoire dont on déterminera la loi.

Solution :

1. a) La variable aléatoire G est a valeurs dans R et pour tout z réel :
+oo
P(GL2)=P(-nT<2)=P(T>e?) = / e tdt=e°"
P
Une densité de G est z — e %.e=® ", définie sur R.

b) Soit (a,b) € R%. Le changement de variable u = e~%, de classe C*,

donne :
b

b e
/ re Te ¢ dr= / Inu.e ™ du.
a e~

Comme lim e™® =400, lim e~’ =0, 'existence de E(G) est équivalente
a—r—00 b—+o0

+0oo
a la convergence de l'intégrale / (—lnwu).e ™ du.
0
Or f:uw e ™Inu est continue sur |0, +ool.

1
Au voisinage de 0, f(u) est équivalent & In(u). L’intégrale / f(u) du existe
0
donc.
—+o0

Ona lim u?f(u) =0, et intégrale (u) du existe (reégle de Rieammn).
uU—+00 1

Finalement :

+o00
E(GQ) = / (—lnu)e ™ “du
0
¢) La variance de G existe si et seulement si le moment d’ordre 2, E(G?)

+00
existe c’est-a-dire si et seulement si I'intégrale / (Inu)2e~" du existe.
0

Ona lim v?(lnu)?e ™ =0 et lim \/u(lnu)?e~* = 0. En appliquant deux
u—~00 u—0
fois la regle de Riemann, ’existence de la variance de G est assurée.

2. a) Pour tout y réel, on a, grce a 'indépendance des variables aléatoires
(Xi) -
n

Ru(y) = Il P(Xi <y) =[Fy)"

i=1
b) Si F(y) < 1pourtout y € R, ona lim R,(y)=0.

n—-+o0o
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c¢) Pour tout y réel,

Hp(y) = P(Yp —hy <y) = (He,ﬁ)n = (m%y/n)n

et, lorsque n tend vers linfini :
InH,(y) = —nln(l +e7¥/") ~ —e¥
La suite de variables aléatoires (Y, — hy,)n converge en loi vers une variable
aléatoire Z de fonction de répartition y — e~¢ * ; on reconnait la loi de G.
0 siz <0
d) OnaF(m):{l_ez si:r;O .
Alors, pour tout réel y tel que y + &k, > 0,
Hu(y) = P(Yn =k, <y) = (1—e v rm)»

On peut prendre k, = Inn et (Y, — k;,) converge en loi vers G.

Exercice 3.14.

On considere deux variables aléatoires réelles X et Y définies sur I’espace
probabilisé (2, T, P), indépendantes, suivant respectivement la loi exponen-
tielle de parametre A et la loi exponentielle de parametre p.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire AX 7

2. Soit w un réel strictement positif. Montrer que la variable aléatoire
S =Y —uX est a densité et qu'une densité de S est I’application h vérifiant,
pour tout = € R,

ALy
N+ e six >0,

AH Az /u :
X+ e siz <0.

h(z) =

3. En déduire la fonction de répartition de la variable aléatoire R =

<

Montrer que la variable aléatoire R est a densité et préciser une densité de
R.
La variable aléatoire R admet-elle une espérance ?

y |
X+Y
Dans le cas particulier ot A = p, reconnaitre la loi de U et préciser, s’il y a
lieu, son espérance et sa variance.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire U =

Solution :
1. La variable aléatoire AX suit la loi exponentielle de parametre 1.

2. Notons fi la densité usuelle de la loi exponentielle de parametre k.
Comme u > 0, la variable aléatoire —uX est a densité et une densité est la
fonction
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. ; 0 sit>0
gu:twﬂfx(—a): %ekt/u sit<0

Comme les variables aléatoires Y et —uX sont indépendantes, leur somme S
est une variable a densité, dont une densité est :

+oo
h:gu*fu:mi—)/ gu(t)fu(il?—t)dt
—00
Pour tout x réel :
min(0,z)
h(z) = / A M/t e @t gt = A eﬂ“ﬂ/
u u

min(0,z)
ol Dt gt

i Y e*;”” siz >0

h(z) = ~ M+t ) min(0.s) — ) AT AU
A+ pu )\—_/{\_Le)‘z/“ siz<0

LU

3.0na[RLO]=(X<0]N[Y 20)U([X >0]Nn[Y <0]).

Les événements en présence étant quasi-impossibles, ’événement [R < 0] est
donc de probabilité nulle. Donc pour tout v < 0, P(R < u) = 0.

Pour tout réel u > 0, P(R < u) = P(Y —uX < 0) et en conséquence :

0 0

A / At/ fu
Fr(u) =P(S<0)= h(t) dt = eM/vdt =
ww =P <0 = [ noa=33uo [ S
Comme Fg est continue sur R et de classe C' sur R*, une densité de R est

la fonction

AL .
AR >0
p:1u—>{(/\+,uu)2 S
0 sinon

Comme u.p(u) ~ N_>;V la variable aléatoire R n’admet pas d’espérance.

(+00)

4. On montre comme précédemment que les événements (U < 0) et (U > 1)
sont de probabilité nulle. Puis, pour u €]0,1] :

<u) = - < = Uy = pu ,
Dans le cas particulier o A = p, la variable U suit la loi uniforme sur [0, 1],

et admet pour espérance % et pour variance %

Exercice 3.15.

Soit N € N* et une suite (X;);en+ de variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé, indépendantes et qui suivent toutes la loi uniforme
sur {1,...,N}.
Soit U la variable aléatoire discrete définie par :

U=max{k /Vje{l,....,k—1}X; > X;11}
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Soit T' la variable aléatoire discrete définie par :
T=max{k / X1+ -+ X <N}

1. Déterminer la loi de U et son espérance.
2. Montrer que, pour tous entiers naturels p et q :
a
_ ot
> Ch=crtl
k=0
(on rappelle que si j > 4, alors C{ = 0)

3. Déterminer la loi de T'.

Solution :

1.Pourn > N,P(U=n)=0et P(U >1) =1,

N
Si2<n<N,P(U>=n)= S\% (en effet, il existe (]7}[) n-uplets de nombres
compris entre 1 et N formant une suite strictement croissante).

Donc N N
G aw) sin< N—1
P({U=n)={ N*» Nn»t! h
ﬁ sin=N
Le calcul de I'espérance de U se fait de la maniére suivante :

BU) = 3 n(PU 2n) — PU > (n+1)))

n;l N
= > nP(Uz2n)— ¥ nPU=(n+1))
n;l n;l -
= zlnP(U >n)— EQ(n— 1)PWU =2 n) = (1+ N) -1

2. Si g < p, le résultat a démontrer est évident ;

sezn £ 0) = £ (03D -(20) = (1)

0

3. Il est évident que P(T' > N + 1) = 0. Montrons par récurrence sur n que
(%)
J

pourtoutj:P(X1+---+Xn<j):m

En effet :

PXi+ 4+ X1 <J) = X P(Xi+-+ X <J = k) P(Xny1 = k)

M=z

=~
Il

1

j—n
> P(Xi+-+ X, <Jj—k)
k=1

2|~
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- 2 (1) = e ("5

Exercice 3.16.

On considere une suite (X, )nen+ de variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (2, B, P), toutes de méme loi uniforme
sur [0,1].

Pour tout entier naturel » non nul et tout w € 2, on ordonne par ordre
croissant X;(w), Xo(w), ..., Xont+1(w) et on note M, (w) le terme médian,
Cest-a-dire le (n + 1)*™ terme dans 1'ordre croissant.

1. Si z et h sont deux réels tels que 0 < x < x + h < 1, N est le nombre
d’indices i telsque 1 <i<2n—let z < X; <z + h.

a) Montrer que :

Pllx < Mp<z+h)N(N=1)]=(n+1)Cy, 2"h(1 —x —h)".

On note ce nombre A(z,n,h).

b) Montrer que pour tout entier naturel &k tel que 2 < k < 2n + 1.

Pllx <M, <z +h)N(N=Fk)]<Ch, b
¢) Montrer qu’il existe un réel K tel que pour tout x et tout h :
A(z,n,h) < P(x < M, <2+ h) < A(x,n,h) + Kh?
2. Montrer qu’une densité de M,, est donnée par :
ful) = { (n+1)Cy, z"(1—2z)" si0<z <1
0 sinon

3. Déterminer ’espérance de M,,.

Solution :

1. a) L’événement (v < M,, < x4+ h)N (N = 1) correspond & «pour n indices
i,on a (X; < ), pour un indice i, on a (z < X; < x+h) et X; > x + h pour
les autres indices. »
On a donc la réunion d’événements deux & deux disjoints chacun de proba-
bilité #™h(1 — x — h)™, car les variables (X;) sont indépendantes et :

PX;<z)=x

Px<X;,<xz+h)=h

P(X;>z+h)=1-2—h

(4 2n+1

Le nombre de ces événements est (n + 1)( n ) : en effet,

les indices i1,12,...,i, tels que X;, < z,...,X;, < x peuvent étre choisis de
(2n + 1)
fagons;
n
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l'indice in41 tel que < X;,,, < 2 + h peut prendre (n + 1) valeurs
et enfin, il ne reste plus qu’une possibilité de ranger les indices restants en
une suite strictement croissante. Finalement

P[(a:<Mn<m+h)r‘|(N:1)]:(n+1)(
b) On a :
Pl(x <M, <z+h)N(N =k)] < P(N=k)
< (2n+1)hk(1—h)2”+1_k < (2n+1)hk.

2n+1\ , n
n )w h(l—x—h)

k k
c) Par la formule des probabilités totales
Plx <My, <z+h) :2751 [(x < My <z+h)N(N =k)
2]];?(13:<Mn<m+h)ﬂ(N:1)]
>(n+1) (2”; l)x"h(l —r—h)"

et
pn=Ple < M, <xz+h)

:P[(m<Mn<m+h)ﬁ(N:1)]+QT§1P[($<Mn<x+h)ﬂ(N:k)]
k=2

<(n+ 1)(2n7;+— 1)a:"h(l —z—h)"+ 2:2;: (Qn]:_ l)hk

<(n+ 1)(2n;- 1)m”h(1 — & — h)" 4 h222ntl

2. Notons F}, la fonction de répartition de la variable aléatoire M,,.

* Soit h >0tel que 0 <z <xz+h <1. Alors :
F,(x+h)—F,(z) _ Ple<M,<zxz+h)

h B h
Donc :
(n+ 1)(2n7;k 1)9:”(1 Ce—R) < F,(x+ h})l — F,(z)
Fn(a: + h}z — Fn(m) < (n n 1)(271;- l)mn(]. o h)n + h22nt1

En prenant la limite lorsque h tend vers 0, il vient :
. Fuz+h)—Fy(x) _ 2n+1
hlgf)l+ y — —(n+1)( n )wn(l_m)n
* Soit h < 0tel que 0 <z +h <x<1. Alors:
F,(x+h)—F,(x)  Px+h<M,<xz)
h - —h

F,.(z + h) — F,(z)

—h
< (n+ D04 (z +h)™(1 - 2)™ + h22nH!

Donc :

(n+1)(

QnJ 1)(1_ + h)n(l _ x)n <

F,(x + h) — Fp(x)
h
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En prenant la limite lorsque h tend vers 0, il vient

hligl_ F,(x + hf)L — Fp(x) = (n+ 1)(211;- l)m”(l _ )

Donc, pour tout z € [0, 1], M,, admet une densité donnée par
ful@) = (n+ 1) (2nn+ 1)93"(1 — o),
Il est évident que pour z ¢ [0, 1], f,(z) = 0.

3.0na:

n 1 nl(n (n ntl
B0g) = e+ (") [t - aprar = *25;;” 2 )

1
En effet, posons I, , = / zP(1 — x)" dx.
0

Une intégration par parties montre que, pour p > 1, I, , = nL—i-lefl’”H'

On en déduit alors, par récurrence :

—_p _p=1 . 1 ___pl
I”’”_n—l-lxn-i—QX Xn—l—pIO’”J”’_(n+p+1)!
. _nlln+ 1) )
et donc : [11, = m, d’ou le résultat.
Exercice 3.17.
On lance une piece équilibrée n fois (n > 2). Pour tout k£ € {1,...,n},

Aj désigne ’événement «on obtient Pile au k-ieme lancer». Soit Apyi
I’événement «le nombre de Piles obtenus au cours des n lancers est pair ».

1. Déterminer les probabilités des événements A,k =1,2,...,n+ 1.
2. a) Déterminer la probabilité

P(Aps1 | A1 N .. N A)

b) En déduire que les événements A, ..., A,4+1 ne sont pas mutuellement
indépendants (i.e. P(A1 N---NA, N Any1) # P(A1)--- P(An)P(Apt1))-

3. Montrer que toute sous famille de n événements choisis parmi Ay, ..., Ay, Apt1
est formée d’événements mutuellement indépendants.

Solution :

1. % Pour tout k € [1,n], on a P(A;) = %
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* Si X est la variable aléatoire représentant le nombre de Piles obtenus au
cours des n lancers, X suit la loi binomiale B(n,1/2) et :
[n/2] n/21 n n on
PUn) =P( U (X=20) = % (5)(3)"= ()" % =3

(il suffit de développer (1 + 1)" et (1 — 1)™ par la formule du binéme de
Newton. . .)

2. a) On a évidemment :

P(Ap,i/AiN...NA,) = { 1 sin est pair

0 sin est impair

b) Donc :
PAIN...NA,NA,41) =PAn1 /A N...NA)P(AIN...NA,)
_ 2% si n est pair
0 sin est impair

Tandis que P(A,)P(A43)...P(An41) = #
Les événements A, As, ..., A,41 ne sonr donc jamais mutuellement indépendants.
3. e si l’on choisit les événements parmi (Ay,...,A,), c’est clair.

e sinon, on peut supposer que les événements choisis sont (As, Az, ..., Ap, Aps1)-

Ils sont mutuellement indépendants si et seulement si, pour tout m €
[1,n — 1], pour tout (i1,...,im) € [2,n]™
P(Azl N Aiz n---N Aim N An+1) = P(A“)P(AZ2) .. P(Alm)P(An+1)

OI‘ : P(A“)P(AZ2) N P(Azm)P(An+1) =
PA,NA, N NA;, NAL)

= P(Aps1/Ai, N Ay NN A )P(A;, N Ay N---NA;) = %2%
En effet, si ’événement A;, N A;, N---NA;,, est réalisé, on a obtenu m Piles
en n lancers,

1.
omTT 5 et

e sim = 2p, on a obtenu un nombre pair de Piles sur les (n — m — 1) autres
lancers et
P(Api1 /Ay NALN--NA;)

_ 1 n—m-—1 n—m-—1 _gn—m—2
—W(( 0 )+( 2 )+"')—W’
e sim =2p+ 1, on a obtenu un nombre impair de Piles sur les (n —m — 1)

autres lancers et
P(An+1/Ai1 n Aiz n---N Azm)

1 n—m-—1 n—m-—1 gn-—m—2
:W(( 1 )+( 3 )+"'):W-

Ce qui donne la conclusion.
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Exercice 3.18.

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1]. Calculer une densité h de leur somme Z = X 4+ Y, puis
déterminer la fonction de répartition de Z.

2. On se propose de retrouver cette fonction de répartition par une méthode
géométrique :

On munit le plan R? d’un repeére orthonormé. Soient X et Y deux variables
aléatoires indépendantes suivant des lois uniformes sur [0, 1].

a) Soient a,b, c,d quatre réels vérifiant 0 <a<b<let0<e<dg1
Quelle est la probabilité de ’événement [a < X <bN[e<Y < d]?
Dessiner dans le plan le rectangle de sommets (a,c), (b, c), (b,d) et (a,d) et
vérifier que la probabilité trouvée est égale a ’aire de ce rectangle.

b) De fagon générale, les points de coordonnées X et Y étant uniformément
répartis dans le carré, on admet que pour toute partie A de [0,1] x [0,1], la
probabilité de ’événement [(X,Y) € A] est égale a I’aire de A.

Soit z € [0, 2]. Représenter dans le carré [0, 1] x [0, 1] ensemble A des points
de coordonnées (X,Y) vérifiant X + YV < z.

On sépareralescas 0 < z<let 1 <2z <2

Calculer dans chacun des cas ’aire de A et retrouver ainsi la fonction de
répartition de Z.

3. a) On se propose d’utiliser cette méthode géométrique pour déterminer la
fonction de répartition de 7' = XY

Soit z € [0,1]. Représenter dans le carré [0, 1] x [0, 1] ’ensemble des points
vérifiant XY < z. Déterminer la fonction de répartition de 7.

b) Calculer 'espérance de T et vérifier que E(XY) = E(X)E(Y).

Solution :

1.On a (X +Y)(Q) =[0,2]. Aussi, pour tout = ¢ [0,2], h(z) =
+o0
Soit z € [0,2]. On sait que h(z) = Ix () gy (x — t)dt.

e Siz e [0,1], fx(t)gy(z —t) # 0 si et seulement si ¢t € [0,z] et h(x) =

/dt:m.

e Sizell2], fX (t)gy(x —t) # 0 si et seulement si ¢t € [z —1,1] et

/ dt =2 —x.
siz <0

z stz €0,1]
2—z size[l,2]
0 sixz > 2

Finalement : h(z) =
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La fonction de répartition de Z = X + Y est alors

0 siz <0
2
% siz €10,1]
Fy(z) = 2
1_(2}@ si € [1,2]
1 siz > 2

2. a) Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, on a
Pla< X <bN[e<Y <d))=Pla< X <b)Ple<Y <d)=(b—a)(d—-c)

ce qui représente I'aire du rectangle ABC'D.

b) *x Pour0< 2 <1, P(Z<z2) = % C’est aire du triangle délimité par
lintersection du carré [0, 1] x [0,1] et du demi-plan z + y < z.

* Pour 1 < z < 2, P(Z < z) est l'aire du polygone délimité par
lintersection du carré [0,1] x [0,1] et du demi-plan = + y < z. Cette aire
est égale a la différence entre l’aire du carré (soit 1) et du triangle délimité
par lintersection du carré [0,1] x [0,1] et du demi-plan z +y > z (soit

le-2?).

3.a) OnaT(Q) =10,1].

Soit z € [0,1]. L’ensemble des points vérifiant [T' < 2] est la partie du carré
[0, 1] x [0, 1] situé sous ’hyperbole d’équation XY = z. D’ou :

z 1
P(ng):/ dt—l—/ %dt:z—zlnz.
0 z
Une densité de T est alors :
{—lnz siz €]0,1]
0 sinon
b) Le calcul de 'espérance de T se fait grce a une intégration par parties :

E(T) = 1-—tltdt———ﬁltl 1idt—l—EXEY
(T)= | —thtdi=|=Ght| + [ jdi =3 =EXE®).

Exercice 3.19.

Dans tout le probleme, n et m sont deux entiers positifs non nuls ; on pose,
pour t € [0, 1],

B(t,n,m) = /tunl(l —u)™ tdu, B(n,m)= B(1,n,m)
0

1. Montrer les relations 3(n,m) = 8(m,n) et, pour m > 2,

B(n,m) = mT_lﬂ(n +1,m—1)

2. Calculer 3(n, 1) et en déduire B(n,m).
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3. Soit r € [1,n] ; on pose, pour y € R,
n
Por(y) = Chy'(l—y)"~
i=r
a) Montrer que P, , est de degré inférieur ou égal & n et que 0 est racine
d’ordre r de P, ,.
b) On admet que 1 est racine d’ordre n —r de P, ,.. Montrer I'identité
B(y,r,n —-r+ 1)
Blryn—r+1)

On pourra commencer par montrer que le membre de droite de [’égalité
z 7z . . s oz z \ !
précédente est une fonction polynomiale, et que sa dérivée est égale a P, ,.

Por(y) =

4. Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes, de méme loi. On note G la fonction de répartition
commune, et, pour t € R et k € [1,n], on pose :

Yir = { 1 St Xk €]-00,1] , Stn = ZYi,k
0 sinon Pt

a) Soit t € R fixé, justifier que (Y3 x)i<k<n est une famille de variables
aléatoires indépendantes.

b) Quelle est la loi suivie par Y; j, 7 En déduire la loi de S; ,, puis montrer
que pour 7 € [1,n], P(S¢n = 7) = Por(G(2)).

c¢) En déduire que F : t — P(S;, > ) est la fonction de répartition d'une
variable aléatoire notée X,).

d) On pose n = 2p+ 1 et on suppose que les variables X, ..., X,, suivent
la loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que

(2p — 1)!2 /0 (1 — w))~du

Vte[0,1], F(t) = R

Solution :

1. La premiere relation est immédiate apres le changement de variable
v = 1 — u, tandis que la seconde découle d’une intégration par parties (les
fonctions en jeu étant polynomiales sont de classe C*°).

2. On a directement §(n, 1) = % et en écrivant la seconde relation, on obtient
de proche en proche :

B(n,m) = mT_lﬂ(n-i— 1,m-1)=

_ (m —1)!
T nn+1l)---(n+m—2

(m —1)(m — 2) _

n(n+ 1) Bln+2,m=2)=---

(n —D)!(m —1)!
(n+m—1)!

)ﬁ(n+m_171):
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3. a) Le degré de P, , est inférieur ou égal & n, puisque chaque terme de la
somme est de degré n. On peut de plus factoriser P, , par y" et le coefficient

de ce facteur vaut (Z) # 0.

b) On a B'(y,r,n—r+1) =y"~1(1 —y)"~", donc 0 est racine d’ordre r — 1
et 1 est racine d’ordre n —r de y — B'(y,r,n —r +1) et de P, ..
D’apres le résultat admis, ces deux polynomes sont de degré commun n —1;
par suite, ils concident & une constante multiplicative pres, ainsi que leurs
primitives respectives qui s’annulent en zéro.
Donc B(y,r,n —r + 1) et P, »(y) concident & une constante multiplicative
pres.
Comme P, (1) = 1 et B(1,r,n —r + 1) = B(r,n — r + 1), l'identité est
prouvée.

4. a) C’est un résultat de cours.
b) Chaque variable Y; j suit une loi de Bernoulli de parametre
E(Yir) = P(Xy, <t) =G(2).
Par indépendance des Y}y, St suit une loi binomiale de paramétres n et
G(t). On a donc :

PS> =% (1) (G®) (1-G)"™ = Pur(G(1)

i=r

_ B(G(t),r,n—r+1)

T Blryn—r+1)
c) La fonction polynomiale de classe C* : P, ,, vérifie P, ,(0) = 0 et
P, (1) = 1. Par conséquent, les propriétés de limites sont propagées par
composition. Elle est strictement croissante et positive sur [0, 1] d’apres son
expression intégrale, donc t — P, .(G(t)) 'est sur R.
Enfin, les propriétés de continuité sur R et de dérivabilité sauf éventuellement
en un nombre fini de points se propagent par la composition & F' qui est bien
une fonction de répartition.

d) Dans le cas ou n = 2p+ 1, X(;) est la médiane de I’échantillon ordonné
Y <Y; <--- <Y, obtenu a partir des variables aléatoires X1, Xo,..., X,.
On a dans le cas particulier de la distribution uniforme, puisque n—p—1 = p,

_ B(tapap) _ (QP_I)' tu —u p—1 u
Fiy = B2 - B0l [ —uptau,

Exercice 3.20.

Pour une variable aléatoire X a valeurs dans R, , de densité f continue sur
Ry et de fonction de répartition F' et pour tout triplet de Ry, (¢,z,y) avec
t < ¢ < y on définit la probabilité conditionnelle

m(z,y,t) = Pz < X <y/X > 1)
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et lorsqu’elle existe a(z,t) = lim M

y—=z Y —T
1. Que représentent w(x,y,t) et a(x,t) si X est la durée de vie d’un individu
pris au hasard dans une population ? Exprimer a(z,t) en fonction de f et F.

2. On appelle fonction de hasard de X, 'application h définie sur Ry par :
h(z) = a(z, ).

Interpréter h dans le cadre précisé dans la question précédente.

Apres avoir vérifié qu’il s’agit bien d’une densité, préciser la fonction de
hasard dans le cas ou f(z) = z.e~*" /2 pour tout z > 0.

3. Dans le cas général exprimer F' puis f en fonction de la primitive de h
s’annulant en 0.
Déterminer les lois a valeurs dans Ry & fonctions de hasard constantes.

4. En adaptant les définitions précédentes au cas d’une variable aléatoire a
valeurs dans R,

a) préciser la fonction de hasard pour la loi de fonction de répartition

définie sur R par F(z) =1—e® ;

b) étudier les variations de la fonction de hasard de la loi normale A(0,1).
On pourra appeler @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant
la loi A/(0,1), poser ¢ = ®' et utiliser le résultat :

1—-®(z) ~ plx)

z—+o00 T

Solution :

1. Le réel n(x,y,t) représente la probabilité que l'individu décede entre les
dates x et y sachant qu’il est toujours en vie a la date t.

Pour tout ¢t > 0, a(x,t) est la densité en x de la loi conditionnelle de X
sachant que (X > t) est réalisé. Autrement dit, a(z,t)Az est la probabilité
de déces instantané (entre z et  + Azx) a la date x sachant que l'individu est
vivant a la date ¢.

Aveclr < X <y]C[X >t],ona:
Pla<X<y) _ Fly —F(z)

P(X>t  1-F()

a(z,t) = lim F(y) — F(z) _ F'(x) _ f(x)
T usa (y—a)(1-F()  1-F(@)  1-F()

m(z,y,t) =
et

2. x h(z)Az représente la probabilité de déces instantané entre les instants
z et x + Az, sachant que lindividu est en vie a la date z. On a donc
h(z) = _flz) .

(@) 1-F(x)
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* La fonction f : ¢ t.e~t/2 est continue sur Rt positive et

+o0
/ te—t’/2 gt = [— e_t2/2]§°o =1
0

T
Pour tout z > 0 : F(x) = / te /2dt=1—e /2 et h(z) = z.
0

3. La fonction z — —In (1 — F(z)) admet h pour dérivée sur RT. Comme
F(0)=0,ona:

In(1-F(z)) = —/ h(t) dt
et ’

Fz) =1 —exp(— /Omh(t) dt), F(z) = h(z) exp (— /Omh(t) dt)

Lorsque h(z) = A > 0, on a f(z) = A.e % et on reconnait la loi exponentielle
de parametre A.

4. a) La fonction F est de classe C! sur R, avec
lim F(z) =0, lirf Fz)=1,f(z)=F'(z) =e e ®
T—r+00

T——00
La fonction f est continue sur R, positive et son intégrale sur R vaut :
lim F(z)— lim F(z)=1.
r—r—00

T—-+00
On a ainsi pour tout z réel :

-z, ,—e ¥

) = e e —e 2
hl) 1—(1—-e*")

b) Pour tout = réel h(z) = ngz)
—®(z

On a immédiatement lim h(z) = 0, et I"équivalent h(z) ~ x au voisinage
Tr—>—00

de +o0 entraine que lim h(z) = +oo.
r—+00
Avec ¢'(z) = —zp(x), on a :

W) = %( —2(1 - B(2)) + p(2))

Le signe de h'(z) est celui de 9(x) = p(z) —  + x2P(z), dont la dérivée est
P'(z) =¢'(z) =1+ ®(z) + zp(x) = P(x) =1 <0
Avec zErJIrlOO:r(l —®(z)) =0,ona IEIEOO (z) = 0. Cela entraine que 1 reste

positive sur R, c’est-a-dire que h est croissante sur R.

Démonstration de I’équivalent proposé.

Soit = > 0.

1— () =/:°°so<t>dt=/;°°@dt: [_y]*""_/;“’@dt
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_ olo) _ /*“ﬂpdt

x

+oo “+o0 1
Ona:0</ dt< / cp(t)dt:;[l—@(a:)].
Donc, au voisinage de +00, / (pt— dt = o(1 — ®(z))
Par suite, au voisinage de +o00 : 1 — &(z) ~ (pgrw)

Exercice 3.21.

On considére un entier n supérieur ou égal & 2 (susceptible de varier dans
certaines questions).

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On en tire successivement
et sans remise toutes les boules en notant, pour k € [1,n], X le numéro de
la k°™° boule tirée. Tous les tirages sont équiprobables.

On dit qu’un tirage complet des n boules présente un pic au rang k € [1,n]
si, pour tout i € [1, k], X; < X.

En particulier, tout tirage présente un pic au rang 1.

On note S, la variable aléatoire égale au nombre de pics apparus dans un
tirage.

1. Calculer P([S,, = n]) et P([S, = 1]).

2. L’entier k étant compris entre 1 et n, on considere la variable aléatoire Tj
prenant la valeur 1 si le tirage présente un pic au rang k, la valeur 0 sinon.

a) Déterminer, pour tout i € [1,n], la loi de T;.

b) Calculer I'espérance de la variable S,, et en donner un équivalent quand
n tend vers +o00.

3. On admet que, pour tout couple d’entiers (4, 7) vérifiant 1 < i < j < n, on

. _ 1.
a.P([ ; =11N[T; = 1]) i
Soit (4, j) un couple d’entiers vérifiant 1 < ¢ < j < n. Les variables T; et Tj
sont-elles indépendantes ?

4. Calculer la variance de la variable S, et en donner un équivalent quand n
tend vers 'infini.

—"—1|>5]):0.

5. Montrer que, pour tout réel € > 0, lim P([|
n—+4o00 Inn

Solution :

On considérera le modele (Q,7,P), ou Q est ensemble des n-listes
d’éléments distincts de [1,n], 7 'ensemble des parties de {2, et P la proba-
bilité uniforme sur (2, 7).
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1. x L’événement (S, = n) est réalisé si et seulement si les n numéros sont

tirés dans l'ordre croissant ; donc P(S,, =n) = %

* L’événement (S, = 1) est réalisé si et seulement si le seul pic du tirage est
obtenu au rang 1, ce qui est réalisé si et seulement si n est le premier numéro

— !
iré; ainsi (S = 1) = (X = n) et P(S, = 1) = % =L

2. a) Notons d’abord que T; est presque sre, de valeur 1.
Soit ¢ € [2,n]. La famille (X; = k)1<r<n formant un systeme complet d’évé-
nements, on a :
P(T;=1)= > P[(T; =1)n(X; = k)].
k=1
Or la probabilité de tirer k au rang i et de tirer dans [1, k — 1] entre les rangs
i—1
L Donc :

1 et ¢ — 1 est, apres simplification,
. i—1 _ 1§~ a1 (-1 & ( 1)

ALz R Afw;z ot il(%) kgz i—1

. (i—l)!(n) _1

ST i)

[On peut aussi dire : on ne conszdere que les i premiers tirages, la probabilité

que le plus grand numéro soit le i®™ vaut, par raison de syméirie, ?]

On en déduit que pour tout ¢ € [1,n], T; suit la loi de Bernoulli de parametre
L

b) Comme S,(2) C [1,n], S, admet une espérance. Comme S,, = f: T3,
il vient, lorsque n tend vers l’infini : =

Ewmzépa> 5 1

k=
3. Soit (i,7) un couple d’entiers tels que 1 < i < j < n. Alors
P((T; =1) N (T; =1)] = 75 = P(Ts = 1)P(T; = 1)

s|,_;

~lInn

[

Les événements (T; = 1) et (T; = 1) sont indépendants. Il en va de méme
des événements (T; = 0) ( i = 0), des événements (T; = 1) et (T; = 0),
et des événements (T; = 0) et (T = 1). Les variables aléatoires T; et T} sont
donc indépendantes.

4. 11 s’ensuit que : V(S,) = EV( i) = i(%—%)

i=1 ?
La série E = étant convergente il vient V(S,) ~ Inn.
i
n)

5. Soit ¢ > 0. Lorsque n tend vers l'infini, E(S,) étant équivalent a lnn, il

existe NV > 2 tel que pour tout n > N
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|E(Sn)

Inn _1|<%

Pour tout n > N :

S Sn — E(S,) E(S,) Sn — E(S,)
[ﬁ_”ZE}C“ Inn |2 e-| Inn _IHCU Inn |>%]
Par I'inégalité de Bienaymé-Cebishev, pour tout n > N :

Sn _ AV(S,) 4
P(|1nn 1|>¢) < (elnn)?  &’lnn

Cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini, donc :

lim P(|Pn —1]>¢) =0.

n—-400

Exercice 3.22.

La sécurité routiere fait une enquéte sur le nombre d’accidents survenus par
semaine sur un trongon d’autoroute. Soit X la variable aléatoire égale au
nombre d’accidents par semaine. On suppose que X suit la loi de Poisson de
parametre A\ inconnu.

On se propose d’évaluer le parametre e = P(X = 0).

On note les observations Xy, Xs,..., X, pendant n semaines. Les X; sont
supposées indépendantes et de méme loi que X.

1. Soit Y}, le nombre de fois o I’on n’a pas observé d’accident dans la semaine
d’observation, c’est-a-dire le nombre d’indices 7 tels que X; = 0.

Y, . -
Montrer que — est un estimateur sans biais convergent de e™.

Pourtant cet estimateur ne tient pas compte du fait que X suit une loi de

Poisson et on peut donc espérer trouver un meilleur estimateur sans biais

convergent.

X1 +Xo+-+ X
n

~ n . . .
2. a) Montrer que X,, = est un estimateur sans biais

convergent de A.
n
b) On pose S, = > X;. Quelle est la loi de S,, ?
i=1

Calculer I'espérance de e X» 3 laide du théoreme de transfert. Montrer que

e~%n est un estimateur biaisé de e~*. Montrer que lirf E(e=Xn) = e
n——+0oo

On dit alors que e X

™ est asymptotiquement sans biais.
¢) Calculer la variance de e=*». En conclure que e™*" est un estimateur

asymptotiquement sans biais convergent de e ~*.

Solution :

1. Y, suit la loi binomiale B(n,p), avec p = P(X = 0) =e .
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Donc E(Y,) =n.e™, V(Y,) =n.e (1 —e™*). Ainsi
“A(1 _ o=
B =, V(i) = )
n n n
ce qui signifie que % est un estimateur sans biais convergent de e~ .

2. a) X,, est une fonction des variables aléatoires (X;), et

E(X_”):T:/\’ V(X_”):T:n

ce qui signifie que X,, est un estimateur sans biais convergent de .
b) On sait (stabilité de la loi de Poisson) que S, suit la loi de Poisson
P(n) et X, = oo

L’espérance E(e~X") existe si et seulement si la série Se k/np(S, = k)
k

converge.

Or 0 < e */"P(S,, = k) < e *7™ ce dernier terme étant le terme général

d’une série géométrique de raison e /" < 1. Ainsi;

N +oo +oo k
Ee %) =% efk/nP(Sn =k =73 e—k/ng—nA (n/\‘)
k=0 k=0 k!
+00 —1/n\k
A nA (77)\6 ) _ a—nA[l—e” 1/
—=e kgo T —e [1—e ]
Lorsque n tend vers l'infini, 1 — e=%/" ~ % : donc

Hm nA(1—e /") =Xet lim e™\1=e """l =¢=A
n—-+o0o n—+00

On conclut que e~ Xn est asymptotiquement sans biais en tant qu’estimateur
de e™*.

¢) On sait que V(e=X») = E(e=2X») — E2(e=%"). Or :

E(eszn) — I o—2k/ng—2nA (”A)k — o—nAll—e™?/"]

=0 k!

d'ot : B
V(Q_X") — e—n)\[l—e72/"] _ e—2n>\[1—e71/"].
Lorsque n tend vers l'infini, alors 1 — e=2/" ~ % ; donc

Hm nA(1—e™2/7) =2\ et lim e mAl—e"*/"] = ¢=2),
n

n—+00 —+00
Donc lim V(e %») = 0, ce qui signifie que e X» est un estimateur
n—-+o0o

asymptotiquement sans biais convergent de e ~*.

Exercice 3.23.

Un étudiant doit passer un examen sous forme de questionnaire & choix
multiples (QCM). Le programme de ’examen comporte 100 sujets. Le QCM
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ne comporte que 20 questions choisies au hasard parmi les sujets étudiés.
Le candidat désirant optimiser son temps de révision se demande quelle
proportion p de sujets il doit réviser pour que ses chances de réussite soient
suffisantes. On suppose qu’il révise au moins 20 sujets.

Dans la correction du QCM, chaque réponse juste donne 1 point, une réponse
fausse donne 0. Si le candidat a révisé une question, sa réponse est forcément
juste. S’il ne connait pas la question, il choisit une réponse au hasard parmi
les quatre solutions proposées.

Soit p la proportion de sujets que ’étudiant a révisés. (On suppose que 100p
est un entier). Soit N la note qu’il a obtenu a I'examen.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de sujets qui tombent &
I’examen et que I’étudiant a étudiés et Y le nombre de réponses justes parmi
celles qu’il donne au hasard.

1. Soit (k,n) € [0,20]>.

Donner, en fonction de p, la loi suivie par X ainsi que son espérance.
Préciser la loi conditionnelle de Y sachant [X = k.

En déduire la probabilité P(N = n) en fonction de p (on ne cherchera pas a
simplifier I’expression).

2. a) Donner espérance de la loi conditionnelle de Y, conditionnée par la
réalisation de I’événement [X = k|. Cette espérance est notée E(Y/[X = k]).

b) Montrer que E(Y) = % E(Y/[X = kDP([X = k]). En déduire
k=0

I’espérance de Y puis celle de N. Combien I'étudiant doit-il réviser de sujets
pour que ’espérance de N soit égale a 147

3. a) L’étudiant, consciencieux, décide de réviser 64 sujets. Dans la suite,
I'unité de temps est ’heure. Le temps qu’il met pour réviser le sujet numéro
k est une variable aléatoire notée T}, qui suit la loi exponentielle de parametre
1/2. Les variables T}, sont mutuellement indépendantes. T est le temps total
que doit passer ’étudiant pour effectuer ses révisions.

Préciser la loi de T', son espérance et sa variance.

b) Par quelle loi peut-on approcher la loi de T'?
Cet étudiant travaille 8 heures par jour. Combien de temps de révision doit-il
prévoir pour avoir le temps de réviser les 64 sujets choisis avec une probabilité
au moins égale a 0,84 7
On rappelle que ®(1) ~ 0,8413, ot & désigne la fonction de répartition d’une
variable aléatoire suivant la loi A(0,1).

Solution :

1. a) * Chaque question ne tombant qu’une seule fois, X suit la loi d’un
tirage sans remise, c’est-a-dire une loi hypergéométrique. Donc X suit la loi
H(100,20,p) et E(X) = 20p.



118 ESCP-EAP 2003 - Oral

* Si [X = k] est réalisé, alors 20 — k fois, I’étudiant choisit une réponse
au hasard avec la probabilité 1/4 de succes. Ainsi Y suit la loi binomiale
B(20 — k, 1/4).

Soit n € [0,20]. La famille ([X = K])ogkgn est un systeme complet
d’événements.

On peut donc écrire :

P(N =n) = é}op(]v =n/X =k)P(X = k)

20 (1007) (100(1_—10)) 20 — k n—k;3y20-n
=2 L) o X(n—k)(%) (%)
= ()

Bien entendu P(N =n/X =k)=PY =n—k/X =k).

2.2) Ona B(Y/[X = k]) = 2L7E.
b) On a Y(Q2) = [0, 20] et :

E{Y)= iiP(Y =i) = ii(é}op(y =i/X = k)P(X = k))

-3 P(x = k)(ioj iP(Y =i/X = k))
k=0 =0

= éojoE(Y/[X = K)P(X = k) = :zzojo G-Ep(x=h

20 1 20
=5% P(X=k) -3 3 kP(X =k) =5—5p.
k=0 k=0

Comme N = X 4V, il vient E(N) = E(X)+ E(Y) =20p+5—5p =5+ 15p.
E(N) = 14 entraine que 15p = 9 soit p = % L’étudiant doit réviser 60 sujets.
3. a) Les variables aléatoires T}, suivent la loi exponentielle £(1/2) =T'(2,1).
Par stabilité de la somme des lois Gamma indépendantes, T' suit une loi
I'(2,64). Ainsi E(T) = 128, V(T) = 256.

b) Comme on peut considérer 64 comme un grand nombre, le théoreme

de la limite centrée permet de dire que la loi de %7\(/%) peut étre
approchée par la loi normale A/(0,1).
Donc 1—1% — 8 suit quasiment la loi normale N'(0,1). Si ® est sa fonction de
répartition :

P(T < a) ;o.s4<:>P(116—8< £ —8) > 084
On choisit « tel que @(% —8) =0.8413 = ®(1).

Par injectivité de @, on prend donc : @ = 9x16 = 144.

En travaillant 8 heures par jour, I’étudiant devra prévoir 18 jours de révisions.
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Exercice 3.24.

Soit a un nombre réel, a # —1.

an

Déterminer en fonction de a la nature de la série Y u,,.
n

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la suite
(un)n>o définisse une distribution de probabilité sur N.

c¢) Soit K € N fixé. Pour quelle valeur de ¢ (dépendant de a et K) la suite
(cun)n>k définit—elle une distribution de probabilité ?

1. a) On pose pour tout n > 0, u,, =

Soient X;, Xs,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes,
toutes de méme loi définie par :

aF

ou c a été défini dans la question précédente.

2. On suppose dans cette question que K est connu et on souhaite estimer a.
_ n
Onnote:Xn:lZXi

n
i=1

Déterminer en fonction de X,, un estimateur sans biais de a. Cet estimateur

est—il convergent ?

3. On suppose maintenant que a est connu et on souhaite estimer K.

On note : Y,, = min X,.
1<i<n

Déterminer la loi de Y}, ; Y, est—il un estimateur sans biais de K 7

Solution :

1 ( a
l1+a‘l+a
seulement si |#“a| < 1 soit, si et seulement si a > —1/2.

z . n 7. . .
1. a) On peut écrire u, = )". La série Y u, converge si et

b) (uy) définit une distribution de probabilité sur N si et seulement si :
e pour tout n € Nyu,, > 0, soit a > 0;

+o0 +oo 1 a n
. ngoun = 1. Or, pour tout a > 0, ngo m(m) =1.
En conclusion, (uy,) définit une distribution de probabilité sur N si et
seulement si @ > 0 (car @ = 0 donne up = 1 et u, = 0 pour n > 1, ce
qui ne définit pas une loi de probabilité sur N).

c¢) 11 suffit de calculer :

£ 1 a_ \n a K
P
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Comme a > 0, il suffit de prendre ¢ = (%I)K pour que la suite (cun)n>k

définisse une distribution de probabilité sur [K, +oo.

' L _ 1 _a k—K
2. Pour tout k € X;(Q), P(X; = k) = 17— +a(1 + a)
Ainsi X] = X; — (K — 1) suit la loi géométrique de parametre p = 1 }_ o

Des lors : -
EX,) =EX1))=K-1+E(X])=K+a
et Z, = X,, — K est un estimateur sans biais de a. De plus

X = bv(x) = Ly = et l)

V(Z,) =V(Xn) = n n
entraine que Z, est un estimateur convergent de a.
3. Par indépendance des variables aléatoires (X;), il vient, pour tout k > K

P(Y, > k) = f[ P(X; > k)

Or
+o00 :
) _ ]_ a j—K _ a k+1-K
P(X’>k)_1-i—a.7Z (l—l-a) _(1+a)
j=k+1
Done P(Y, > k) = (7 i a)n(k+17K), et pour tout k > K
n(k—K) n(k+1—K)
P(Y, = k) = (12) (1) .
Clairement, Y, =Y, — (K — 1) suit la loi géométrique G(1 — (1 f_ a)n) et
EY,) =K-14 ———
1- (1+a)n
Y, n’est pas un estimateur sans biais de K, mais un estimateur asympto-
tiquement sans biais de K, puisque lim ————— =1.
n—+oo 1 — (1+a)n

Exercice 3.25.

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I’ensemble des entiers positifs.
Montrer que :
n n—1
VneN, Y iP(X=i)= > P(X >k)—nP(X >n).
k=0

=0

Les nombres a et b sont des entiers naturels non nuls tels que a < b.

On effectue dans une urne contenant initialement b boules blanches et b boules
noires une suite infinie de tirages avec remise, en rajoutant dans 'urne a
boules blanches supplémentaires apres chaque tirage ayant donné une boule
blanche.

On note, pour tout entier naturel n non nul, A4, ’événement «les n premiers
tirages ont tous donné une boule blanche ».
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1. Montrer que :
na+b

Vn €N, P(A =—P(A
n €N, P(Ant1) na + 2b (An)
puis,
b
Vn e N, P(4,) < ——
" (4n) na—+b
2. Déterminer la probabilité de I’événement : B = «la boule noire n’a jamais

été tirée ».

On note alors X la variable aléatoire donnant le numéro du premier tirage
auquel est apparue la boule noire.

Comparer les événements X > k et Ay.

3. Calculer P(A,).
Etudier 'existence et si elle existe donner la valeur de ’espérance de X, dans
chacun des cas suivants :

a) b=a.

b) b = 2a.
On pourra dans ce dernier cas montrer l'existence de deux réels a et (3 tels
que :

1 a B
Vn €N, — .
e G DMy ntl a2

Solution :
1. Soit n € N*.
n n

2 iP(X =i) = L i(P(X >i-1) = P(X > i)

= SP(X >i—1)— 3 iP(X > i)
i=1 =0

= nf(z’ +1)P(X > i) — f} iP(X > 1)
i=0 =0

S P(X > i)~ nP(X > n)
=0

2. On peut écrire : P(An41) = P(Api1/An)P(A,) = %P(An).

En effet, «les n premiers tirages ont donné une boule blanche » correspond a
une remise de a boules blanches apres chaque tirage.

b

Montrons par récurrence sur n, que pour tout n > 1 P(A4,) < Py

, Jpy b b
C’est vérifié pour P(A4;) = 25 S pany ARL b > a.
Supposons que la relation est vérifié pour n. Alors, car b > a,

_ na+b na+b b _ b b
P(Ans1) = na+2bP(A”) ST 26%na+b — nat+2b S (n+1La+b
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3. L’événement B = «la boule noire n’a jamais été tirée » correspond a
+o0
B= 4,
n=1
Or la suite (A4,), est une suite décroissante. Donc

P(B) = P(+(_9|o P(A,)) = lim P(4,) =0.

n—-+o0o

b
car 0 < P(A4,) < Py

La variable aléatoire X est ainsi définie sur B de probabilité 1.

On a Ay = (X > k). En effet, si le rang d’apparition de la premiere boule
noire est strictement supérieur a k, cela signifie que les k premiers tirages ont
donné une boule blanche.

Réciproquement, si 'on n’a tiré que des boules blanches lors des k& premiers
tirages, le rang d’apparition de la premiere boule noire sera supérieur ou égal
ak+1.

( ) nﬁl b+ ka
4. On a évidemment : P(A,) = .
o 20+ ka

a)Sia=b,P(4,) = nL—l-l’ et d’apres la premiere question, E(X) existe si

et seulement si la série Y P(X > k) =Y P(A) converge. Ici E(X) n’existe
pas.

b) si b = 2a, il vient P(A,) = WG(TH-S) L’espérance E(X) existe et,
m nP(A,) =0, il vient :

comme li
n—-4o00

E(X)= 5 P(X > n).

n=0
Lo 6 __6 _ 6 )
On peut écrire : T2 Td) il n+3,donc.

S P sm=6(% L 5 Ly_gl_ 1
= SNy n+2 n+3/ " ‘2 N+3/

n=0
Finalement E(X) = 3.

Exercice 3.26.

Pour m > 1, on considére une série statistique (M;)1<i<m & deux variables.
La premiere variable est notée Z, la seconde T et on écrit M;(z;,t;) pour tout
ide{l,...,m}.

Pour les applications numériques on prend Z =T = 10, V(Z) = V(T) = 9

et cov(Z,T) =4 et on pose A = (Z 3)

On identifie les éléments de R? et de Ms 1 (R).
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1. a) Diagonaliser A dans une base orthonormale (ey, e2) de R? pour le produit
scalaire usuel.

Déterminer une matrice P de M»(R) telle que P~1 = P et {PAP soit
diagonale.

b) Pour tout (z,y) de R? on pose f(z,y) = (x y) x A x (C;)
f(z,y)

Montrer que l'application (z,y) + P admet un minimum et un
z )

maximum sur E = R? \ {(0,0)}, extremums que 1’on déterminera (on pourra
travailler dans la base (eq,e2)).

c¢) En déduire les (o, 8) de R? tels que a? + 3? = 1 qui donnent une série
statistique o Z + BT de variance maximale ; méme question pour aZ + T
de variance minimale. Déterminer les extremums.

d) Si 'on appelle u; = (a1, 61) un couple qui donne une série statistique
de variance minimale, déterminer une équation de la droite passant par le
point moyen de la série et dirigée par ce vecteur.

Montrer que cette droite est celle qui réalise le minimum de la somme des
carrés des distances des points M; a une droite A passant par le point
moyen Q(Z,T), d’équation az + By + ¢ = 0 dans le plan R> muni de sa
structure euclidienne canonique (on pourra utiliser la formule d(M;, A) =
laz; + Bt + ¢
arz+py+c=0).

Qu’en est-il si ’on n’impose plus a la droite de passer par 7

qui donne la distance d’un point M; a la droite A d’équation

2. Déterminer les (a, 3) tels que a > 0, 8 > 0 et a + 8 = 1 pour lesquels la
série statistique aZ + 3T admet une variance maximale que ’on déterminera ;
méme question pour aZ + BT de variance minimale.

Solution :

1. a) La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée. La méthode du pivot permet de déterminer les valeurs propres
de A, qui sont 5 et 13. Les sous-espaces propres associés sont

E13:Vect(}>, et E5:Vect<_ll>.

Si 'on pose P = % (} _11>, il vient :

tPAP = (13 0), avec P = P71,

0 5
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b) Pour tout u = (z,y) de E, on pose X = (;) On peut alors écrire
xl
X =PX' avec X' = ( ,) et
EXAX ={(tPAP)X ='X'DX' = 132" + 5y'2.

La matrice P étant orthogonale, on a x> + y> = /> + y'?, et donc

132" + 5y'2

c¢) On sait que
V(aZ + BT) = a*V(Z) + 2aB Cov(Z,T) + 32V (T) = f(a, B).

Pour o® + 32 = 1, on obtient deux séries statistiques U; = Z\'/%T et —U;
de variance maximale 13 et deux séries statistiques U; = Z—\7§T et —U; de

variance minimale 5 .

d) On prend uy = (aq, 1) = %(—1,1) et M(z,y) € A= (Q (%) ,uy)

si et seulement s’il existe A réel tel que (z —_Z,y_— T) = Muy, c’est-a-dire si
et seulement siz —Z=—-y—-Touz+y+ (T —Z)=0,soit z+y=0.
Pour (a, 8) # (0,0) et aZ + BT = —c, la somme considérée est :

_ & (ezitpti+0)? & [azi=2) + Bt~ T)P
A e = o+

V() a2,y V(1) = 2

D’apres ce qui précede, le minimum est atteint pour la droite indiquée.

Si I'on n’impose plus & la droite A de passer par €2, on rajoute a g(a, B) le
(aZ + BT + c)?
o’ + (2

est donc la meilleure.

terme m qui est positif ; la droite déterminée précédemment

2. Avec a + 3 = 1, on obtient :
V(aZ + BT) = f(a,1 — a) = a*V(Z) + 2a(1 — a) Cov(Z,T) + (1 — a)>V(T).

ou : h(a) = 10a* — 10a + 9 = 10(a — %)2 + %
Le maximum est atteint pour a € {0,1} et vaut 9, le minimum est atteint

-1 13
poura—2 et vaut 5 -

Exercice 3.27.

Un groupe de n naufragés, numérotés de 1 a n, a trouvé refuge sur une ile
déserte. Ils décident d’organiser des tours de garde : chaque jour et a tour de
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role, I'un d’entre eux est chargé de scruter I’horizon pour tenter d’apercevoir
un bateau salvateur.

Le naufragé numéro 1 prend le premier tour, ... et au bout de n jours le cycle
recommence.

L’unité de temps est le jour, ’histoire commence & ’instant 0 et on suppose
que le temps d’attente T du premier navire visible & ’horizon suit une loi
exponentielle de parametre A > 0.

1. On note N le jour ou le vigile apercoit un navire. Reconnaitre la loi de N
et donner son espérance et sa variance.

(Le jour 1 commence & l'instant 0 et se termine & linstant 1 ...)

2 Soit X le numéro du naufragé qui apercoit les secours. Déterminer la loi de

X.

3. a) Montrer que T est une variable sans mémoire, c’est—a—dire que T' vérifie
Y(z,t) € (RT)?, P(X >2+t/T >z)=P(T >t)

b) Soit Y la variable aléatoire égale & I’heure ot les naufragés apercoivent les

secours (on exprime cette heure en fraction de jour : minuit = 0, midi =1/2,

18h=3/4, ...).

Déterminer la fonction de répartition de Y et la loi de Y.

On estime & 6 heures le temps nécessaire a ’embarquement des naufragés.

Quelle est la probabilités que les naufragés soient embarqués le jour méme
ou ils apercoivent les secours ?

Solution :

1. a) On a immédiatement N () = N*. Pour tout &k > 1,
P(N=k)=Pk—1<T <k)=e M) oM — (] —e M) (e M)r L
Ainsi N suit la loi géométrique sur N* de parameétre p = 1 —e~*. On en

déduit :

BNV) = =, VM) =
L—e (1—e M
b) On a X(Q) = [1,n]. Le k™ naufragé est de garde les jours k, k + n,
k+2n,,....,k+pn,.... Ainsi

oo

X =k =UW=k+in)
=0
et
+00 +oo .
PX=k)=Y P(N=k+in)=(1—-e ) e Me-1+in)
i=0 =0

_l—e* (-1
= — =€ .
1— efn)\



126 ESCP-EAP 2003 - Oral

) )

Posons ¢ = e * €]0,1[. Comme, pour tout p > 0 diq( Yt =3 k¢t
k=0 k=1

on obtient aisément :

14+ n.e "FDN _(n 4 1)e ™
E(X)=
( ) (1 . ef)\)(l _ efn)\)

2. a) On vérifie que T est sans mémoire (c’est d’ailleurs une caractéristique
de la loi exponentielle).

b) On a Y(Q) = [0, 1] et pour tout ¢ € [0,1] :

Y <t)= UkR<T<k+1).
k=0
Donc . _ y
PYKt)=Y Ph<T<t+k)=(1-eM) S e =L1=e "
k=0 h=0 1—e

Une densité de Y est ainsi :
_ —\t
FO =9 de ™ Giepo ]
e

La probabilité que les naufragés embarquent le jour méme ou ils apercgoivent

les secours est :
1 _ e73)\t/4
—e

Exercice 3.28.

1. a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0,1).
Déterminer une densité de X?2.

Montrer que la loi suivie par X? est une loi Gamma dont on précisera les
parametres.

b) Soient X;, Xs, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi

n
que X. On pose Y,, = ZX,%
k=1
Préciser la loi suivie par Y,, son espérance et sa variance.
On dit que Y,, suit une loi du X* & n degrés de liberté.

2. On considére ’endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base
canonique de R® est :
2/3 -1/3 -1/3
A=1]-1/3 2/3 -1/3
-1/3 -1/3 2/3
Montrer que f est une projection orthogonale dont on précisera les éléments
caractéristiques.

3. Un point M, extrémité d’un vecteur V, se déplace de facon aléatoire dans
lespace R, muni de sa structure euclidienne canonique, la norme associée
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étant notée ||.||, de fagon que ses coordonnées X, X, et X3 suivent des lois
normales indépendantes A (0, 1).

a) Quelle est la loi de ||[V]|??

b) Soit P le plan d’équation x; + z2 + 3 = 0. On note D la variable
aléatoire égale au minimum de la distance de M au plan P, c’est-a-dire
D = min ||V - V'|.

Viep
Déterminer une densité de la variable aléatoire D.

Quelle est «en moyenne » la distance de ce point au plan ?

Solution :

1. a) Si X suit une loi normale N'(0,1), alors X2(Q) = RT et pour tout
z>0:
P(X? < @) = P& < X < V&) = (V&) — &(—/@) = 28(,/2) — 1.
Une densité de X? est donnée par :
0 siz <0
L 22 gp >0
2nx
Ainsi X2 suit la loi ['(2,1/2).
b) Par stabilité de la somme de lois gamma indépendantes, Y,, suit la loi
['(2,n/2) et
E(Y,) =n,V(Y,) = 2n.

2. On montre que A%2 = A, ce qui prouve que A est la matrice d'une projection.

On trouve :
1

KerA=Vect | 1], ImA = {(z,y,2) € R/ +y+ 2 =0}
1
Cela montre que Ker A et Im A sont orthogonaux, donc que A est la matrice
d’une projection orthogonale.

3.a) On a ||V||?> = X2 + X2 + X2. Donc ||V||? suit la loi du X2 & 3 degrés
de liberté, i.e. la loi I'(2,3/2).
b) D = ||V —=V'||, ou V' = f(V). La matrice associée a f étant A, il vient :

2X) — X2 — X;
Vl:% —X1+2X2—X3
~X1 — X +2X;
et
X1+ Xo+ X5
V-V =l [ X+ X+ X | = [V -V = 31X+ Xo + X)?,

X1+ X0+ X3
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Par stabilité des 101s normales indépendantes, X1 + X5+ X3 suit la loi normale
N(0,/3) ; donc —(X1 + X, + X3) suit la loi normale N'(0,v/3/3).

Comme D = §|X1 + Xs + X3, on a D(Q) = Rt et pour tout z > 0 :
P(D <) = P(~z < (X1 + Xs + X3) < )
Une densité de D est donc, en revenant a la loi N'(0,v/3/3) :
0 siz <0
Qﬁ e37%/2 gig >0
2w
L’espérance de D se calcule aisément :

+oo
E(D) = %/0 pe 92 dy =\ [Z.

Exercice 3.29.

On identifie R2 muni de sa structure euclidienne canonique au plan de la
géométrie usuelle. Soit, A une partie de [0, 1] x [0, 1] d’aire a.

On admet que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur [0, 1], la probabilité de I’événement [(X,Y) € A] est égale
aa.

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans lui-méme. On rappelle que aire
située entre la courbe, ’axe des abscisses et les droites d’équations z = 0 et

1
x =1 est égale & 'intégrale / f(¢) dt.
0

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1]. Quelle est la probabilité de ’événement [V < f(X)]?

2. Soit (Xp)nen+ et (Yn)nen+ deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Pour tout n € N* on appelle Z,, la variable de Bernoulli prenant la valeur 1
si I'événement [V, < f(X,,)] est réalisé, O sinon.

Pour tout n € N* on pose S, = Z1 + Zs + -+ - + Z,.

Quelle est la loi de S, 7 Quelle est la limite en loi de la variable S =
Sn = E(Sn)

V(Sn)

Dans la suite de ’exercice, on suppose que n est assez grand pour identifier

?

la loi de S} & cette loi limite. Quelle loi assigne-t-on alors a % ?

3. Soit ® la fonction de répartition de la loi A/(0,1). On rappelle que l'on a :
$(1,96) ~ 0,975. Déterminer P(—1,96 < S} < 1,96). En déduire que :

/ f(t)dt] < > 0,95
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—£U2U2

1
4. Montrer que pour tout = de Rt &(z) = % +/ \/3;— exp ( 5 )du.
0 ™

On pourrait vérifier que pour tout 0 < 2 < v/2m, la restriction de la fonction
2,2

x ( x
exp

V2T 2

On rappelle qu’en Pascal un appel & la fonction random produit un réel de

[0, 1] suivant la loi uniforme sur cet intervalle et que les appels successifs &

cette fonction sont indépendants.

On considere la fonction définie en Pascal de la maniére suivante.

function PHI(X :real) :real ;

var U , Y :real; k, S :integer ;

Begin

S :=0;

For k := 1 to 10000 do

Begin T :random; Y :=random ; if Y<X* exp(-X*X*T*T/2)/sqrt(2*pi)

then S := S+1 End;

PHI : = 0.5 + S/10000
end ;

Quel résultat fournit un appel a la fonction PHI pour 0 < X < /27 7

u —

) & I'intervalle [0, 1] est & valeurs dans [0, 1].

Solution :

1. D’apres les remarques de ’énoncé, I’événement [V < f(X)] représente
I’aire située entre la courbe, I’axe des abscisses et les droites X = 0 et X = 1.
Donc

P(Y < f(X)) = / f(tyt

2. La variable aléatoire S, est la somme de variables de Bernoulli indépendantes
de méme parametre p, donc S, suit la loi binomiale B(n,p), avec p =

/0 Cr

D’apres le théoreme de la limite centrée, la suite (S}), converge en loi vers
une variable suivant la loi A/(0,1).

Pour n assez grand, on peut supposer que % suit la loi ./\/(p, W)

3. On sait que P(—1.96 < S < 1.96) = 0.95. En posant M,, = %, on en
déduit que
P(|M, — E(M,)| < 1.96\/M,) = 0.95.

Comme p(1 —p) < i, on a /M, < \/%_n et 1.96/M,, < ﬁ Donc

1
(|22 —/0 F(t)dt]) > 0.95.
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4. Le changement de variable affine t = zu donne :

1 T
T 22?2 g, _ _1 / —t2/2
e du = e dt.
/0 V2 V2o

1 T
1 X —z2u?/2 _ 1 / —t2/2 _
4 _z_ du = — dt = & (x).
5 /0 o e u o ﬂx)e (z)

—a%u?/2

Donc

La fonction h : u — —X—e
2T

est décroissante et h(0) = —E— < 1, h(1) < 1. Elle est donc & valeurs dans

Vor
[0, 1.

D’aprés ce qui précede, 'appel a PHI(X) fournit avec une probabilité
supérieure a 0.95, une valeur approchée a moins de 1% de ®(X).

restreinte & I'intervalle [0, 1] y est positive,

Exercice 3.30.

On dispose de n pieces non équilibrées (n > 2). Chaque piece peut amener
Pile avec la probabilité p (0 < p < 1) et face avec la probabilité ¢ = 1 — p.
On lance les n pieces de monnaie en I'air toutes ensemble.

1. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de pieces ayant amené
Pile. Déterminer la loi de X.

2. Justine a les yeux bandés et n’a pas assisté au lancer. Elle choisit au hasard
k pieces parmi les n, k étant un nombre fixé a priori avec 0 < k < n. Ele
gagne alors parmi les k pieces celles qui présentent Pile. Déterminer la loi de
la variable aléatoire Y égale au nombre de pieces gagnées par Justine.

3. On soupconne Justine d’avoir triché en ayant essayé de deviner au toucher
les pieces ayant amené Pile. On lui demande donc de relancer les k pieces
qu’elle a choisies ; elle gagnera celles, parmi les k, qui ameneront Pile.

Soit Z la variable aléatoire représentant ce nouveau gain.

a) Déterminer la loi de Z. Quel commentaire peut—on faire ?

b) Soit W la variable aléatoire représentant le nombre de Pile parmi les
n — k pieces non choisies par Justine.
Déterminer la loi de W.

Solution :

1. On lance les n piéces ensemble. Chaque piece a la probabilité p d’amener
Pile, X suit donc la loi binomiale B(n, p).

2. On a Y(Q) = [0,k]. En utilisant le systéme complet d’événements
(X =1i)ogign, On peut écrire, pour tout j € [0, k] :

myzﬁzépwzyxznmxzw
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Or si ’événement (Y = j) est réalisé, on a j < 7 et k— j Faces ont été choisis,
donc il y a eu n — (k — j) Pile au maximum. Ainsi :
n—k+j
PY =j)= ) PY=j/X=iPX=1i).
i=j
Or P(Y =j/X =i) = M et P(X =1i) = (?)piqn_i. Donc :

(%)

Py =i = 3 GG (M)pan

= ()
i (Bt E (0 g - G

. j
i=j
Ainsi Y suit la loi binomiale B(k, p).

3. a) La variable aléatoire Z suit la loi binomiale B(k,p) (comme somme
de variables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes et de méme
parametre). Ainsi Y et Z suivent la méme loi; ceci n’est pas étonnant car
il n’y a aucune différence entre d’une part, choisir k pieces apres les avoir
lancées, et sélectionner k pieces parmi n et les lancer pour observer le nombre
de Piles apparus, d’autre part.

b) Par le méme raisonnement W suit la loi binomiale B(n — k, p).

Exercice 3.31.

1. Montrer que la fonction @ — sin(z) réalise une bijection de [ — %, %] sur
[-1,1].

On note arcsin sa bijection réciproque.

Montrer que la fonction arcsin est dérivable sur |—1, 1] et calculer sa dérivée.

2. Soit 1 /1 dr Montre e cette intégrale est convergente et
. 1 = N nirer qu 11 I Nnvergen
o m/x(l—x)

la calculer (On pourra effectuer le changement de variable u = 1 — 2z).

0 siz <0
1 .

3. a) Montrer que la fonction f donnée par : f(z) = oll—2) si0 <z <1,
0 siz >0

définit une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire de densité f. On dit que X suit la loi
Beta(1/2,1/2) ou loi de I’arcsinus.

b) Déterminer la fonction de répartition de X, ainsi que son espérance
(pour le calcul de I’espérance, on pourra poser x = sin”(f)).
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4. L’univers est ’ensemble des années écoulées depuis l'invention du ther-
mometre ! Soit X la variable aléatoire associant & chaque année la température

relevée a Paris le ler janvier a midi.
X +16

On estime que la variable aléatoire Y = suit la loi de ’arcsinus.

Quel est I’ensemble des valeurs prises par X 7
Calculer les probabilités suivantes :

P([-16 < X < —8JU[8 < X < 16]) et P(—8 < X < 8).
(On donne arcsin(1/2) = 7/6 car sin(7/6) = 1/2.)

Avez-vous un commentaire & faire ?

Solution :

1. La fonction g : = +— sinxz est continue et strictement croissante de
[-7/2,7/2] sur [—1,1]. Elle réalise une bijection entre ces deux intervalles.

On a ¢'(z) = cosx; donc g1 est dérivable sauf en g(—7n/2) = —1 et

g(m/2) =1 et pour tout z €]—-1,1] :

(g7 (x) = 1

— 1
cos(arcsinz) /1 — g2

2. La fonction h : & — ——L— est continue sur 10, 1[.
z(1 —z)
Au voisinage de 0, h(z) ~ L dont l'intégrale converge (critere de Riemann).

VT
1

Au voisinage de 1, h(z) ~ =2 dont lintégrale converge (critere de
-z

Riemann).
Ainsi I existe. Le changement de variable proposé est affine. On obtient :

1
da 1 / 2du Lioein o]t
— == | —/&=— = >|arcsinu
o m/z(l —x) 2n [ 1\/1—u? ”[ ]_1
3. a) La fonction f est positive sur R, elle y est continue, sauf en 0 et en 1 et
son intégrale sur R est égale a 1. Ainsi f est une densité de probabilité.

I= =1

b) Si 0 < # < 1, en posant le changement de variable affine v = 1 — 2¢, il

vient :
1
dt

T
F:L“:/¢:l —dt 1 1,sin(l - 22).
(=) o T/t —t) Tlicop/1—u2z 2 7 ( )
La fonction z — 2 = /5%~ est continue sur [0, 1] et équivalente
Va(l - z) 1-z

au voisinage de 1 & z — i L’espérance de X existe donc, et en posant
11—z

le changement de variable 2 = sin? @ de classe C', on obtient :
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2 5in? fdb = 1

1 w/2
B(X)= | —£—= / 2
(X) /0 v/ z(l —x) o T 2
Notons que ce résultat était évident par symétrie par rapport a % de f.
4. On a X(Q) =]-16,16[ et :
P(-16 < X < —8) = P(0 < £+£16 -

1y _1_ 1 oy 11 _ 1
CaI'F(Z)—E—Earcsln(g)—i—g—g.
Par symétrie P(8<X<16):%;d0nc
P(-16 < X < -8)UB< X <16)] =%, ot P(-8<X<8 =3

Il semble qu’il y ait plus de températures «extrémes» que de températures
«normales ».

Exercice 3.32.
On considere une expérience aléatoire modélisée par le programme suivant

Program exoescp ;
Uses crt ;
Var x,i,n,a :Integer;
Begin
Randomize ;
Readln(n) ;
x :=0;
For i := 1 To n Do
Begin
If x=0 Then x := -1+Random(2)*2 Else x := -1+Random(3) ;
Write(x,’ )
End ;
Readln
End.

1. Décrire I’expérience ainsi modélisée.

On rappelle que Random(n) (n est une variable du type Integer) retourne au
hasard une des n valeurs comprises entre 0 et n — 1.

2. Pour tout entier £ < n, on note Xj, la variable aléatoire « k-eme nombre
affiché ». Déterminer X () puis la loi de Xy conditionnée par celle de Xy.

3. En déduire la loi, ’espérance et la variance de X}. Pouvait-on prévoir la
valeur de ’espérance ?

4. Modifier le programme précédent pour qu’il donne la premiere valeur (non
nulle) de k pour laquelle X; = 0. On note Y cette valeur.

5. Donner la loi, 'espérance et la variance de Y.
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Solution :

1. 1l s’agit d’une marche aléatoire sur un axe marqué de 3 points, —1, 0 et 1.
Le mobile z part de 0. Quand il est en 0, il va avec la méme probabilité 1/2
en 'un des 2 autres points 1 ou —1. Lorsqu’il est en 'un des autres points, il
va avec la méme probabilité 1/3 en 'un des 3 points possibles 1, —1 ou 0.

2. X, est affixe du mobile a l'instant k. On a X;(Q) = {-1,0,1}.
La loi conditionnelle de X1 sachant X}, est donnée par le tableau suivant :

Xe\Xep1] -1 ] 0 ] 1
-1 1/3 [1/3]1/3
0 12 | 0 |1/2
1 1/3 | 1/3] 1/3
3. En notant ag, by et ¢ respectivement P(X, = —1), P(X); = 0) et

P(X) = 1), on a d’apres la formule des probabilités totales et le tableau
précédent :

py1 = %an + %bn + %cn
b1 = %an + %cn
Cn+1 = %an + %bn + %cn
Comme on pouvait s’y attendre apt1 = cpt1 (—1 et 1 jouant des roles

symétriques)
On a aussi a,, = ¢, €t a1 = %an + %an,l.
Cette relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a pour équation caractéristique

322 —2r — 1 =0, de racines 1 et —1/3, ce qui donne : il existe \, u tels que

anzz\(—%)nJru

En tenant compte des conditions initiales (z part de 0, donc ag = ¢o = 0,b9 =
1), il vient

(_1)n+1
(=

oolw

an = +1)

On obtient ainsi la loi demandée :

P(X,=—1) = P(X, =1) = 3(1 = (=3)"), P(X, = 0) = 3(1 = (=§)"")

On obtient bien entendu E(X,) = 0, ce qui est normal vu la symétrie du
probleme, et

V(X,) = B(X2) = (1 - (-3)")
4. On peut par exemple écrire le programme suivant, :

Program exoescp03 ;
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Uses crt ;

Var x,y,a : Integer;
Begin

Randomize ; Clrscr ;

x :=0; y:=0; a:=0;

Repeat
y =yt
If x=0 Then Begin a := a+l;
x := —-1+Random(2)*2
End

Else x :=-1+Random(3) ;
Until(a=2) ;
Writeln(’ y = ’,y) ; Readln;
End.

5.Y — 1 suit la loi géométrique de parametre 1/3 (revenir en 0 & partir de 1
ou —1)
Onadonc E(Y)=3+1=4et V(Y) = 1-1/3 —

(1/3)*

6.

Exercice 3.33.

Soit X une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F
X

continue sur R. On pose pour tout a > 0, X, = L—J (].] désigne la partie
a

entiere) et on suppose que X, suit une loi géométrique, au sens ou il existe
q(a) €]0,1] tel que :

VkeN, P(X,=k) = (1—q(a))(g(a)*
1— F(az).

On pose, pour z € R et a > 0 fixé, G(z)

1. Exprimer P(X, = k) a l’aide de G.

2. En déduire que pour tout a > 0 et pour tout k£ € N,
F(ak) =1~ (q(a))*

3. Soient (m,n) € N x N* ; exprimer q(%) en fonction de ¢(1), m et n. En
déduire g(a) en supposant connu le résultat suivant :

deuzx fonctions continues sur un intervalle I C R qui concident sur les
nombres rationnels de I sont égales sur I.

4. Quelle est la loi suivie par X 7

5. Etudier la convergence en loi de Y, = aX, lorsque a — 0.

Solution :

1.0n a:
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P(X,=k)=P(k <& <k+1) = Fa(k+1)) - F(ak) = G(k) — G(k +1).

2. On a donc, pour tout k > 1, G(k) — G(k + 1) = (q(a))* — (q(a))**!; en

sommant sur les j de 1 & k, on obtient G(k) = (q(a))* — 1 + G(0) = (g(a))*

puisque F est continue et X > 0. Donc, en posant H(z) =1 — F(
Va>0,Yk €N H(ak) =1— F(ak) = (¢(a ))"

3. De H(ak) = (q(a))*, on tire H(a) = q(a) (k = 1) donc q(ak) = (q(a))*
pour tout a >0 et k € N.
Il en résulte que pour k entier, (k) = (g(1))* puis

g(m) = q(Mn) = (¢("))" = (¢(1))™, donc ¢(M) = (¢(1)) 7.

n
Par le résultat admis, on prolonge la formule précédente par continuité a la
demi-droite réelle positive. En posant g(1) = exp(—\) avec A > 0, on a :

q(a) = exp(—Aa)
4. On en déduit immédiatement que X suit la loi exponentielle de parametre

A et on vérifie que la réciproque est vraie.

5. On peut écrire :
_ _ t
P(Y, >t) = P(aX, >t) = P(X, > 5)
+o0o

= Y (1-q(a)(g(a)" = (q(a)™@.

n=ng(a)

oung(a) =inf{n e N / n > } = [éJ + 1. Donc, lorsque a tend vers 0 :

P(Y,>t)=exp(— J +1)) - exp(—At).

Ainsi la fonction de répartition F, de la variable aléatoire Y, converge, point
par point, vers F' lorsque a tend vers 0 (i.e. Y, converge en loi vers X).

Exercice 3.34.
Soit @ un nombre réel tel que 0 < a < 1 et b un nombre réel strictement
positif.
On considere un couple (X,Y) de variables aléatoires & valeurs dans N?, dont
la loi de probabilité est donnée par :
' 0 st <y
P(X =i,y =) =< bletal(1—a)~i
JHi = )!

sii>j

1. Déterminer la loi de probabilité de X. Déterminer, si elles existent, son
espérance et sa variance.

2. Déterminer la loi de probabilité de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
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4. Soit Z la variable aléatoire Z = X — Y. Déterminer sa loi.

5. Les variables Y et Z sont-elles indépendantes ?

Solution :

1. On a X(©) = N et pour tout i € N :

too Pia—b i\ o i n—b
PX =)= P(X =i,y =j) = L& 5 (Nai(1 —ayii = Mo
j=0 oo 2!

Ainsi X suit la loi de Poisson P(b). On sait qu’alors E(X) = V(X) = b.
2. Recommengons pour la loi de Y. On a Y (©2) = N et pour tout j = N :
P(Y =j)= ¥ POX =iy =j) = et 5 RO
_de bW +ZOO (b(1 - a))’ _ (ab)’ e—ab.

1= ! j!
Ainsi YV suit la loi de Poisson P(ab).
3. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car, par exemple :
PX=0NnY=1)=0#£P(X=0)P(Y =1).
4. On a de nouveau Z(Q2) = N et pour tout k € N :
P(Z =Fk) = P(jLEJN[(X =j+k)NY =j))
_ b (1 —a)ke™? £ (ab)! _ (b(1 — a))* o

k! = J! k!
Ainsi Z suit la loi de Poisson P(b(1 — a)).

—b(1—a)

5. Les variables aléatoires Z et Y sont indépendantes car, pour tout (j, k) €
Whe bl (1 —a)k

jlk!
§ o—bll—a) — btreal (1 — a)*

PY =j)P(Z=k)= (aﬁ)j e’“bxw i1k

PY =jNZ=k=PY =jnX=j+k) =

Exercice 3.35.
X est une variable aléatoire suivant la loi normale A(m, o). On pose Y = eX.
1. a) Déterminer la loi de Y. On note LN (m, o) cette loi.
b) Calculer ’espérance de Y.
On pourra admettre que V(Y') = e2m+o” (e‘72 —1).

2. Soient Y7 et Y5 deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois
LN(ml, 01) et LN(mQ,O'Z).
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Quelle est la loi de Z = Y7Y5 7 son espérance ? sa variance ?

3. Quelle est la loi du produit de n variables indépendantes suivant la loi
LN(m,o)?

_em

4. On pose T =

o.e™

a) Calculer E(T) et V(T) et étudier leur limite lorsque o tend vers 0.

b) Déterminer une densité g, de 7' qui soit continue sur R.

Solution :

1. a) On a Y (Q) =]0, 400, et pour tout y > 0 :
Fy(y) = P(Y <y) = P(eX <y) = P(X <Iny) = Fx(lny)
Par dérivation, une densité de Y est alors définie par :
0 siy<0
2
frig)=9q 1 -t
yov2m

b) Par le théoreéme de transfert, il vient :

+o0 1 _(ac—m)2
EY)= ete 207 d
) [m oV2r v
2,2 2

+oo  (z—m—0”)
_ 1 / e 202 emtot/2 4y — oMt T
oV2r)

sinon

De méme :

(z—m)*

400 1
E(Y? :/ ——e¥e 200 dgx
¥ —o OV2T

+oo  (z—m—202)>2
— 1 / e* 202 e2m+2¢72 dr = e2m—i—2¢72
oV2T ) _o

et

V(Y) = e2mto’ (o7’ —1).
2.0naZ(Q) =]0,+o0f,et InZ =InY; +1nY5.
On sait que In Y7 suit la loi normale A/ (m1, 1), et que In Y5 suit la loi normale
N(ma,o2).
Comme Y7 et Y5 sont indépendantes, InY; et InY5 le sont également et Z
suit la loi normale N (my + ms,\/0} + 03).
Par la question précédente Z suit la loi LN (my + ma,\/0} + 03), et

2, 2
g1+os

E(Z) — em1+m2+ > ,V(Z) — eZ(mlerz)Jr(r%JrU% (eU%JrU% _ 1)

3. Une récurrence élémentaire sur n montre que le produit de n variables
aléatoires indépendantes suivant la loi LN (m, o) suit la loi LN (nm,o\/n).
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4. a) Par propriétés de I’espérance et de la variance

2 2 2
__1 Camy 721 __1 _e7 (e =1
B(1) = L) - em) = =1 vy = vy =
Lorsque o tend vers 0, on a E(T) ~ % et lirrb E(T) = 0; de méme
o—r

lim V(T) = 1.
o—0
b) On peut écrire :

T:#<:>Y:em(1+UT)<:>X:m+ln(l+UT)
oe

e X-m _ 1y 4,T).
g g

Ainsi T(Q2) =]—1/0, +00[ et pour tout = > —% :

Fr(z) = P(T<2) = P(A=2 < Lin(i 4+ 02)) =@(Ln(1 + 0w)).
ol ® est la fonction de répartition de la loi normale N(0,1).
Une densité g, de T est alors définie par :

g0 (z) = { \/%7 exp (— #[ln(l +02))? +In(l +oz)) siz>-1/o

On remarque que lim T
dned zﬂf(l/tr)"'gg( )

définie est continue sur R.

0 sinon
= 0 = g,(0), ce qui signifie que g, ainsi

Exercice 3.36.

1
1. Soit ¢ €10, 1]. Etudier la convergence de lintégrale I = / (1_17115)2(#'

0 —q
Déterminer deux réels a et b tels que

1 _a b
et en déduire le calcul de 'intégrale 1.
Dans la suite, on considéere une suite (Xj)ren+ de variables aléatoires
indépendantes de méme loi exponentielle de parametre 1.

2. Po € N*, on pose U,, = min (Xp).
ur n np n 12}32n( k)

Déterminer la loi de U, son espérance et sa variance.

3. Soit N une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre
p €]0,1[ sur N*. On suppose N indépendante des X}, pour tout k. On définit,
pour w appartenant a 'univers (Q :
U(w) = i X
W)= 7R, (Xe)

Déterminer la loi de U et son espérance si elle en admet une.

Solution :
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1117152 est continue sur ]0,1] car 0 < ¢ < 1,

(1—qt)

et vérifie ¢(t) ~ —Int > 0, qui est d’intégrale convergente en 0 (primitive
0

1. La fonction ¢ : t +— —

de limite finie ou régle de Riemann); il en va donc de méme pour ¢ et I
converge.
On trouve par identification :
-1, _4q

t(l—gqt) t 1—gqt
Pour exploiter la décomposition demandée, on procede d’abord & une
intégration par parties, avec une borne propre & la place de 0, ou les ter-
mes écrits divergent.
Pour a €10,1] :

1 1 1
1 11 111
—f L=l 1] /———dt
/a a— e MotToal.t ) taT—a

! 1
_ Ina 1 1 q _ Ina 1 t
_q(l—qa)+Q/a (t+1—qt)dt q(l—qa)+[q ln(l—qt)]a
Ina 1 1 1 a
=——=2 +2In(+—)—-=1
g ta =)~ (=)
__1 _ lna 1 1 _
= qln(l q) + J [l—qa 1]+q1n(1 qa)

-1 _ alne 1 _ _1 _
= qln(l q)+1_qa+ In(1 qa)a—_ﬂﬁ qln(l q)-

q
Soit : :
I =— n(l —l])

q
2. Les variables U,, sont a valeurs dans R, comme les X}, et, par indépendance
des Xy, pour z > 0,

P(U, >z) =[] P(Xp >z)=e "
k=1

donc U, suit la loi exponentielle de parametre n, d’espérance % et de variance
1

TL2

3. En conditionnant par le systéme complet d’événements (N = n),en+ on
a, pour z > 0,

p(U>x):fP(Um/N:n)P(N:n):fp(Unm)P(N:n)

400

— Ee—nqun—lzpe—m _
n=1 n=0 1- ge

(ot ¢ =1 —p), d’ou la fonction de répartition G de U :

T

+i?o(q-e‘””)" =_LC

T

-k _1-e”
G(z) = 1—ge™ 1—gqe™®
0 pour z <0

pour z > 0
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Par dérivation, une densité de U sur RT est :

e *(l-ge®)-(1-e®)ge® (-ge”
(1—qe™®)’ C (L—gqe™®)?

Alors, la fonction z — zg(x) est continue sur Ry et vérifie z g(x) ol

g(z) =

pre~® = o(1/z?), donc a une intégrale convergente en +oo d’aprés la régle
de Riemann, et U admet une espérance.

Le changement de variable ¢ = e™* donne :

“+ 00 _z 1
EU:/ Ldm:p/idtzzﬂ
© o (1—ge™®)? o (1—qt)’

Soit :

EU) = —g Inp.

Exercice 3.37.
Soit n un entier naturel, » > 1. On pose :
fn(a:):{a"(l n) si0<z<n
0 sinon
1. Déterminer a,, pour que f, soit une densité d’une variable aléatoire réelle

continue.

2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires de densité f,.

Montrer que, pour tout entier naturel k¥ non nul, X,, possede un moment

d’ordre k, que I’on calculera.

3. Déterminer la fonction de répartition F), de X,.

Déterminer pour tout z réel, la limite hf}rl F,(z). On note cette limite F'(z).
n—-+o0o

La fonction F' est—elle une fonction de répartition d’une variable aléatoire ?
La suite (X,) admet-elle une limite en loi ? Si oui, la déterminer.

Solution :

1. La fonction f, est continue sur R sauf éventuellement en = 0. Elle y est

positive si et seulement si a,, > 0. Enfin
+0oo

— AN — n_
N fn(:r)d:r—an/o (1 n) da:—ann+1.

Ainsi f,, est une densité de probabilité sur R si et seulement si a, = & +1

2. Pour tout k € N*,  — 2%f,(x) est continue sur [0,n]. Ainsi tous les
moments existent.
Une intégration par parties élémentaire donne :

n n k n _ n+1 k
o= [ k0= )t = gty [ 0 ) e = M e
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D’ou : . -
Ink: k'nk / (1_£)n+kd _ n+
FEmA DM+ mER )y n T+ k+ 1)
3. 11 vient :
0 ) siz <0
Fn(a:):{l—(l—%)n+ siz € [0,n]
1 six>n

Soit z € R *fixé. Pour tout n > z on a
_ = _Zz ~ =
In(l1 — Fp(z)) = (n+1)In(1 n) el
Donc :
lim F,(z)=1-e"".
n—+oo
On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle £(1). La suite

(X,) tend, en loi, vers la loi exponentielle £(1).

Exercice 3.38.
Soit f la fonction définie par :

V€0, 1], f(z) 1 et Ve €]—o00,0] UL, +oof, f() = 0.

T2 1 +2x
1. a) Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire X.
b) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
c) Déterminer 'existence et la valeur éventuelle de E(X) et V(X).

1 1 . - 1
2. On pose Y = X et N = LYJ (N est la partie entiere de d ).

a) Déterminer la loi de Y.
b) Déterminer la loi de N.
c) Y et N ont-elles une espérance ?

3. On pose Z = Y — N. Déterminer la loi de Z. La variable aléatoire Z a-t-elle
une espérance ?

Solution :
1. a) La fonction f est positive ou nulle sur R, continue sauf en 0 et 1 et
1
1t
o N2 1+1¢

Ainsi f est une densité sur R.

b) La fonction de répartition Fx de X est alors :

0 siz <0

Fx(z) = % si0<
1 six >
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c)Ona:

1
E(X+1):/Oﬁ—”52:ﬁetE(X):nL—1

1

_ _3ln2-—-2
VX)=V(X+1) _W

2.a) On a Y (R2) =]1,4o00[ et pour tout y > 1 :
P(Y <y)=P(X > ) =1~ Fx(3)
Une densité de Y est donc définie par :
0 siy <1
= 1 1 ;
b) On a N(2) = N* et pour tout n > 1 :
P(N=n)=Ph< 4 <n+1)=P(-1;<x<i)

1

n(n + 2

-

X n+1
=5 (n(t+ 1)y —m(+ %)) = s (1+
c) Comme l'intégrale /1+°OldTyy diverge, Y n’admet pas d’espérance.
D’autre part, nln (1 + m) o 1

d’espérance.

3.0naZ(Q)=[0,1[et pour tout 0 <z < 1:
+0o

—+o0
P(Z < z) = P( U(n<%<n+z)): ZP(n<%<n+z)
n=1 n=1

o et la variable N n’admet pas

+o00
= > (Fy(n) = Fy(n+z)).
n=1
Or
Fy(n) = Fy (n+2) = g (In(n+1) =lnn — In(n + 1+ 2) + In(n + 2))
donc
N
3 1500 491 = ly (-5 AL
im 5 CIn(l+2)
i S0 = o 9] - M)
Donc, finalement :
0 siz<0
_ ) In(l4+2) .
FZ(Z)_ “In2 sing<z<1
1 siz>1

Ainsi Z suit la méme loi que X et admet les mémes moments.



