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On s'intéresse dans ce probleme a l'énergie d'un graphe qui est définie a partir de l'énergie de sa matrice d'adjacence. 4

L'énergie d'un graphe a été introduite en 1978 par Ivan Gutman. Ce n'est qu'a partir des années 2000 que des recherches
approfondies sur cette notion ont été entreprises.

Aujourd'hut plus de deux articles par semaine sont publiés sur 'énergie des graphes avec de nombreuses applications
dans divers domaines scientifiques.

Les parties 2 et 3 sont indépendantes et un bref aide-mémoire Python se trouve en fin de sujet.
Dans tout le probleme n est un entier supérieur ou égal a 2.

(L)eln]?

On rappelle que la notation Z est analogue a la notation
1<ij<n

) L’avis du chef ! C

Un probleme intéressant mé-
lant graphes et matrices. Une
bonne connaissance du cours
sur les matrices était nécessaire
(LE COURS, LE COURS, LE
COURS).

Sujet trés calculatoire par
ailleurs, avec beaucoup de ma-
nipulations d'inégalités.
Quelques lourdeurs par endroits,
dues a de nombreux résultats
intermédiatres fournts...

Un sujet sur lequel s'entratner
puisqu'il contient suffisamment
de questions et méthodes clas-
siques !

PARTIE 1 - ENERGIE ET TRACE D'UNE MATRICE

1. Soit A une matrice carrée symétrique appartenant a M ,(R). Justifier l'existence d’'une matrice carrée inversible
P appartenant & M,(R) telle que P~'AP soit une matrice diagonale. Que peut-on dire des éléments diagonaux
de P'AP?

= Pour info...
Répartition des points de ba-
reme :

e partie 1:19%

e partie 2 : 17%

e partie 3 : 64%

Le 20/20 était a 60% des points

de baréme.

Puisque A est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable dans M, (R). Il existe donc deux matrices
P, D e M,(R) telles que :

o P est inversible,

e [ est diagonale constituée des valeurs propres de A,

e A=PDP', donc D= P 'AP.
Par conséquent, P~'AP est diagonale et ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.

n

» En notant Ay, ..., A, les éléments diagonaux de P~'AP, on pose alors E(A) = Z |Ac], on nomme ce réel positif

? L’avis du chef !

On pourrait s'attendre, de la part
d'un tel sujet, davantage de soin
dans la présentation des énoncés.
A la formulation 'montrer que

.. st ., on préfere, de tres loin,

la formulation 'montrer que st ...
alors .."

= Rappel...

Le rang est invariant par opéra-
tions élémentaires sur les lignes
et sur les colonnes.

k=1
[8nergie de A. On admet que cette somme ne dépend pas du choix de P.
L
2. Montrer que E(A)=3sitA=|[—-1 0 0
-1 0 0
1T =1 =1
Supposons A= | =1 0 0 |. Déterminons ses valeurs propres afin de calculer son énergie.
-1 0 0
Soit A€ R. Ona:
Ae Sp(A) &= rg(A—AL) <3
Or:
T—4 =1 -1
rg(A — Al) = rg 1 A0
/\ > /77 7w O 7/1
-1 -2 0
= rg 1—A 1 1
Ly — L+ (1—=A)L o )
O 1 0 A
—1 —A 0
= rq 0 1= A+ 4 1
(,‘ — (\‘ - (\‘, O /‘\ 7/“
—1 —A 0
= rq 0 P R
0 0 —A
—1 —A 0
Or, la matrice 0 22—+ =1 est triangulaire ; elle est donc non inversible si, et seulement s, elle
0 0 —A

possede au moins un coefficient diagonal nul.
Par conséquent :

o

—2—-X+A =0
reESpA) ou
—A =0

& Méthode !

On aurait également pu faire
autrement en remarquant que :
e 0 est valeur propre de A, car A
n'est pas inversible...
e —1 est valeur propre de A
car la somme des coefficients de
chaque ligne vaut —1 (et donc
1
1
1
e pour trouver la derniere, on
utilise le fait que A est diagona-
lisable (car symétrique), donc la
derniére VP s'obtient en utilisant
que la somme des 3 VP éqale la
somme des coefficients diagonaux
de la matrice (on en reparle juste
un peu plus loin...) : donc 2 est
VP. Il reste a le démontrer par

est vecteur propre associé)

—
contre (en exhibant un VP par
exemple)



www.jeremylegendre.fr

ou
= A=2
ou
A=0
Dot :
Sp(A) = {-1,0;2}
Conclusion : E(A) = | =1+ |0+ [+ |2] = 3.
. Important | ———
3. Ecrire une fonction Python energie (A) qui renvoie l'énergie de la matrice symétrique représentée par le tableau | Le sujet contient un aide-mémoire
numpy A. Python, il est indispensable
s} [ ; t- daller le lire a chaque question
roposons te programme sutvant : Python!

import numpy as np
import numpy. linalg as al

~

IS

def energie (A):

5 S=al.eigvals (A)
6 E=sum(np.abs(S))
7 return E
» SiA= (Uiv/)Ki,/gn est une matrice carrée appartenant @ M, (R), on définit la trace de A, notée tr(A) par :

tr(A) = i aii
=1

4. Notons A = (a[,j) et B= (bz,/)

1<ij<n 1<ij<n’

n n
4.a. Montrer que : tr(AB) = Z agbji | = Z a;jbj.
1 1<i,j<n
Notons C = AB et posons C = (c; )i jeqi.n]- Par définition de la multiplication matricielle, on a :

=1\ j=

Vi,je[tn], a;= ZGMDM
k=1

Par conséquent :

tr(AB) = tr(C)

n
= E Ci i
i=1

n n

- Z Z UMbA,z

i=1 k=1
- } Gl,/\"b/\',/
1<i,k<n
n n
Conclusion : tr(AB) = > aibji | = > aijbj.
i=1 j=1 1<i,j<n

4.b. En déduire que : tr(AB) = tr(BA) et tr('"AA) = Z aﬁ/.
1<ij<n

Que peut-on dire de A si tr('AA) =07

e Notons D = BA et posons D = (d, ;) je1.,)- Par définition de la multiplication matricielle, on a :

Vi,je[Nn], d;= Z biray,
k=1

Par conséquent :

tr(BA) = tr(D)
- i du
i=1
= i’z’bf‘kﬂkl

=1 k=1
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4c. SUA

= Z bixag,

1<ik<n
n n
- E § a/\",lbl,k
k=1 i=1
n n

= g aiiby
=1 k=1

=

= tr(AB)

J les indices des sommes sont muets

J question précédente

Conclusion : tr(AB) = tr(BA).

Prenons B = 'A. Dans ce cas :

Vi, je[1;n], bi; = aj,

D'ou, d'apres la question précédente :

rA4) = > a

1<i,j<n

Et comme, d'aprés le point précédent, on a tr(*AA) = tr(A'A), on obtient le résultat voulu.

Conclusion : tr('AA) = Z af/.

1<ij<n

Supposons tr(!AA) = 0.
Ainsi, d'apres le point précédent :

Z af/:O

1<i,j<n
Or :
* Yi,jein], a, >0

% une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls.

Par conséquent :
; . 2
Vi, e [1;:n], a;;

et donc :

vi,e [1;n], a,; =

=0

Conclusion : si tr("AA) = 0, alors A = 0,,.

et B sont semblables, montrer que tr(A) = tr(B).

Supposons que A et B sont semblables.

Il existe alors une matrice P € M, (R) inversible, que nous considérons ensuite, telle que A = PDP~".

Ainsi :

tr(A) = tr((P'B)P)
=tr(P(P7'B))
= tr(B)

J premier point de la question précédente

Conclusion : si A et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).

5. Dans cette question A = (a,v,,-)

1<ij<n

5.a. Montrer que |tr(A)| < E(A).

Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable, donc semblable a une matrice diagonale D, ol les

éléments diagonaux de D sont Ay, ..., A,.
Alnst :

par définition de la trace, tr(D) = Z)""

d'apres la question 4.c : tr(A) = tr(D).

Dot :

est symétrique et on utilise les notations de la question 1.

J inéqalité triangulaire

Petite remarque
La réciproque est trivialement
vraie...

— % Classique ! % ————

Toutes les questions de cette
question 4 sont classiques et a
savoir refaire. En appro, la trace
d'une matrice est au programme
et donc ces questions ne sont que
des questions de cours. En appli,
elles permettent d'évaluer les
candidats et candidats sur leur
bonne connaissance du cours sur
les matrices.
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Conclusion : ‘tr(A)} < E(A).

5.b. Justifier que tr(A%) = Z)\z

Ona:
— tr((PDP'Y)
= tr(PDP~'PDP™)
— tr(PD*P7) _
_ F(D ) J question 4.c

I

J D = diag(A1, ..., Ay), donc D? = diag(AZ, ..., 12)
2
A

k=1

Conclusion : tr(A%) = Z/\f

6. Dans la console Python, on obtient :

>>> energie (3xnp.eye(3)—np.ones ([3,3]))

6.0

6.a.

6.b.

Déterminer quelle est la matrice A associée au tableau 3*np.eye (3) -np.ones([3,3]).
300 T 1 1
La commande 3*np.eye (3)-np.ones([3,3]) désigne la matrice |0 3 0| — (1 1 1
0 0 3 T 1 1
2 =1 -1
Conclusion: A= | =1 2 —1
-1 -1 2

En calculant tr(A), tr(A%) et en déterminant une valeur propre de A, expliciter son spectre et retrouver son

énergie. .
A retenir...

¢ tr(A) =6 Par définition du produit matri-
6 -3 -3
e ontrouve A2 = [ =3 6 3|, donc tr(A%) = 18, cdel, aGG +bG+cGG=A| b,
Cc
3 =3 6 ol Gy, &5, G3 sont les colonnes
1 0 1 de A. Or, ici, on remarque que
CG+G+G=03;..
e onremarque que A1 | = [0, avec [ 1], donc O est valeur propre de A. U B
0 1
Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable. On sait déja que O est valeur propre de A, donc coefficient
diagonal de D. Notons A et p les deux autres coefficients diagonaux de D. Important !
D'apres les questions 5.b et ce qui a été fait en question 5.a : Lénoncé mentionne clairement
qu'il faut utiliser tr(A), tr(A%) et
o . 2y 02 2 la VP déja trouvée. Aucun point
‘[r(A) =0+A+u tl’(A ) =07+ A+u ne serait attribué pour la mise en
) 5 place d'une méthode n'utilisant
Mais tr(A) = 6 et tr(A°) = 18 et : pas ces informations.
tr(A) =6 A+p=06
2 = 2
tr(A%) = 18 No4f =18
A=06—p
—
(6—p)? +py* =18
A=6—yp
—
27 —12u+18=0
A=06—u
Sl
W —6u+9=0
)\ =6—y
Sl
(b=3) =
—

Par conséquent, les coefficients diagonaux de D sont 0, 3 et 3.
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Conclusion : Sp(A) = {0;3} et donc E(A) = 6 (on retro
Python au début de la question 6).

uve l'énergie fournie par la commande

PARTIE 2 - PrRoDUIT DE KRONECKER 2 X n DE MATRICES SYME-
TRIQUES

e Soit U= ["
Vv

e Par exemple, st U = (

M., (R) symétrique.
On définit UxA la matrice carrée appartenant a M>,(R) que l'on peut

(écriture par blocs).

, alors U *

v
D
LY
BN
I
N
oo -
oo -

0220 11
2 001 00
2 0 01 00 L .
01100 0 (05 désigne la matrice nulle de M;5(R).
10 0 0 0O
10 0 0 0 O
X1
e Si X est une matrice colonne appartenant a My,1(R), X =
X2n
Xn+1
X5 =
X2n

7.

On admet qualors la matrice colonne (U« A) X de My, est égale a (

7.a. Ecrire une fonction Python prod2K (u,v,w,A) qui étant don

une matrice carrée appartenant a M;(R) symétrique et A une matrice carrée appartenant a

naturellement représenter ainsi u VA
P VA WA

24 A
A=(A 05

) par blocs dou U« A =

X1

XW) avec X; = S| et

,on écrira X =

Xn

uAXy + vAX;
VAX) + wAX, |-

, u v . .
né U = ( ) et A représentée par un
voow

tableau numpy, renvoie U x A sous la forme d'un tableau numpy. Proposons le programme suivant :

X Attention !
L'énergie est la somme des va-
leurs absolues des VP, comptées
avec leur multiplicité !

import numpy as np
import numpy.linalg as al

def prod2K(u,v,w,A):

5 n,n=np.shape (A)

6 M=np . zeros ([2%n,2%n])
7 M[0:n,0:n]=ux*xA

8 M[O:n,n:2%xn]=v*A

9 M[n:2%n,0:n]=v*A

10 M[n:2%n, n:2%n]=wxA

1 return M

— = Rappels...

® Les tableau numpy sont numé-
rotés comme les listes : a partir
de 0!

e | a commande M[i, j] renvoie
le coefficient (i, j) du tableau M.
e La commande M[:,j] renvoie,
sous forme de tableau, la j-ieme
colonne du tableau M.

e | a commande M[a:b, j] ren-
vole, sous forme de tableau, les
coefficients @ a b —1 de la j-ieme
ligne du tableau M.

On peut également proposer le programme suivant :

1|import numpy as np

2|tmport numpy. linalg as al

3

aldef prod2K(u,v,w,A):

5 n,n=np.shape (A)

6 M=np . zeros ([2*n,2%n])

7 for i in range(n):

8 for j in range(n):

9 ML, jl=u*AlL, ||
10 ML, j+n]=v=A[ L, |]
1 M[i+n, j]=v*A[ L, | ]
12 M[ t4n, j+n]=w=*A[ L, j |
13 return M

7.b. Compléter le code suivant s'affichant dans la console Python :
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>>> prod2K (..., =1 ,...,... )

array ([[—2., 1., 2., —1],
(1., —2., —1., 2.1,
[ 2., —1., —4., 2],
[—1., 2., 2., —4]])

Conclusion : prod2K(1,-1,2,np.array([[-2,1],[1,-2]1])).

a

8. Soit (b) un vecteur propre de U pour la valeur propre y et X un vecteur propre de A pour . On pose Y = (gi(() .

(ua+vb)X

(va + wb)X Y5

8.a. FEtablir légalité : (UxA)Y = p ( ) En notant ¥ = (Y1 ) d'apres ['énoncé :

(UxA)Y — (UAYW + VAYZ)
VAY) + wAY, J Yy =aXet Y, = bX
B (UGAX + vbAX)
~ \vaAX + wbAX J X est vecteur propre de A pour la valeur propre g, donc AX = pX

[ uapX +vbuX
 \vapX + wbuX
B (ua + vb)X
n (va + wb)X

Conclusion : (UxA)Y =p ( (ua + vb)X )

(va +wb)X

8.b. Montrer que Y est un vecteur propre de U x A et préciser pour quelle valeur propre.

e Puisque X est vecteur propre de A, X = 0,,1.
Et puisque (Z) est vecteur propre de U, (Z) #+ 0,4, donc a # 0 ou b # 0.

Par conséquent :
aX # 0,1 0U0 bX #+ 0,4

Dot :
Y :/: OZH,W

e On sait que (0

b) est vecteur propre de U pour la valeur propre y. D'ou :

/(i) = [;)

ua+vb\ [ya
va+wb)  \yb

Autrement dit :

Ainsi, d'apres la question précédente :

(U*A)Y:N(V"X)

ybY

Autrement dit :
(UxA)Y = pyY

Conclusion : Y est un vecteur propre de U = A associé a la valeur propre yp.

b d
vecteurs propres de U et de A respectivement.

9. 9.a. Justifier l'existence d'une base ( (0) . (C) ) de M5 1(R) et d'une base (X, ..., X,) de M, 1(R) formées de

e Puisque U est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base de
M1 (R) formée de vecteurs propres de U.

e Puisque A est symétrique a coefficients réels, elle est diagonalisable. Il existe donc une base de
M., 1(R) formée de vecteurs propres de A.

» On note y; et y, les valeurs propres associée a (Z) et (;) respectivement et [n, ..., 1, celles associées a

X1, ..., X, respectivement.

. aXi _ cX
On pose, pour tout i € [1,n], ¥; = (in) et /i = (Xm-)'

Petite remarque
Pour davantage de cohérence, jat
choisi de changer de lettre pour
désigner la VP associée a (Z)

Il était écrit A dans l'‘énoncé;
alors qu'en question 9, on choisit
plutdt y...

& Méthode !

Pour montrer que Z est \ﬁ)’ d'une
matrice M, il faut :

e montrer que Z # 0,

e montrer l'existence d'un réel o
tel que MZ = aZ.
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9.b. Montrer que la famille (Y4, 2, ..., Y,, Z,) est libre.
Soient ay, ..., &, B1,...B, € R. Supposons a1 Yy + B1Zy + ... + &, Yy + BuZy = 004 1.
Ona:

> (aaX; + cBiX) = Op

(11)/1 +/91Z1+,..A+O(”Y,,+B”Z,,:Oz,m & 7 [;1

> (baiXi + dBiXi) = O

C =1

Z(OG[ + CB/))(/ - 0/7,1

i=1
— A n

Z(ba[ + dBL)XL _ 0”’1 J la famille (X, ..., Xj,) est libre dans M, 1(R) (car une base)
C =1

Vie[1;n], ag;+cBi =0

Vie[l;n], ba; +dB =0

—Vie[ln] a (‘;) + B (2) =021

J la famille ( (z> , (;) ) est libre dans M5 1(R) (car une base)
= Vie[l;n], a=B=0

Conclusion : la famille (Y, 2y, ..., Yy, Z,) est libre.

9.c.  Endéduire que UxA est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont yii1, Yath, ..., Yilin, Yakin.

e D'une part, la famille (Y3, 21, ..., Y,, Z,) est une famille de M, 1(R) qui est :
v libre d'apres la question précédente,
v de cardinal 2n égal a dim (Mz,,,q([R)).
Conclusion : la famille (Yq, 2, ..., Y, Z,) est une base de My, 1(R).
e D'autre part, on sait que :

v (Z) est vecteur propre de U associé a la valeur propre y;,

v pour tout i € [[1;n], X; est vecteur propre de A associé a la valeur propre g,
aX;

bXi |

Ainsi, d'aprés la question 8.b, pour tout i € [1;n], Y; est vecteur propre de U * A associé a la valeur

propre yi ;.
De la méme fagon, pour tout i € [1;n], Z; est vecteur propre de U % A associé a la valeur propre y,p;.

v pour tout i € [1;n], V; = (

Par conséquent, il existe une base de My, 1(R) constituée de vecteurs propres de U x A; donc U x A est
diagonalisable.

Conclusion : U * A est semblable a la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
les valeurs propres associées aux vecteurs propres de la base exhibée, cest-a-dire les réels
Vi, Y21, .., Viln, YV2Hn-

9.d. En conclure que E(U x A) = E(U) x E(A).
Par définition de l'énergie d'une matrice :

n

EUxA) =Y (vl + lvamil) 5 EU) = lyil + ol 5 EA) =) |l
i=1

i=1

EU) « EA) = (Iyal + val) D Il
i=1

— Il S foal + vl 3
i=1 =1
= Z (|V1/Jz‘\ + \VZM|)
i=1

— E(U*A)

Conclusion : E(U x A) = E(U) x E(A).

10. Un exemple. On considere un graphe G, non orienté et sans boucle, dont les sommets sont 1, ..., n et l'ensemble
des arétes est noté A,. On définit le graphe G, dont les sommets sont 1,...,2n et les arétes sont celles de G,
ainst que, pour toute aréte {(, j} € A,, les arétes {i + n, j} et {i,j + n}.

Voici un exemple de représentation de Gy et Gg :
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On note A, et Ay, les matrices d'adjacence de G, et Gy,.

10.a. Déterminer U telle que Ay, = UxA,.
Puisque G, et G, sont d'ordre n et 2n respectivement, on a :

Am S MH(IR) , AZH S MZH([R)
Considérons By, By, B3, By € M,(R) telles que :

- [B B .
Aon = (B3 B,1) (écriture pas blocs)

Ensuite :

e puisque les arétes de G, sont des arétes de Gy, et qu'aucune autre aréte en les sommets 1, ..., n n'est

ajoutée, on a déja
B’\ - AH

e on sait que, pour tous i, j € [1;n], {i,j + n} est une aréte de Gy, si, et seulement si, {i, j} est une
aréte de G, donc :
BZ - An

e on sait que, pour tous i, j € [1;n], {i + n,j} est une aréte de Gy, si, et seulement si, {i, j} est une
aréte de G, donc :

Bi - An
e aucune aréte n'est créée entre les sommets n +1,...,2n, donc :
84 - 0/7
Dot :
Azﬂ - Aﬂ AN
A, 0,
11
:(1 J*A’
. 11
Conclusion : U = 10 de sorte que Ay, = U+ A,.
10.b. En déduire que E(A,) = VBE(A,). Pourquoi ?
Commengons par remarquer que les matrices A, et A, sont symétriques, comme matrices d'adjacence de | De facon assez surprenante, le
graphes non orientés; et que U est également symétrique. Le contexte de 'énoncé est donc respecté. produit de Kronecker et énergie

d'une matrice n'ont été définis que
pour des matrices symétriques...

e On sait que Ay, = UxA,, ol U = (1 1) ; donc, d'apres la question 9.d :

10
E(An) = E(U) x E(A))

e Déterminons les valeurs propres de U.
Soit A€ R.Ona:

1T—2
1 —A

{172

= —AM1-A)—1=0
—

reSpl) ( ( ) n'est pas inverslble)

X—2=1=0
1-V5
)\ =
2
Samd ou
1
= +2ﬁ
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Par conséquent :

J wfﬁ(\o

1—\/§+1+\@
2 2

V5

Conclusion : £(Ay,) = \TE An)

PARTIE 3 - ENCADREMENT DE L'ENERGIE D'UNE MATRICE D'ADJA-
CENCE

Soit m, n et p des entiers tels que m > 1etn>p > 2

On suppose dans cette partie de A = (a;)1<i,j<n €st la matrice d'adjacence d'un graphe G(A), non orienté, sans boucle,
a nsommets 1,...,n, a m arétes et n — p sommets isolés, c'est-a-dire de degré 0.

On note (£1, ..., E,) la base canonique de M, 1(R) et / l'ensemble des sommets non isolés de G(A).

11. 11.a. Montrer que Z a;; = Z a,; = 2m.

1<ij<n (i.j)el?

e Si k est un sommet isolé, alors :

Vie[lin], ax=0; Yje[ln], ar; =0

Dot : o B — X Attention !
V(i j)¢I7 ai;=0 Il se peut que a;; = 0, méme st
. 2 , , . .
Par conséquent : Eté)ne Ity a quune implica-

2 = 2 o  wgr—a-0

1<ij< .
R (B Il est possible que a1, = 0 sans
que les sommets 1 et 2 soient
isolés..
e Ensuite, d'apres la formule d'Euler, puisque le graphe G(A) est non orienté :
n
E deg(i) = 2m
i=1
Or:
Vi e [1;n], deq(i) > (7,/
Par conséquent :
E a,; =2m
1<ij<n
Conclusion : > a, = > a,; = 2m.
1<, j<n (i.j)el?
L 2m
11.b. Etablirque : 1< — <p—1.
p
Commencons déja par remarquer que p est le nombre de sommets non isolés; autrement dit :
p = Card(/)
Ensuite :
e d'apres la question précédente :
E a,j=2m
(i.j)el? Important !
) Vue la structure des questions, il
Mais : est normal de déduire le résultat

voulu de la question précédente...

Z ai; = Z a;;+ Z a;;

(ij)el? <r/l( 2 (i)
i#j =]
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=Y ayty a;

1!,/]C/l el

+i
= g (7!’/
i.j)E?

(

)

<)y 1

(ij)er
i#j

J G(A) est sans boucle, donc : Vi € [1;n], a;; =0

J en supposant le graphe sans aréte multiple : V(i j) € [1;n]°, a;; <

Y 1 =Card({(i.j) € [i+j})

(i)l

i#)

= Card(/?) — Card(/)

=p'=p
Par conséquent :
2m < p’—p
Conclusion : puisque p > 0 (car p > 2), on obtient :
LI
p

e dapres la question précédente :

E a,; =2m

(ij)el?

1

o~

— X Attention !
Il manquait l'hypothese 'sans
aréte multiple’ pour le graphe
G(A). IL fallait donc considérer
que G(A) est un graphe simple
(sans boucle ni aréte multiple).
L'inégalité demandée est fausse
sinon : il suffit de considérer un
graphe d'ordre 3 contenant 5
arétes entre les sommets 1 et 2.
On aurait alors p =2 et m =5..

Mais :
E aij = E E aij "
(i.j)el? i€l jel pour tout i € /, i est non isolé, donc il existe au moins un j tel que a@;; = 1 et ainsi Z aij =1
j=1
>3 1
icl
Or

Y 1 =Card(l) = p

el

Par conséquent :

2m=p
Conclusion : puisque p > 0 (car p > 2), on obtient :
n
p
2
Conclusion : 1 < o <p-—1.
p

Remarquons que

Y deq(i)
_ =1
- p
D deg(i)
_ =
p

m

p

2m
Ainsi, — est le degré moyen des sommets de /.
Or, chaque sommet de / est :
e non isolé, donc de degré au moins 1;

e relié au plus aux p — 1 autres sommets non isolés et donc, en supposant que le graphe est sans aréte
multiple, est de degré au plus p — 1.

Par conséquent, chaque sommet non isolé est de degré compris entre 1 et p — 1. Ainsi, la moyenne des degrés
des sommets non isolés est également comprise entre 1 et p — 1.

Conclusion : 1 < 27"’ <p-—1.

AUTRE METHODE...

diagonale différente de la matrice nulle.

12. 12.a. Justifier qu'il existe une matrice carrée inversible P appartenant & M, (R) telle que P~'AP soit une matrice
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e Puisque G(A) est non orienté, sa matrice d'adjacence A est symétrique.
Par conséquent, A est diagonalisable. Il existe donc deux matrices P, D € M, (R) telles que :
* P est inversible,
* D est diagonale constituée des valeurs propres de A,
x A= PDP™" donc D = PTAP.
Par conséquent, P~'AP est diagonale.

e Si P7'AP était nulle, alors on aurait PP~'APP™! qui serait également nulle; autrement dit, A serait
nulle et donc G(A) n'aurait que des sommets isolés : absurde car p > 2.

Conclusion : il existe une matrice carrée inversible P appartenant & M, (R) telle que P~'AP soit
une matrice diagonale différente de la matrice nulle.

» Dans la suite, on note D cette matrice diagonale.

12.b. En déduire que tr(D) = 0, tr(D?) = Z a[%j =2m.

1<ij<n

e Puisque A et D sont semblables, en débutant avec la question 4.c :

tr(D) = tr(A)

n
- E ai,i
i=1

=0

J G(A) est sans boucle, donc : Vi € [1;n], a;; =0

Conclusion : tr(D) = 0.

e Ensuite :
D? = (P'AP)?
= PTTAPPTAP
= P'AP
Donc D? et A% sont semblables et ainsi, en débutant avec la question 4.c :
tr(D?) = tr(A%)
= tr('"AA)

J question 4.b
2
)_ a,

J G(A) est non orienté, donc A est symétrique, d'oti : ‘A = A

. .
1<i,j<n J pour tous i,j € [1;n], a;; =0, donc @, = ay
- EZ: aij
1<i,j<n J question 11.a
=2m

Conclusion : tr(D?) = g a;; =2m.
1<i,j<n

» On suppose dans la suite que P est telle que les éléments diagonaux de D, Ay, ..., A, Vérifient : | M| = ... = |A,]-
On pose 6 = max Ay.

1<k<n
13. 13.a. Soit k un sommet isolé. Montrer que E; € ker(A).
En déduire que dim (ker(A)) = n — p puis que, st p < n, alors Ay = ... = A, = 0.

e Par définition du produit matriciel, la matrice AE; est égale a la k-iéme colonne de la matrice A.

Autrement dit :
an k

AE, =
an k
Or le sommet k est isolé, donc :
Vie[l;n], au=0

Par conséquent :
AEk - 0/7,1

Conclusion : £, € ker(A).

ESSEC 2024 - Page 11/22



e D'apres le point précédent :
Vk & 1, Ex € ker(A)

Par conséquent, la famille (Ey)ig est une famille de ker(A) qui est libre, comme sous-famille d'une

famille libre (sous-famille de la base canonique de M, 1(R)). * Rappels...

Dol - Soit £ un EV de dimension finie.
ou: e S{.Z est une famille libre de
dim ( ker(A)) = Cal’d((Ek)kQ:/) E, alors Card(F) < dim(E)
o SU.Z est une famille géné-
Or: ratrice de E, alors Card(.#) >
dim(E)

Card((Eg)egs) = n — Card(/)
=n—p

Conclusion : dim ( ker(A)) >n—p.

e Supposons p < n.
D'aprées ce qui précede :
dim ( ker(A)) >n—p>0

Par conséquent, O est valeur propre de A et l'espace propre associé est de dimension au moins n — p.

Ainsi, la valeur propre 0 apparalt au moins n — p fois dans les coefficients diagonaux de D.

Puisque ces coefficients diagonaux sont rangés dans lordre croissant de leur valeur absolue, on en . )
On est peut-8tre un peu a la

déduit que les (au moins) n — p derniers sont nuls. D'oli le résultat. limite du programme avec ces
arguments...

Petite remarque

Conclusion : si p < n, alors Ay = ... =4, =0.

p
13.b. Montrer que Z)«i = 2m puis que 0 < 6 < V2m.
k=1

e Puisque D = diag(A, ..., A,), on a D> = diag(A?, ..., 2) et donc :

Distinguons ensuite deux cas :

* stp=n:

p
(D) => X

i=1

* stp<n:
P
DYy=> K+) XA
i=1 i=p+1
p
_ ZAf
i=1

J question précédente : Vi > p+1, 4, =0

Dans les deux cas :

hS|

(D) =Y A

Or, d'apres la question 12.b :
tr(D?) = 2m

P
Conclusion : ) 4} = 2m.
k=1

e * Raisonnons par l'absurde et supposons que 6 <
Puisque 8 = max A, on obtient dans ce cas :
1<k<n

Vk e [1;n], %<0

Or, d'apres la question 12.a, D n'est pas la matrice nulle. Il existe au moins un des réels Ay, ..., A,
qui soit non nul, et donc strictement négatif.

Par conséquent :
n
Z)\k <0
k=1
Autrement dit :

tr(D) <0 : absurde d'aprées la question 12.b
Conclusion : 9 > 0.

ESSEC 2024 - Page 12/22



% D'apres ce qui précede :

P

E 22 =2m

k=1

Puisque 8 = max A et que 8 > 0, on a méme, que p=noup <n:
1<k<n
0 = max A
1<k<p

Ainsi, il existe kg € [1; n]), que nous considérons ensuite, tel que 6 = Ak Dot :

p
0+ X =2m
k=1

kko
P
Or Y 4 >0, do :
k=1
k+ko
6’ < 2m

Puis, par croissance de la fonction racine carrée sur R* :
|0] < V2m

Or, d'apres le point précédent, 6 > 0, donc |6] = 6.
Conclusion : 6 < vV2m.

Conclusion : 0 < 6 < V2m.

13.c. Soit r € N* et xq, ..., x, des réels. Montrer que : Z 2xx; < Z ()q2 +ij).

I<ijsr I<iy<r
2

En déduire que le- <r lez
i=1 i=1
e Ona:
Vi, je ] (x—x)*=0

D'oli, en développant :
Vi,je ] x +X/2 —2xx; 20
Autrement dit :
Vi,je 1] 2xx < )((Z +Xf

En sommant pour (i, j) € [1;r]° licite car il s'agit d'une somme double finie, on obtient le résultat
voulu.

Conclusion : Z 2xx; < Z (X?+x/2).

1<ij<r 1<ij<r
e Ona:
2
r I r
X; = X; X;
i=1 i=1 j=1
r r
=2 _|x2%
i=1 j=1
r r
=22 %
i=1 j=1
- E X,‘X/
1<0<r J point précédent
SOfS
< 1 E (xz + xz)
X 2 i J
1< j<r
Or:
2 2\ 2 2
Z (xi+x/)f Z X+ Z X;
1<ij<r 1<ij<r 1<ij<r
r r r r
P DIE R DM DI
j=1 i=1 i=1 j=1

X Attention !
{n eR, Vx2 = x|

V'

— % Classique ! %¢ ———

Cette inégalité est tres classique :
Vx,y €R, 2xy < XX +y?

Elle sert, entre autres, dans le
chapitre sur les couples de va-
riables aléatoires pour démontrer
que st X et Y sont deux variables
aléatoires admettant un moment
d'ordre 2, alors XY admet une
espérance, et donc Cov(X, Y)
existent.

Petite remarque

Je détaille ces premieres lignes
pour celles et ceux qui ne sont
pas habitués, mais ce n'est pas
nécessaire, on peut passer direc-
tement a la quatrieme étape du
calcul.
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Dol le résultat.

Conclusion : ZX[ <r ZX[

13.d. En conclure que E(A) < 6+ +/(p— 1)(2m — 62).
Ona:

n

EA) =) |k

1 J que p=noup<n

p
=2 A
P J en considérant kg € [1;p] tel que O = Akg (car 6> 0)

P
=161+ I
; ' J@>O

k#ko

p
=0+
k=1

k#ko

Ak

Ensuite :

e d'apres la question précédente :

4 P

Y Ml <=1 AP
k=1 k=1
kekg kKo

D'ol, par croissance de la fonction racine carrée sur Rt -

P P

Z‘)‘A‘Zg p—1 ZW

k=1 k=1
k+ko kKo

)

® puis :

P p
)\A S = /\k - 92
g ‘ ‘ g ‘ ‘ / question 13.b

kg

=2m— 6’

Par conséquent :

p
Z Al < V(p—1)2m — 6?)
k=1
k#ko

D'ou le résultat.

Conclusion : E(A) < 8+ +/(p — 1)(2m — 62).

14. » On admet qu'on peut choisir la matrice P de la question 12.a de sorte que P~' = 'P. On pose Q = P. — & Pour info...
X1 Y la pour le coup, cest le théo-
Soit X = | : | une matrice colonne appartenant a M, (R)et Y =0X=| : |. Lizzlseﬁ)sdrsal[ﬁir;i Ls.ievfnr;?:le
) ) symétrique a coefficients réels,
Xn Yn alors il existe P et D a coeffi-
» On admet que si M est une matrice carrée appartenant ¢ M,(R) et Z une matrice colonne appartenant & | cients réels telles que :
M1 (R) alors (MZ) = 7M. o P est inversible et P! = P
. . . t : ‘ . (on dit que P est une matrice
» Si U et V sont deux matrices colonnes appartenant & M, 1(R), UV est une matrice carrée appartenant ¢ orthogonale)
M (R) que lon identifie & son unique coefficient. Donc 'UV € R. o D est diagonale,
e A= PDP".

14.a. Montrer que 0= puis que A ='QDQ et 'YY = XX
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e Puisque Q = 'P et que P est inversible, la matrice Q est également inversible et :

o' = (P)
— (P
e Ensuite :
A= PDP™
_0D0 JP:f(’P):’OetP”:fP:O
e Enfin :
Y =(0X)0X
_ rXrQQX
_ iy J 07" =10, donc 'QQ = I,

Conclusion : Q7' =10, A='0D0 et 'YY = XX.

14.b. Montrer que 'XAX ='YDY =3 Auf.
k=1

On a, en débutant avec la question précédente :

XAX = X'0DOX

=YDy
M O [y
=y -y : |
0) An Yn
)\1%
=y u)|
AnlYn

= Z MU%
k=1

J Y = OX et donc 'Y = X'0

Conclusion : XAX = 'YDY = Z/\kgf,

k=1

14.c. En remarquant Zgi =1'YY, en déduire que ‘XAX < O'XX.

k=1
e On a bien:
Y
VY = (ys yn) |
Yn
n .
W
k=1
e Ensuite :

x d'apres la question précédente :
n

XAX =) hyi

k=1
% d'aprés la question 14.a :
XX =YY
D'oti, d'apres le point précédent :
XAX S OXX «= ) Ayi<0) yi
k=1 k=1
Mais on a :
Vke[1n] A <6

D'ou, puisque pour tout k € [[1;n], y7 > 0 puis en sommant pour k € [1;n] :

i My <6 i yi
k=1 k=1

Ce qui prouve le résultat.

= Rappels...
® (MN) = ‘N'M
® Si M est inversible, alors ‘M
également et (M)~ = (M),
En effet : M x (M) =
(M~"M) = 1, donc "M est in-
versible, d'inverse (M™").

siques et simples qu'il faut savoir
mener.

Elémentaire... ——
Des manipulations assez clas-

* Classique ! %
Grés, trés classique !
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Conclusion : XAX < X X.

Important !

Les questions 14 sont abordables
et relativement classique, a retra-
vailler autant que nécessaire pour
les réussir.

15. Soit U la matrice colonne appartenant a M, 1(R) dont le i-eme coefficient vaut 1 si i n'est pas isolé et O sinon.

2
15.a. Montrer que 'UAU = Z a;; = 2m. En déduire que ?m < 6.

(i.j)er
U
e Notons U = © |, avec :
U/Y
1T siiel
Vie[1;n], ui= )
[0l v 0  sinon
Ona:
ain ainp uy
rUAA:(Uq u,,)
apy dpn Unp
n
} as,juj
j=1
“o )|

n
E Ap,ju;
j=1

i=1 j=1

n n

:E > agjul;

i=1 j=1 J Vk € [1;n], ux = { 0 :n/;ne !

=) ) _a

el jel J question 11.a

=2m

N

Conclusion : 'UAU = Z a;=2m.

(i.))El?

e D'apres la question précédente :
UAU < 6'UU

Or :

* d'apres le point précédent :
UAU = 2m

% et, en débutant par la question 13.c :
VU = Zuf
k=1
=)
kel

= Card(/) =p

1 sikel
J ke inl. v = { 0 sinon

Par conséquent :
2m < Op

Dot le résultat, puisque p >0 (p > 2).

2m
Conclusion : — < 0.

15.b. Etablir que :
Puisque v2m

<

N

ﬁ‘ ES
3
N

Sl-
-[5

Vv

0,ona:

SE
Rl
uﬁ
3
g
NO
T3
N
= |5

N
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2
e dapres la question 11.b : - > 1, dou :
p

A retenir...
VxR :

2”7<@ VX <x &= x <X

AN
p p = x(1-x) <0 &= x>1

e d'apres la question précédente :

2m

<6

e dapres la question 13.b :

Dot :

et le résultat voulu en découle, par équivalence.

vZm 0
p V2m

1
Conclusion : — <
D

16. 16.a. Etudier la fonction F : x — x +~/(p — 1)(1 — x2) sur [0, 1].
e On sait que :
# Rédaction
On détaille bien la dérivabilité

v la fonction x — (p — 1)(1 — x?) est dérivable sur [0; 1] et a valeurs dans R} sur cet intervalle,

v la fonction racine carrée est dérivable sur R} . d'une composée... et on se sou-
, . L vient que la fonction /" n'est pas
Par conséquent, la fonction F est dérivable sur [0; 1]. dérivable en 0 |

e Soit x £[0;1]. On a:

iy =1+ ——_
2= =)
U -t} S
b1
=)~ (p— 1)
p— 1)

Or +/(p — 1)(—x?) > 0, donc :
Fi)=0 e Vip-)1—x)—(p—1)x=0

— V-0 > (p—1)x

stricte croissance de la fonction carrée sur R+, licite car p —1> 0 et x > 0, donc (p — 1)x > 0

1

= (p-N1—=x)= (-1
150
= 1> (p— W Jr
— px’ <1
1 Jp>0
= x’ < -
p
= i<x<i
NN PEEL
—

<
N

VP

1
Or p = 2, donc 7 < 1 et on obtient finalement le tableau de variations suivant :

X 0 L 1
NG
F’(x) + 0 - ||

F \//ﬁ/ﬁ\1

V2m

16.b. En déduire que E(A) < V2mF e ) clest-a-dire que :

8(A)<27”7+% (o — 12m(p> —2m) (1)

D'apres la question 13.d :
EA) <O+ (p—1)2m—6?)
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02
(p1)(2/n§2)9+\/([31)2m (/Iizm) J2m>0

= 0+V2m|(p—1) (1— (Q)A)

V2m

0 6 \’

3

Enfin, d'apres la question 15.b :

1 _ 2m _ G <1
VP P \2m
1
D'ol, par décroissance de F sur [—;1] :
P
Y 2m S F ( e, )
p V2m
D'our le résultat, puisque V2m > 0 et par transitivité.
V2
Conclusion : £(A) < V2mF pm )
17. On suppose dans cette question que A est la matrice d'adjacence d'un graphe complet de sommets 1, ..., n donc
—1
m = % etp=n.

17.a. Représenter la matrice A.

o 1 ... 1
. 1
Conclusion : A=
1
1 170

17.b. Montrer que —1 est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est de dimension n — 1.

Ona:
11 1
1
rg(A+1,) =rg !
oo ) ) v/ Rigueur ! ———
toutes les colonnes sont égales a
T 1 1 Il'y a deux arguments : les co-
1 lonnes sont toutes identiques, et
1 non nulles | En détaillant ainsi,
- . on évite doublier un des deux
=19 : 1 arguments et donc de perdre un
1 point...
S| # 0na
=1

1

Par conséquent, la matrice A+ /, n'est pas inversible et donc —1 est valeur propre de A.
Ensuite, par théoréeme du rang :

dim (M,,,w(ﬂ'\’)) =rg(A+ /,) + dim ( ker(A + /,7)) — O Astuce du chef ! O —
o e Si la somme des coefficients de
Dot : chaque ligne d'une matrice est

dim ( ker(A + /”)) =n—1 identique pour toutes les lignes,
alors cette valeur commune est
1

Conclusion : —1 est valeur propre de A et l'espace propre associé est de dimension n — 1. VP et | | est VP associé.

1
17.c. Etablir aussi que n — 1 est une valeur propre de A. En déduire que £(A) = 2(n — 1) et que l'inégalité (1) | ® Puisquune matrice et sa trans-

l sqalité posée ont les mémes VP, on en
est alors une egalite. déduit que si la somme des coef-

1 1 1 ficients de chaque colonne d'une
matrice est identique pour toutes

e Remarquons que A| - | = —"1)|: | et | ]| #0,1:doncn—1 estvaleur propre de A. les colonnes, alors cette valeur
) ) ) commune est VP. Attention : pas

TS s
de VP évident par contre.
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e Ensuite, on sait que la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est inférieure ou égale
an.
Mats :
dim ( ker(A + /,,)) =n—1,; dim ( ker(A — (n — W)/,,)) >
Ainsi, par saturation des dimensions, on a dim ( ker(A—(n — 1)/,7)) =1 et A ne possede aucune autre
valeur propre.

e Par conséquent, A est diagonalisable (car symétrique) et semblable a la matrice diag(—1; —1; ..., =1, n—
1).
Dot :
EA=mn—T)x|=14+1x(n-1)
=2n—1)
e Ici, ona:
=n; m= ntn =1)
p=n.m=7
Dol :
2 1 —1 1
# + B (p—1)2m(p? — 2m) = n(nlil) + . (n—="MNn(n —1)(n? —n(n—1))
1
=n—1+ 7\//72(/7 —1)?
r
=2(n—1)

D'ol ['égalité dans (1).

» On note a = 1<ka2 || et B=  max |Ax|. On note aussi d le degré maximal des sommets du graphe G(A).
Sksp SIKSp

18. Ecrire une fonction Python degMax (A) qui renvoie le maximum des degrés des sommets du graphe G(A), celui-ci
étant donné par sa matrice d'adjacence sous la forme du tableau numpy A.
Ecrivons un programme qui renvoie donc le maximum des sommes des lignes de A.. Sans se préoccuper de
l'efficacité du programme :

import numpy as np

def degMax(A):
n,n=np.shape (A)
L=[np.sum(A[i,:]) for i in range(0,n)] #Lliste contenant chaque degré
return max(L)

o o a2 W N =

Petite remarque

On pourrait bien entendu pro-
poser un programme effectuant
moins de calculs... Mais ce n'est ni
demandé ni nécessaire.

19. 19.a. Montrer que pour tout j € {1,..., p}, |A;|(a+ B) = /\]2- + ap.
Soit j € [1;p]. On a:
[Al(e + B) */\jz —ap = |Ala+ 4B — M/‘Z —ap
- a(\/\/\ _B) + M/\B— ‘)‘/‘Z
- a(\/\/\ _B) + M/\(B— M/‘)
—0{(5 - ‘)‘/|) + ‘)‘/‘(B - M/‘)
(N1 =a)(B—1Al)
>0

J par définition de a et B: B— 4] = 0et [4| —a >0

Conclusion : pour tout j € {1, ..., p}, [Aj](a + B) = /\f + aB.

2m + pap

19.b. En déduire que (a + B)E(A) > tr(A%) + paB, puis que E(A) > >

On a établi en question précédente :
vjie [1pl 4l +B) > 4 + aB
D'oti, en sommant pour j € [1;p] :

p

P
> Wll@+B =) (X +ap)
j=1

j=1
Or:
e on a déja:
p p
Y Wlla+B =(a+B)) |4
j=1 j=1

n

= (a+B))_ |4l

j=1

= (o + B)E(A

J question 13.a : les valeurs propres éventuelles de p + 1 a n sont nulles

mRéflexe !

e Pour comparer deux expres-
stons, on étudie le signe de la
différence.

e Pour étudier le signe d'une
expression, on cherche a la facto-
riser.
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p
Y K +aB) = Z/\2+Za6
=1 J question 13.a

=3 i+ pap
— J question 5.b .
J Petite remarque
= tr(AZ) + paB A vouloir donner des étapes in-
J directement a partir de la premiére ligne et la question 13.b termédiaires, 'énoncé nous fait
=2m+ pap tourner en rond...

On a ainsi démontré :
(a + B)E(A) = tr(A%) + paB
ainst que
(a0 + B)EA) = 2m + pap

Et comme A posséde au moins une valeur propre non nulle, on a B > 0 et donc, puisque a = 0, on a :

a+p>0.
2
Conclusion : (a + B)E(A) > tr(A%) + paB et E(A) > %F;;B_
a
2 a+ bt
19.c. Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a < b”. Etudier les variations de @ t—> bt sur

R*.
e La fonction ¢ est le quotient de deux fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s'annule
pas sur R™ (car b > 0). Ainsi, ¢ est dérivable sur R*.
e SoitteR". Ona:

b(b + t) — (a + bt)

/t:

ay b+ 1)
B b’ —a
BUENE Josv
>0

Conclusion : ¢ est croissante sur R™.

2m
19.d. Montrer que 2m < pB?. En déduire que E(A) > 5
e D'apres la question 15.b, on obtient :
2m _ 2m
0<y/—<—x<0
P p
Or:
vk e [1;n] | Ak
D'ou
o<B
Par transitivité, on a ainst :
2m
p
Puis, par croissance de la fonction carrée sur R™
2m
— <P
p
D'ol le résultat, puisque p > 0 (p = 2).
Conclusion : 2m < pp°.
e Ensuite, d'aprées la question précédente :
2m+ pa
e > 2t pab
a+p
Or : Petite remarque
On pourrait penser a po(B), avec
2m B 2m
2m + pap o +a a = — eth = @ mais l'hy-
a+p a+p J en posant a = o et b = B, on a bien, d'aprés le point précédent - a < b? pothése a < b n'est alors pas
P vérifide...

ESSEC 2024 - Page 20/22



J @ est croissante sur R™ et a > 0, donc ¢(a) > ¢(0), puis p > 0

! , — # Rédaction
:% CEnfin de sujet, on peut se per-

mettre de manipuler ainsi les
inégalités, du moment que tous

D'ol le résultat, par transitivité. ) _
les arguments sont présents. Ici,

il est indispensable de voir que
om p doit &tre positif (méme si sa
Conclusion : E(A) = —. mention n'est certainement pas
B attendue a ce stade du sujet)..
X1
20. Soit X = | | un vecteur propre pour une valeur propre A de A telle que [A| = B.
Xn
20.a. Montrer que pour tout i € {1,....,n}, Blx| < d1n<1_a<>< |x;].
<<
Soit i € [1; n]. On sait que X est vecteur propre de A pour la valeur propre B, donc AX = BX.
La i-eme ligne de cette égalité matricielle donne :
n
Z aix; = Bx
j=1
D'ou, puisque B >0 :
Blxi| = |Bxil
n
=12_aux SRR v
= J inégalité triangulaire et : ¥j € [1;n], a;; >0
n
< Z ai;lxjl
j=1
Or:
vjie [1;n], |x] < max |x
j € Tinl. byl < max |l
D'ot, puisque pour tout j € [1;n], a;; = 0 puis en sommant pour j & [1;n] :
n
aiilx] < max |x j=1"a
21 t./|/‘\1<k<”‘ k|Z/ ij
=
Enfin :
n
Z a;; = deg(i)
j=1
<d
D'ot le résultat demandé, puisque  max [xk| = O et par transitivité...
KN
Conclusion : pour tout i € {1,...,n}, Blxi| < d max |x].
1</<n
2m 2m
20.b. En conclure que E(A) > - > pa— (2).
p—
e x D'apres la question 19.d :
2m
E(A) = 7
, 2m 2m
% Il suffit alors de démontrer que — > e
Notons ¢ l'indice de [1; n] tel que |x;,| = max X/
<j<n
D'aprés la question précédente, on a donc en particulier :
B max |x;| < d max |x]
1<j<n 1<j<n .
Pourquoi ?
Or X est un vecteur propre, donc X est non nul. Par conséquent : max |x;| # 0. Ainsi._max |x;| > 0 {mme’dlat en raisonnant par l'ab-
1<jsn Isjsn surde...
et on obtient finalement :
B<d
Or B > 0 (justifié en question 19.b), donc :
0<p<d
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur R} et puisque 2m >0 :
2m . 2m
B~ d
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2m
Conclusion : par transitivité, on a E(A) > R
a

e Puisque G(A) est un graphe simple, chaque sommet non isolé est au maximum relié aux p — 1 autres
sommets non isolés.
Par conséquent, chaque degré est inférieur ou égal a p — 1.

Dot :
d<p-1
2 2
Conclusion : - > " .
d p—1
2 2
Conclusion : £(A) = 22 > T ()
d p—1

20.c. Montrer que éqgalité dans (2) est réalisée pour la matrice A carrée appartenant a M, (R) associée au
graphe dont l'unique arréte est {1,2}.
Dans ce cas, on a :

0 1 0 0
1 0 O
A=10 0 m =1 p=2 d="1

Ensuite :

e ( est valeur propre de A et, par théoreme du rang, l'espace propre associé est de dimension n — 2;

e en écrivant A+ [, et A—[,, on remarque que chacune est de rang n — 1 (deux colonnes colinéaires,
puis une famille échelonnée). Ainsi, —1 et 1 sont valeurs propres de A et les espaces propres associés
sont chacun de dimension 1.

Par saturation des dimensions, A ne posséde aucune autre valeur propre.
La matrice A est alors diagonalisable (car symétrique) et semblable a la matrice diag(—1;1;0;...;0).

Dot :
E(A) =2
Et on a ainsi : , ,
m m
A = =
e d p—1

Conclusion : pour un tel graphe, il y a égalités dans (2).

AIDE-MEMOIRE PYTHON

On suppose que l'on a exécuté import numpy as np, numpy.linalg as al en début de session.

ST est un tableau numpy, np.shape(T) renvoie le nombre de lignes et le nombre de colonnes de T, dans cet
ordre, sous la forme d'un couple.

np.zeros ([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 0.
np.ones ([p,ql) crée un tableau numpy a p lignes et g colonnes ne contenant que des 1.

np.eye(p) crée un tableau numpy a p lignes et p colonnes ne contenant que des 1 sur sa diagonale et des 0
ailleurs.

La fonction al.eigvals, appliquée a un tableau numpy représentant une matrice symétrique A, renvoie le tableau
des coefficients diagonaux d'une matrice diagonale semblable a A.
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