MATHEMATIQUES 2 Approfondies 2024 - ESCP - HEC

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬂ%ﬁe?sw

Premiére partie

1. Soit n € N*,

a) La fonction de répartition de Fi,, ,y = max X; se calcule classiquement via les étapes suivantes :
’ 1<isn

n

Ve €R, Flm(z) =P(max(X;,...,X,) <z)= P(ﬂ[Xi < x]) par définition du maximum

i=1

= H P(X; < z) par indépendance mutuelle des (X;)1<i<n
i=1

= (F(2))" car les (X;)1<icn Suivent toutes la méme loi

Or la fonction de répartition F est continue sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre en un nombre
fini de points. Par produit de telles fonctions, F{, ,) a les mémes propriétés, ce qui prouve que
X(n,n) est une variable a densité ; une densité de cette variable aléatoire est obtenue par dérivation
de Fl,n) 1a ou c’est possible :

-1

Fom (@) = nF' (@) (F(z)"™" = nf(z)(F(2))",

expression toujours positive qu’on peut utiliser pour tout z € R (y compris en choisissant arbi-
trairement cette expression 1a ot F' ne serait pas dérivable).

b) Par une méthode similaire, on peut calculer cette fois la fonction de répartition
de X(n,l) = min(Xl, c. 7Xn) :

Ve €R, Fiy(z)=P(min(Xy,...,X,) <z)=1-P(min(X;,..., X,) > z)

=1- P( (X > x]) par définition du minimum
=1

(2

=1-— H P(X; > z) par indépendance des (X;)i<i<n

i=1

=1— (1=F(z))" carles (X;)i<ic, suivent toutes la méme loi

La encore, sous cette forme F{, 1) apparait, car c’est le cas de I, comme une fonction continue
sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points.

La variable aléatoire X, ;) est donc a densité, et on en obtient une densité f(, 1) en dérivant F{, 1
la ot ¢’est possible, puis en conservant la méme expression sur tout R :

Ve €R,  fiun(z)=0—-n(0—F(z))(1-F)"" =nf(x)(1 - Fx)"".

1 @ /q:vzfﬁ‘!_,-f/ze?wLi



2. Soit x € R et soient n et k£ deux entiers tels que 1 < k < n.
Pour tout ¢ € N*, on note Y; , la variable aléatoire indicatrice de I’événement [X; < z], c’est-a-dire :

Yv@'m:

)

0 sinon

a) Par définition, il est clair que Y; ,(2) = {0;1}, donc que Y;, suit une loi de Bernoulli, de para-
metre :

b) L’événement [X, ) < ] est réalisé si et seulement si, aprés ordonnancement des variables
Xq,...,X,, la k-iéme d’entre elles dans 1'ordre, est inférieure ou égale a x.

Ceci se réalise si et seulement k variables au moins parmi les (X;)1<;<, prennent une valeur in-

férieure ou égale a x, donc si et seulement si k& au moins des variables (Y;.)i1<i<n prennent la

valeur 1. Comme la seule autre valeur possible de Y; , est 0, cette derniére condition nécessaire
n

et suffisante est bien équivalente au fait que la somme E Y; » prend une valeur au moins égale a
i=1
k (il y a au moins k termes dans la somme égaux a 1).

Ces équivalences donnent bien 1’égalité d’événements :
i=1

c) Les variables (Y] ;)1<i<n sont mutuellement indépendantes d’apres le lemme des coalitions, car les
(Xi)1<i<n le sont et Y, ne dépend que de X;. Comme elles suivent toute la méme loi de Bernoulli
n

de paramétre F'(zx), alors leur somme Z Y; » suit la loi binomiale de paramétres (n, F(z)), de

i=1
sorte que pour tout réel x :

Flo(t) = P(X(py < 7) = P(Zzn;m > k) - gp(im,x - e) - zn: (Z) F(z) (1-F(x))"".

l=k

3. Pour tout triplet d’entiers (n,k,{) tel que 0 < k < n et 0 < £‘n, on introduit les fonctions polyno-
miales b, ¢ et a, ; définies respectivement par, pour tout z € R :

n

bno(z) = ( £>zf(1 —2)" et app(z) = ;; bno(2).

On convient égaleent que pour tout n € N*, la fonction b, ,, est identiquement nulle.

a) Soient n € N* et £ € [1;n]. Pour tout réel z :

o(z) = (Z) e 1) (=) (1 —2)" ] = e(Z) S (1=2)" — (n—) (;}) HA(1—z)nt

ot {7) = s = e =)
"N @ B <Z<;€_) i - ”f!(in—_el—)!m - ”(n ¢ 1)’

donc: B ,(z) = n[(z B 11) A1)t (” ) 1) A1 —z)"*lﬂ = (b1 g1 (2) —bu14(2)).
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b) Soient n € N* et k € [1;n]. La fonction de répartition Fi, ) de la variable aléatoire X, ) est,
d’aprés son expression obtenue en 2.c), continue sur R et de classe C' sauf peut-étre en un nombre
fini de points, car c’est le cas de la fonction F' et par somme et produits de telles fonctions.

La variable aléatoire X, x) est donc une variable a densité, et une densité f, ) est définie partout
ou c’est possible par : fnk)(z) = F{, 1) (2).

En remarquant, avec les notations précédemment introduites, que :

Vx € R, F(n,k)(ﬂf) = Qn,k (F(ﬂf)) = anl(F(x))’

alors :

=nf(x) (bnq,k—l (F(:U)) —bn1n (F(:U)))
ot Yoo

car b,—1,(z) = 0 vu que <n; ) = 0, étant donné que n > n — 1. L’expression finale est bien
définie pour tout réel x, et peut-étre prise comme définition d'une densité f, x) de X ).
4. Soit x un réel tel que 0 < F(z) < 1.
a) Soient o € |F(z);1[ et € > 0 tel que a — F(z) > e < a—e > F().

Par définition :

Hgm—ﬂx)

Or pour tout n € N*, par définition de la partie entiére :

28} = [%iYm>F(:c)+8] U [%i%,méf?(x)—e}

i=1

1
lan| <an < |an] +1 <= an—1< |an| < an <= a——gﬂga
n n
Pour n assez grand (du fait que ligl — =0), on aura alors :
n—+o0 1
1 1 lan|

—<e=a——>a—c= ——> F(1),
n n n

ce qui prouve l'inclusion d’événements :

LE:;YW > Lomj] 3 EZZ:;YM > LCZL—RJ] C [%ZH:YM >F(:c)] C [

i=1

Par croissance de la probabilité, on a donc :

0<P(2Ym > LomJ) <P(
1=1

Or :

e d’aprés 2.b), P(ZYW > Lomj) = P(X(n,|an)) < IL‘) = Fin,|an)(T).

i=1
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e Puisque les (Y ,);>1 sont des variables de Bernoulli de méme paramétre F'(x) (cf. q.2.a)),

25):

alors d’apres la loi faible des grands nombres :

1 n
li Pl |- Y. — F

Le théoreme d’encadrement prouve donc bien que :

lim F(n7|_0m) (.T) =0.

n—-+o00

b) Soient a € |0; F(x)[ et € > 0 tel que F(z) —a > ¢ <= F(x) — ¢ > . Pour tout n € N* :

|

— 5) > na = |an], d’ou, en effet, I'inclusion :

< e} = {n(F(x) —g) < gYw < n(F(z) +€)} C {ilfm > Lomj].

i=1

Ly Y- P

i=1

- g] _ {n(F(x) o)< ;y < n(F(x) +5)],
et : n(F(z)
{ %;Y - F()

La croissance de la probabilité donne cette fois :

1 & 1 &
P< E;YW—F@) < g) = 1—P< - ;YW—F(:E)

La loi faible des grands nombres et le théoréme d’encadrement donnent donc, cette fois :

> 8) < P(ZYW > LOMJ> = Flnlan)(7) < 1.

=1

Jm Fjanp) (2) = 1.
. On suppose dans cette question qu’il existe un intervalle ouvert I =|a;b[, avec éventuellement
a = —00 ou b= 400, tel que f est continue sur I, f(x) > 0 pour tout = € I et f(x) = 0 pour tout
reR\ I
a) Au vu des hypothéses faites précédemment : F, qui a partout ou elle est de classe C!, la fonction
f pour dérivée, est strictement croissante sur I =|a;b[ ot f est strictement positive.
Comme I est également continue sur R, donc sur I comme fonction de répartition d’une variable

a densité : d’apres le théoréme éponyme, F' réalise une bijection de I dans l'intervalle-image
F(I) =]lim F(x); hH})F(:L’)[
T—a Tr—r

Si a est un réel : F est constante (car f est nulle) et continue sur | — co;al, ou elle prend
constamment la valeur lim F(z) =0, ce qui prouve que lim F'(x) = 0 également (que a soit un
Tr—r—00 r—a

réel ou —oo, en fait).
De méme, si b est un réel, alors F' est constante (car f est nulle) et continue sur [b; 4o00], o elle

prend constamment la valeur lirJP F(z) =1, qui est donc aussi la valeur de liITll) F(zx) (que b soit
r—+00 T

un réel ou +00).
Bref, F' réalise bien une bijection de I dans |0;1][.
b) On note F ' la bijection réciproque de la fonction F' restreinte a I et on fixe o €]0; 1].
D’aprés les résultats de la question 4. :
e Pour tout réel z € I tel que 0 < F(z) < a <= a <z < F!(a), on a d’aprés 4.a) :

lim F(n,[anj)@) =0.

n—-+4o0o

C’est aussi vrai pour tout réel x €] — 00 ;al car alors F(x) =0
n

et par conséquent F,, |an))(x) = Z 0°-1"* = 0 aussi (formule obtenue en 2.c)).
=k

4 @ /q:vzfﬁ‘!_,-f/ze?wLi



e Pour tout réel z € I tel que a < F(x) <1 <= F~(a) <z : d’aprés 4.b),

lim F(mLanJ)(x) =1.

n—r—+0o0
C’est aussi vrai pour tout réel x € [b; 4o00[ car alors F(z) =1
et par conséquent F, |an))(z) = Z (Z) o t=0+ (n) 1" - 0" = 1 aussi (cette fois il y a
n
=k

un terme non nul qui vaut 1 dans la somme : le terme d’indice ¢ = n).

0 siz< Fa)
Bilan : Vz e R\ {F ()}, Um Fp, an))(z) = = G(x)
oo 1 siz>F(a)
ou G est la fonction de répartition d’une variable certaine égale & F~!(«), qui vérifie de plus
G(F (@) =1, F7'(a) étant le seul réel en lequel G est discontinue:

Ainsi, la suite (F,jan)) (7)) converge vers G(z) en tout point de continuité de G :

neN*
par définition, la suite (X, |4n)) converge en loi vers une variable certaine égale & F~'(«).

¢) Soit € > 0 : en écrivant
P ([ X tan) = F ()] > ) = P(Xo an € F (@) = 8) + P (X an) > F (@) )
= FinJan))(F (@) =€) + 1 — Fgijjan)) (F ' (a) + ),

la convergence en loi démontrée a la question précédente donne, en tenant compte du fait
que F7l(a) —e < F Y (a) < F7Ya)+ ¢ :

lim P (| X on — F H(a)| > 2) =04+ 1-1=0.
n—+oo

Comme c’est vrai pour tout € > 0, on a bien démontré que la suite (X, |4n|) converge en proba-

bilité vers une variable certaine égale a F~1(a).

6. La fonction tri ci-dessous, rédigée en langage Python, réalise le tri d'un tableau unidimensionnel par
insertion. L’idée principale pour placer le coefficient numéroté k£ en bonne position sachant que les
éléments numérotés de 0 a k — 1 sont déja triés entre eux dans 'ordre croissant, consiste a comparer
ce coefficient T[k] avec T[k-1] : si T[k] > T[k-1], alors T[k] est déja a la bonne place (il est
supérieur & T[k-1], mais de fait aussi & tous les coefficients précédents !

Sinon, on échange les valeurs de T[k] et T[k-1] et on compare le coefficient a insérer, qui est main-
tenant T[k-1], avec 1’élément précédent... on continue tant que 1’élément & insérer est strictement
inférieur a ’élément qui est a sa gauche dans le tableau. Au pire, I’élément a insérer était strictement
inférieur & tous ceux qui le précéde et on le retrouvera en premiére position dans le tableau T : on
ne pouvait alors plus le comparer avec un élément a sa gauche, ceci doit de fait étre pris en compte
dans la condition de la boucle while qu’on écrit.

def tri(T):
n = np.size(T)
for i in range(1l,n):
j = k # position initiale de 1’élément a trier
while j>0 and T[j] < T[j-1]:
TLjl,TLj-1]1 = T[j-11,T[j] # échange par affectations simultanées
jo=3-1
#print (T) # décommenter pour voir les étapes intermédiaires
return T

La fonction appelée avec T = np.array([38,28,35,24,31,15]) donne bien le résultat final et les
étapes intermédiaires annoncées.
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7. L’énoncé fournissait le programme Python suivant a la suite de la fonction tri :

def ech(n):
ok K K K K
def X(n,k):
res = ech(n)
K K kK
n = 2000 ; na = 20
A = np.linspace(0.01, 0.99, na)
B = np.zeros(na)

for k in range(na):

a = A[k]
B[k] = X(n, int(np.floor(a*n)))

plt.plot(A, B, "xk")
plt.show()

La fonction ech, supposée déja écrite pour les trois questions suivantes a), b), ¢) renvoie, sous la
forme d’un tableau unidimensionnel de longueur n, une réalisation du n-uplet de variables aléatoires
(X1, Xoy .oy Xi).

a)

La fonction X doit simplement trier ’échantillon dans 'ordre croissant a ’aide de la fonction
précédemment écrite : il suffira alors de renvoyer le k-iéme élément du vecteur trié, qui est
compte-tenu de la numérotation par Python des vecteurs a partir de I'indice 0, le coefficient de
place k£ — 1.

def X(n,k):
res = ech(n)
T = tri(res)
return T[k-1]

La suite du programme fourni par I’énoncé montre que les valeurs affichées sont celles de X, |an))
pour n = 2000 considéré "grand", de sorte que cette valeur peut étre considérée proche de F~1(a),
ou a prend 20 valeurs régulierement espacées a partir de 0.1 jusqu’a 0.99 ; on peut donc considérer
que cet affichage donne I'allure de la courbe de F~!, définie sur ]0; 1] et & valeurs dans l'intervalle
ouvert I défini & la question 5., et qui correspond de fait a I'univers-image de la variable aléatoire
X.

On observe dans le cas présent, un alignement des points qui plaide en faveur d’une fonction F~1
affine de [0; 1] dans [2;6]; la fonction originelle F' serait alors (ne serait-ce que par un argement
de symétrie de sa courbe vis-a-vis de celle de F~!, par rapport a la droite D : y = x) elle-méme
une fonction affine de [2;6] dans [0; 1], valant 0 avant 2 et 1 apreés 6.

Bref, il semble bien que la loi commune des X; simulées par la fonction ech, soit la loi uniforme
sur [2;6].

On sait facilement simuler la loi uniforme sur [0;1] avec la fonction rd.random() de la biblio-
théque numpy . random importée sous l'alias rd; on sait aussi que si Z est une variable aléatoire
suivant cette loi, alors 47 + 2 suit la loi uniforme sur [2;6].

La fonction ech peut donc étre complétée comme suit :

import numpy.random as rd

def ech(n):
Z = rd.random(n) # l’argument n définit la taille de 1’échantillon
return 4x*Z+2

L’exécution du programme complet, confirmera sa validité en fournissant un rendu graphique
tout a fait semblable a celui de 1’énoncé.
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Deuxiéme partie

On s’intéresse dans cette partie au cas o (X;);en+ est une famille de variables aléatoires mutuellement
indépendantes, suivant toutes la méme loi exponentielle £(\), avec A €]0; +00].

8. Soit n € N* fixé.
a) On note (71,...,T,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :
pour tout ¢ de [1;n], T; suit la loi exponentielle £((n — i + 1)\).

Pour tout k£ € [1;n], on note de plus Sy, =T} + - - - + Tj.

Montrons par récurrence que P(k) : Sy suit la loi de densité g, , définie par

n—1
n )\ef)\(nkarl):v 1 — e*)\:l: k—1 i > 07
Vo € R, nk = (k — 1) ( )
0 six <0,

est vraie pour tout k € [1;n].

e gix > (0
Lorsque k = 1, S; = T suit laloi £(n\) qui a pour densité la fonction z —

siz<0
-1
N A n )\efA(n—H-l)z( . )\:v)l 1 _ — \ne— Anx siz >0,
Or par définition de ’énoncé :  Vz € R, g¢,,1(z) = 0
0 six <0,

donc P(1) est vraie.

Supposons P(k) vraie pour un certain entier £ € [1;n — 1], et montrons qu’alors P(k + 1)
est encore vrale.

Puisque les variables (7})1<i<, sont mutuellement indépendantes, alors d’aprés le lemme des coa-
litions, Sy, =11 + - - - + T}, et T}, 1 sont indépendantes.
An —k)e 2=k sig >0,
On étudie donc le produit de convolution des densités g, i et fr11 : © —
0 six <0,

qui si il est bien défini pour tout z € R, et définit une fonction A continue sur R sauf peut-étre

en un nombre fini de points, fera de Siy; = Sk + 111 une variable & densité, de densité h.
400
Pour tout réel z, on pose donc:  h(z) = / Gnk(x—1) fr+1(t)dt dont on étudie la convergence.

Remarquons que puisque fri1(t) = 0 si ¢ = 0, on est d’emblée ramené a étudier 'intégrale
+oo T

/ Gng(x — ) fer1 (t)dt = / Gnk(W) fr41(x — u)du avec le changement de variable affine im-
0 —o0

médiat w = x — ¢.

De méme, puisque gpx(® —t) =08i x —t <0 <= t > z, alors deux cas sont a distinguer :

e si z <0, alors | — 00; x| est entiérement inclus dans | — co; 0] sur lequel g, est nulle, donc
h(z) = 0.
e si r > 0, alors toujours du fait que g, est nulle sur | — co0;0[, on est ramené a étudier

I'intégrale

x x -1
h(z) :/ gn,k(U)ka(x—u)du:/ n(Z 1))\6’\("k+1)“(1 e ML\ (n—k)e MnmREu gy
0 0 -

qui est bien définie comme intégrale d’un produit de fonctions continues sur un segment. Pour
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tout x > 0 :

1 @
h(z) =n " )\e’\("k)m/ Ae (1 — e M)y
k-1 ;
_ o n—1 —A(n—k)x (]' — eiAu)k v
== (7 e [
i D (LR s Cees
k k—1

‘ n—k(n-1 (n—k)-(n—1)! (n—1)! n—1 .
PmsqueT<k—1):k:-(k:—l)!(n—k:)!:k!(n—k:—l)!:< 2 )’alors‘

-1
Vo > 0, h(l‘) = n(n k ))\e—k(n—k)x(l . G_Ax)k7

et h coincide bien avec la fonction g, 41 ici sur RT, mais aussi sur | — 0o;0[ ou les deux
fonctions sont nulles.
Comme de plus, ¢, ,+1 est continue sur R sauf peut-étre en 0 (produit de fonctions continues sur
R, fonction constante sur R*), on en déduit que Sj41 est bien une variable & densité et que
Gn k+1 est une densité de Sii1, ce qui achéve de prouver que P(k + 1) est vraie si P(k) Pest.
La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout k € [1;n], d’aprés le
principe de récurrence.
b) Soit k € [1;n]. Lorsque les X; suivent toute la loi exponentielle £()), elles ont pour fonction de
l—e™ siz>0 Ae siz >0
répartition commune F': x +—> -7 7 7 et pour densité f: z— T
0 six <0 0 six <0
D’aprés 3.c), la variable aléatoire X, x) a alors pour densité la fonction f(, x) définie par : Vo € R,
n—1

finn(e) = ”(k - 1) J@)F @) (1= F(a)""

-1 -1
n(z 1) )\ef)\m<1 _ 67,\1«)/&71 N (€~)\x)n7k _ n(Z 1))\6)\(nk+l)x(1 _ 67,\1«)/&71 siz>0

O0siz <0

Les variables aléatoires Sy et X, p) suivent donc bien la méme loi dans cet exemple.

9. Soit (n, k) un couple d’entiers tel que 1 < &k < n. Puisque X, xy suit la méme loi que S = Xy +---+

Xk, qui est elle-méme une somme de k variables aléatoires mutuellement indépendantes admettant
chacune une espérance et une variance, alors X, ) admet une espérance et une variance qui valent
respectivement :

k k
1
E(X("vk):E(Sk):;E( Z)\n—z+1 _XZTL—Z+1

par linéarité de I'espérance et d’aprés le cours sur la loi exponentielle, avec X; < &€ ()\(n —1+ 1))

k

i : 1 1 1
V(X = VIS0 = 2N =3 s = n Y e

i+1))

par indépendance des X; et d’aprés la formule de cours pour la variance d’une loi exponentielle.

10. a) Soit j € N* et x € [5;7 + 1]; par stricte décroissance de I'inverse sur R% et du fait que 5 <
1 1
ona—->— < 0 -——<—.
J z J T
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1 1 2
D’autre part, ¢ : z+— — — — — — est définie et dérivale sur [j;7+1] CR", et a pour
j T

. 2 .
dérivée ¢’ 1+ — + — > 0 sur Uintervalle.
2

La fonction ¢ est donc croissante sur [j ; j+ 1], et atteint sur cet intervalle, un maximum qui vaut

AT} PR S S ol a7k e e ) R O S
j+1 (G+1)? 3 +1)? 3G +1)

1 1 2

- —-< 5

i x o a?

Soit 7 € N*. Les fonctions comparées dans la question précédente, sont positives et continues sur

[7;7+1] et 7 <j+ 1, donc par positivité et croissance de I'intégrale :

it it g +1 2141
0</ (f—{ﬁng Zdr = 0< [mqr g[—ﬁj
j J Z i ¥ '

J
— 0

< 0 puisque 5 > 1.

On a donc bien : 0

N

M|H u|>—~

(ln(] +1)— ln(j)) = 2(% — j%)

On peut donc écrire, pour tout n € N* et pour tout k € [1;n] :

1 1
In(n—i+2)—In(n—i+1) < <ln(n—i+2)—ln(n—i+1)+2< , - )

n—i+1 n—i+1 n—1+2
et le passage a la somme dans cette double inégalité pour ¢ variant de 1 & k£ donne, en tenant
compte des trois télescopages qui apparaissent :

k

1 1 1
ln(n+1)—ln(n—k+1)<zm<1n(n+1)—1n(n—k3+1)+2<n_k+1—n+1>
i=1

A0 1 n+1 1 n+1 2 1 1
() S Xpu) < 310 () + 5 - 1)
— )\n n—k+1 )\Zn—z+1 E( (k)> )\n n—k+1 +)\ n—k+1 n+1

Soit n € N*, et o €]0; 1] : puisque an < n, alors |an] est un entier naturel toujours inférieur
a n, qui sera aussi strictement positif dés que an > 1, ce qui est toujours vrai a partir d'un certain
rang.

Pour n assez grand, on peut donc reprendre ’encadrement obtenu a la question précédente
avec k = |an] :

iln(%) EXoutany) < iln(#tj“) +§<n— Lalnj +1 n—1|-1>’

X n+1 141 1 . . |lan] A
ol : = puisque lim —— = « grace a :
n—LanJ+1 1_M+l n—+oo 1 — v n—+oo N
l'encadrement : o — — < M < « obtenu a la question 4.a).
n n
; 1 1 1 1 1
Onaaussi: —— = —- 0- = 0 qui est aussi lim
n—[omj+1 n 1_M+l n—r+00 1—a+0 n—toom + 1

Le théoreme d’encadrement assure donc que :

1 1 1
lim E(X@ an))) = )\ln( ) = —Xln(l—a).

n—-+oo ]_ —
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lan]

. R 1 1 -
11. Soit o €]0;1[ : d’apres 9., V(X |an))) = e ; ma ou :
vie[l:|an] 1 o 1 %nf 1 o |an]
) clan =
’ "(n—i+1)?2 " (n—|an] +1)2 — (n—i+1)2 " (n— |lan] +1)2
lan| lan |
1 n- 1 —
=V Xn an < T - -3 -
lan] 1 Lom] o
Puisque lim —— = q, alors lim — - ” 5 =0 X ———— =0.
n—+oo N n—+oo AN (1 _ M + l) (1 — o+ 0)2

Comme une variance est toujours positive, le théoréme d’encadrement donne bien, finalement :

12. a)

lim V(X(n,l_omj)) =0.

n—-+o0o

Soit € > 0. La fonction carrée étant continue, bijective strictement croissante de R, dans R, :

P )X +lln(1—a))>5 =P (X -I-lln(l—a)>2>zs2 <iE (X +lln(1—a)>2
(mlan)) = (nlan))F 3 <o (rulan) +

d’aprés I'inégalité de Markov, sachant que 'existence de la variance de X, |an|) garantit celle
1 2
de lespérance de (X(n,an) + 3 In(1 — a)) .

La formule de Koenig-Huygens donne :

1 2 1 1 2
E (X(T%LOMJ) + \ In(1 — O‘)) = V| Xu,lan)) + N In(1—a) )+ E<X(n,an) + \ In(1 — a))

1 2
= V(X lanp) + (E(Xm,tcmp) +3 (1 - a))

d’aprés les propriétés de lespérance (linéarité) et de la variance. Or les résultats des questions
10.c) et 11. assurent que :

. 1 2 1 1 2
Tim V(X anp) + (E(X(MMJ)) 45 In(1 - a)) —0+ ( — (1 —a)+ 7 In(1 - a)) —0,
donc sachant que :

1

1 1 2
0< P<’X(n,|_omj) + N ln(l — Oz)‘ > 8) < ? (V(X(n,LomJ)) + (E(X(n,Lch)) + " ln(l — a)) ),

le théoréme d’encadrement - encore lui! - donne :

1
lim P(’X(MMLD +5In(l—a)| > 5) — 0,

n—-+o00

et ce, pour tout ¢ > 0. Cela signifie bien, par définition, que la suite de variables aléatoires

1
(X(n,|an])) converge en probabilité vers une variable aléatoire certaine égale a 3 In(1 — «).

13. Le résultat de la question 5.c) dans la partie I, permet de retrouver ce résultat. On est en effet dans
le cas particulier ou la fonction de répartition F' est continue, strictement croissante, bijective de
I'intervalle ouvert |0 ; +oo[ dans |0; 1].

Pour « €]0; 1[, on sait donc d’apres 5.¢) que la suite (X, [an))) converge en probabilité vers F'~!(a),
unique solution = €]0; +oo[ de I'équation :

Flz)=a < 1—¢"

A ].

A ”C:l—oz<:)—szln(l—a)(z)x:—xln(l—a).

=a &< e
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14. On souhaite estimer la valeur du parameétre A a 'aide de I'observation de 1'échantillon (X;);ens.
Pour cela on introduit pour tout m € N* et ¢t €]0; +00], la variable aléatoire :

a)

v Card({i € [1;m], X; > t}) +1
myt — .
m

Pour tout ¢ € N* la variable aléatoire qui vaut 1 si [X; > t] et 0 sinon, est une variable de

Bernoulli appelée indicatrice de ’événement [X; > t], qu’on note traditionnellement 1(x,4;
Card({i € [1;m], X; >t ] — .. :
mais alors, ({ [[ ]] }) = — Z 1x,>¢ est la moyenne empirique de m variables
m (Lt
de Bernoulli mutuellement indépendantes (d’aprés le lemme des coalitions, car les (X;);en+ le

sont) et de méme loi de Bernoulli de paramétre P(X; > t) = e .
Card({i € [1;m], X, > t})>
m meN*

La loi faible des grands nombres assure alors que la suite (

converge en probabilité vers la variable certaine égale a la probabilité de succés P(X; > t) = e,

1
La suite de variables certaines (—) converge par ailleurs en probabilité vers 0 : en effet, pour
m/ meN*

1
<€ <~ mZE,

SRl

1
tout € > 0, la suite (P (— > s)) est stationnaire égale a 0 dés que
m meN*

donc lim P(i > 5) =0.

m——+00 m
n peut donc conclure, par somme de deux suites de variables aléatoires qui convergent en
O t d lure, de d tes d bles aléat t
probabilité, que la suite (V,,;)men+ converge en probabilité vers la variable certaine égale a e .

Soient € € R%, m € N* et t €]0; +o0o[. Remarquons que la variable aléatoire V,,;, grace au "+1"
dans le numérateur de sa définition, prend des valeurs strictement positives, ce qui garantit la
bonne définition de son logarithme ci-dessous.

Vi —e M| <e ™M1 —e®) &= —e Ml —e®) <V —e M <eM(1—e™)
s eV, e M2 — )
= M —e<In(Vps) <—M+In2—-e79)
par stricte croissance du logarithme sur R,
= > -In(Vyy) —M>—-In2—e79)
Or :
—In(2—e°) > —¢ <= In(2—€°) <€ <= 2—e ° L€ R0 9ec 1 < e¥ — *—2°+1 > 0.

On reconnait dans la derniére expression I'identité remarquable (e —1)? toujours positive, donc on
a bien par équivalences, —In(2 — e ) > —¢, et donc par transitivité de I'inégalité, I'implication :

Vg —e M| <eMl—e) =g > —In(Viy) — At > —e = | —In(Vy) — M| <,
c’est-a-dire l'inclusion d’événements :
(Ve —e M <e ™1 —e )] C [| = In(Viny) — At| < €]
qui donne, par croissance de la probabilité :

12 P(| = In(Viy) = M| <€) 2 P(|Viy — e M| < e M(1—e79)).
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D’aprés la question précédente : les réels A > 0 et € > 0 étant fixés, puisque (V,,¢)men+ converge
en probabilité vers la constante e, alors :

lim P(|V—e M <e™l—e9))= lim 1-P(|Vp—e M >eMl-e9))=1-0=1

me—+oo m——+00

donc par encadrement :

Jim P(|—In(Vin) = X[ <e) =1 <= lim P(| = In(Vn,) = M| > €) = 0.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a démontré que la suite de variables alétoires (—ln(th))
converge en probabilité vers la constante \t.

c) On fixe deux réels t; et ty tels que 0 < t1 < to.
Pour tout m € N*, on pose :

meN*

1 (Card({ie [1:m], Xi>t1})+1)'

W, =
to— 1 Card({i € [1;m], X; >t2}) +1

Notons d’abord que W,,, est bien un estimateur de A, comme fonction de variables aléatoires dont
la loi dépend de A\, sans que 'expression explicite de W, (et donc le calcul d’une réalisation de
W) ne fasse apparaitre le paramétre A\ qu’on veut estimer.

1
Il est ensuite clair que : W, = P (= In(Vine,) + In(Vins, )
2 — 1t
Les fonctions a : x +— ; retb=—a: v+ 7 ; x sont affines sont continues sur R;
2 — 1t 2 —
puisque In(V;,4,) % Aty et In(Vi, e, ) % Aty, alors d’apres la propriété du cours,
1 \ W Aty

a( = (Vi) = — In(V,,.1,) converge en probabilité vers a(Aty) =

’ to — 11 ’ to — 11

At
et b( —In(Viy,)) = In(V,,+, ) converge en probabilité vers b(At;) = - 1t :
1 2 —

Par somme de deux suites de variables aléatoires qui convergent en probabilité :

t At Aty — ¢
la suite (W,,,)men+ converge en probabilité vers 2 L (f2 — 1) = A,
to — 11 to — 11 to — 11

et W, est bien un estimateur convergent de .

Troisiéme partie

15. L’énoncé admet dans cette question le théoréme suivant :
Théoréme : Soit n € N* fizé.
Il existe une famille (T, 1, ...,T,,) de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :

o Pour tout i € [1;n], la variable aléatoire T,,; suit la loi exponentielle 5((n -1+ 1))\) ;
e Pour toutk € [L;n], on a Xppy =Tn1 + -+ Do

A la quetion 8.b), on a démontré que dans le cas ol les variables aléatoires (X;);en+ ont pour loi
commune la loi exponentielle £(A), pour tout n € N* et pour tout k € [1;n], X1 a méme loi
qu’une somme 717 + - - - + T}, de variables aléatoires telles que T; suit la loi £ ((n —i+ 1))\).

Ici le théoréme affirme I'égalité des variables aléatoires X, ) = T, 1 + -+ T, ce qui est bien
plus fort que la simple égalité des lois ('égalité des variables aléatoires implique ’égalité des lois,
mais la réciproque est fausse.)
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Le but de la suite de cette partie est de démontrer ce théoréme dans le cas ot n = 2.
Soit ¢ €]0;1[ et soit p=1—g.

On dit q'une variable aléatoire Z & valeurs dans N sui la loi £(q) si :
VkeN, P(Z=k)=pg"

16. On suppose que Z suit la loi £(q). Il est clair que la variable aléatoire Y = Z+1 suit la loi géométrique
de parameétre p : en effet, le fait que Z soit a valeurs dans N implique que Y est a valeurs dans N*,
et :Vke N P(Y=k) =P(Z+1=k) =P(Z=k—1)=p¢" L.
On sait d’apres le cours, que Y admet une espérance et une variance : les propriétés de ces derniéres
assurent que c’est aussi le cas pour Z, avec :

1 1 l—p ¢ q q q
EY)=- << EZ)+1=- <= E4)=——=-etV(Y)== <= V(7+1)= = <= V(2)=—=.
()p (Z) p (Z) PR ()p2 ( )p2 ()p2

On a aussi : pour tout £ € N,
+o00 (1)+oo +0o0 @) qz
P(Z>£):P<U[Z:k]):ZP(Z:k):quk:pl_q:qf
k=0 k=t k=t

par union disjointe (1) et d’aprés la formule pour une somme de série géométrique (2) qui ne
commence pas au rang 0 ici, sachant que le fait que 0 < ¢ < 1 garantit sa convergence.

17. Soit n € N* et soit (71, ..., Z,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes de
loi £(q). On pose U,, = min(Zy, ..., Z,).

a) Soit ¢ € N; par définition du minimum de plusieurs nombres réels, on peut affirmer 1'égalité
d’événements :
[Un 2l =[Z 20N [Z2 200002, > {].

Comme les (Z;)1<i<n sont mutuellement indépendantes, alors :
PU,20)=]]PZ>0=]]d = (") =q¢"
k=1

b) Puisque U, est le minimum de variables aléatoires a valeurs dans N, alors U, est elle-méme a
valeurs dans N et :

VkeN, PU,=k) =PU,>k) —PU,>k+1)=q"— ¢"*) = ¢"*(1 — ¢,

ce qui prouve que U, suit la loi £(r) avec )

18. Soient Z;, Zy deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi L(q). Soient ki, ks deux entiers
naturels. On peut écrire, puisque Z; et Z3 sont a valeurs dans N :

(20> k)0 [Zs — 2y > ko] = DO (20 =002y~ 21 > k]) = Do (120 =002 > by +1)).

=k l=k1
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L’union est disjointe, donc par o-additivité :

P([Zi > kN2~ Z1 2 k) = Y P([Z=0N[Z > ky+(])

-
—+00

= Z P(Z, =0) xP(Zy > ky +¢) par indépendance de Z; et Zy
=k
= ket b = 21 o (@M

=Y pg" x ¢ =pd” Y (@) =pg” X
=k — q

2k1+k2 1
_ M ¢@FtR puisque p=1—g¢

I-g)(1+q) 1+q
19. Soient X;, X, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle ().
Soient x, y deux réels positifs ou nuls.
a) Soit m un entier naturel non nul. On pose Z; = [mXi| et Zo = [mXs].

Notons que puisque X; et Xy sont a valeurs dans |0; oo, alors mX; et mX, aussi, et leurs
parties entieres Z; et Z5 sont donc des variables aléatoires discrétes a valeurs dans N.

Soit k € N :

o0 [ k1
P(Z, = k) = P(|mX,] = k) = P(k < mX; < k + 1) :>°P(5<X1<%)

k+1 k
= P(Xl < + ) —P(Xl < —) car X, est & densité
m

=1l—-e"m —1+4+e"m car£>0et%>0
k 1 A
= Mm - (1—6_)"%) = ¢"(1 - ¢q) avec g =e m €]0; 1],

ce qui prouve que Z; et de méme Z,, suivent la loi £(q) avec ¢ = e m.
b) On conserve les notations de la question précédente et on pose de plus ky = |maz] et ke = |my].

Puisque m > 0 : pour w €,
Xi(w) > 2= mXi(w) > mr = Z)(w) = [mXy(w)]| = |mz] =k,
implications qui prouvent bien I'inclusion d’événements [X; > z| C [Z; > ki]. De méme :
Z(w) 2 k141 <= mXi(w)]| = k+]l = mX;(w) > [mz|+] = mX;(w) > mr = X;(w) > z,

d’on l'autre inclusion [Z; > ki + 1] C [X; > z].
Toujours selon le méme principe, pour w € € :

Zy(w) — Zi(w) = ko +2 = Zr(w) = Z1(w) + ks +2 = mXs(w) = Z1(w) + k2 + 2 > mXy(w) + k2 + 1

— mXs(w) = mX;(w) >k +1>my = Xo(w) — Xi(w) >y

et :
Xo(w) = Xi(w) >y = mXo(w) > mXi(w) + my > Z1(w) + ks = |mXso(w)] = Zo(w) = Z1(w) + ko
eN

— ZQ(M) — ZQ(CU) 2 kz
Ces deux chaines d’implications prouvent bien les deux inclusions entre événements :

[ZQ_Z1>]€2+2]C[XQ_X1>y]C[ZQ_Zl>k2]
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c¢) De ce qui précede, on déduit :
[Zl 2]€1—|—1]ﬂ[22—21 >/€2+2] C [Xl >.T]ﬂ[X2—X1 >y] - [Zl Ekl]ﬂ[ZQ—Zl Ekz],
donc par croissance de la probabilité et d’apres le résultat de la question 18. :

P((Z 2 ki +1N[Z— 71 > ks +2)) <P([X1 > 2] N [Xy— Xy > 9)) SP([Z > ki) N [Z0 — Z1 2 k)

1 A
2l gl t2 < PIX, > 2] N[ Xy — Xy >u]) < ——¢**1¢"  avecq=e m
P A (X1 > 2] NXe = X0 > y]) < ga™ q
1 oy lmal+l | [my|+2 1 _oplmz] _\Imy]
EE———— m < — Z e m m
5 om® e <P([X1>2]n[X, — X >y]) < S T5eome e :

d) Remarquons que le terme central de ’encadrement précédent ne dépend pas de l'entier m € N* :
la double inégalité reste donc vraie lorsque m tend vers +oo.

Or comme on a déja eu plusieurs fois l'occasion de le démontrer dans ce sujet :
mz | 1 o Lyl 2

) ) mx| + 1 ) |
lim =2 donc lim % = lim ——=+— =2+0 =2z et de méme lim
m—+oo M m——+oo m m—4oo M m m—+00 m

[ma]

La continuité de I’exponentielle sur R et les opérations sur les limites donnent alors, lorsque m
tend vers +oo dans I'encadrement de la question précédente :

1

e - I o =
11 of e L P([Xy > 2N [Xo— Xi > y]) < ——e eV

14 €0

donc par double inégalité :
1
P([X:>za]N[Xo— X3 >y]) = o€ e T,

20. Soient X7, X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle ().
On note X1y et X(9) les variables notées précédemment X (1) et X259y, qui ne sont autres en fait,
que min(X7y, Xs) et max(X;, Xs) respectivement.

a) On sait que les variables aléatoires X; et Xs sont indépendantes, et qu'une densité de X; est
bornée entre 0 et A\ : le théoréme de convolution assure alors que X; — X5 est une variable a
densité, ce qui suffit pour garantir que P(X; — X, =0) =0 <— P(X; = X;,) =0.

Par ailleurs : X1y = min(X7y, X,) est une variable aléatoire & valeurs dans [0; 4+o0o[ comme mini-
mum de deux variables aléatoires elles-mémes a valeurs positives.

Mais alors :  P(X(;) =0) =P ([X; =0]N[X5=0]) = P(X; =0) x P(X, =0) =0 =0,

donc P(X(l) > 0) = P(X(l) = O) =1.

De méme, par définition X () — X(1) = max(X;, X3) — min(X;, X,) est une variable aléatoire a
valeurs positives, et P(X@) — X1y = 0) = P(min(X;, X») = max(X1, X»)) = P(X; = X5) =0,
donc P(X(g) — X(l) > 0) = P(X(Q) — X(l) > O) =1.

Les variables aléatoires X (1) et X (o) — X(1) sont presque stirement a valeurs strictement positives.

b) Soient x et y deux réels positifs. Les deux événements [X; < Xs] et [X; > X5 forment un systéme
complet d’événements, donc la formule des probabilités totales donne :

P([Xm > 33] N [Xe) = Xy > yl)
P([X; N[Xa) > 2] N [Xe) — Xa) > y]) +P([X1 > Xo] N [Xa) > 2] N [Xe) — Xa) > y])
(X1 < Xo] N[Xy > 2] N [Xo — X1 > y]) + P([X) > X N [Xy > 2] N [Xy — Xy > y])
P([X:>a]N[Xo— X1 > y]) + P([X2 > 2] N [X; — X5 > y])
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En effet, puisque z et y sont positifs, [X; > x] N [Xy — X7 > y| implique [X; < X5,
donc [Xl <X2]H[X1 >IL‘]H[X2—X1 >y] = [Xl >x]ﬂ[X2—X1 >y]
et de méme pour 'autre événement, par symétrie des roles de X; et Xs.

C’est d’ailleurs cette symétrie des roles via les lois identiques de X; et X5, qui assure que les deux
probabilités de la derniére somme sont égales, et donc qu’en effet :

P([X(l) > l‘] N [X(g) — X(l) > y]) = 2P([X1 > :L‘] N [XQ - X > y])
Puisque X (9) — X(1) est presque-stirement a valeurs strictement positives : pour tout réel x positif,
P(X(l) > SL’) = P([X(l) > SL’] N [X(Q) — X(l) > O]) = 2P([X1 > .T] N [XQ - X1 > 0]) = (372)\m

22T puisque X(p)

d’aprés 19.d), donc pour tout réel positif z, FX(I)( r) =PXy <2) =
= O pour tout x < 0, ce qui

est presque-siirement a valeurs strictement positives, alors F X (x)
prouve que Xy suit la loi exponentielle de parameétre 2.

De méme, pour tout réel positif y :
P(Xe) — Xa) >y) =P([Xa) > 01N [Xe) — Xay>y)) =2P([X1 > 0]N [Xy — X3 > y]) =

d’aprés 19.d), done Fx, x,(y) = 1 —¢ M osiy >0, et Fxp-x,y(y) = 0si y < 0 puisque
X(2) —X(1) est presque stirement a valeurs strictement positives. On reconnait alors que X2 —X(q)
suit la loi exponentielle de paramétre .

Enfin : pour tous réels strictement positifs x et y,
P([Xa) > 2] N [Xe — Xa) > y]) =2P([X; > 2] N [Xo — X; > y]) = e eV
= P(X(l) > SL’) X P(X(Q) — X(l) > y),
ce qui prouve que les événements [X (1) > ] et [X (o) — X(1y) > y| sont indépendants ; il en est donc

de méme de leurs événements contraires [X (1) < @] et [X2) — X1y < yl, ce qui prouve que les
variables aléatoires X (1) et X(3) — X(1) sont indépendantes.

On a donc démontré l'existence de deux variables aléatoires Tp; = X(1) et Thy = X(9) — X(1),
mutuellement indépendantes, telles que :

e Ty suit la loi exponentielle £(2\) = £((2 — 1+ 1)A)
et Tp» suit la loi exponentielle E(\) = E((2—2+1)A);

o Xy =Xq) =Ty et Xpo = Xy =X + X — Xq) =151 + 1.

On a donc bien démontré le théoréme admis au début de cette partie dans le cas ot n = 2.

%% FINDUSUJET %%
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