ESSEC Appliquées 2 2025 Alain Guichet Corrigé

Partie 1

1. Par convexité de la fonction exp sur R, la comparaison avec la tangente en 0 donne : ’Vt ER, e >1+1 ‘

2.

En composant par la fonction In (pourvu que 1+t > 0 donc ¢ > —1), on obtient immédiatement :‘Vt >—1, In(14+1¢) <t ‘

(a)

La fonction f est de classe C* sur [0,1] comme produit et somme de fonctions qui le sont. De plus, pour tout réel
tel0,1],ona:
ffy=1le "+ +t)(—e ) —1=—te " —-1<0

donc ‘ f est strictement décroissante sur [0, 1] ‘ Or

FO)=(1+0e—0=1>0 et f(1):(1+1)e*1_1:§_1:2ge

<0

puisque e > 2. La fonction f est continue et strictement décroissante sur [0, 1] donc elle établit une bijection
de [0,1] dans [f(1), f(0)] = [2¢™' —1,1]. Comme f(1) < 0 < f(0) alors : ’El'a €10,1[ / f(a) = ‘et la stricte

décroissance assure que : ‘ f) >0 <= t<a ‘

Calcul approché de « par dichotomie ou de maniére itérative, dans les deux cas le réel contenu dans a est une
valeur approchée de o & 1072 prés, par défaut dans le premier cas et par excés dans le second :

def f(t)
return (1+t)*np.exp(—t)—t
# dichotomie (indépendant du sens de wariation de f)
a=0 ; b=1 ; eps=le—3
while abs(a—b)>eps
=(ath)/2
if f(a)xf(c)>0 : a=c
else : b=c
# itératif (tient compte du sens de wvariation de f)
a=0 ; eps=le—3
while f(a)>0
a—ateps

Etudions la fonction g: t +— 14 2t — e’ sur [0, 1]. Elle y est bien de classe C* et on a :
Jt)=2—-e">0 & ' <2 < t<In(2)

Ainsi, g est croissante sur [0,1n(2)] et décroissante sur [In(2),1]. Comme g(O) 0 > 0 et comme g(1) =3 —e >0,

on en déduit que la fonction g est positive sur [0, 1] donc : ‘Vt € [0,1], +2t
Alors :

=14+V2 < ¢ vz >

V2
1 L_1+v2 1 1
(5)-(+ ) -5t s 0@
Par décroissance de f, on conclut que : |a > L .

V2

w &\ -
b

i i1
On remarque que ZL N ﬁ pour tout 7 € N*. On obtient alors la fonction :
i —1)!

7! )

def minimum (x,p)
i=0 ; u=np.exp(—p) ; S—u
while x>S
i=i+1l ; u=p/i*u ; S=S+u
return i

Simulation de la variable aléatoire Y :

def simulY (p)

return minimum (rd .random () ,p)

Par définition de la variable aléatoire Y, on a : Y(©2) C N. Pour k£ € N*, on a alors :

k—1 ,L' i

k
Y =k] = Z Ser U< Z%—

=0
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Comme P (U < z) = Fy(z) = = lorsque 0 < z < 1, on en déduit que :

k pl k=1 4
i=0 =0
k i k=1 k
— Z g ge—p _ &e—p
P e — il k!
et lorsque kK =0 :
0
Y =0=[U<e?]  dome P =0)=PU<ec?)=e"=7e”
k
T o - p
Ainsi: Y(Q)=NetP(Y =k) = e ~P pour tout k£ € N donc m
(¢) Soit k > 2. Alors :
i g k LI
[Y:k} Fep<U<Z EGP<U
i=0 =0
Or :
L
dYoge = (+p)=fp)+p=F+p
i=0
donc :
Y =k C[U>B+p| C [1pcrcpn =0]
Conclusion : ‘Vk 22, [Y=kcC[X=0] ‘
k
On en déduit que : [X = 0] N[Y = k] = [V = k] donc : |[Vk > 2, P([X = 0] N[V = k]) = %e—p
(d) On a:
I 0 % 1 pi
X=0N[Y=1]=B<U<B+pN Ee*ngziTe*p
i=0 =0
=[B<U<B+pN[e?<U<B+p)
donc : | [X = 0] N[y =1] =
Alors, par formule des probabilités totales avec le systéme complet ([X =0],[X =1]) :
P(Y=1)=P(X=0n[Y=1)+P(X=1n[Y =1)) =P (X = 1] N[V =1])
donc : ‘IP’([X =1N[Y =1]) =pe7? ‘
Par formule des probabilités totales avec le systéme complet ([Y = k]), o :
+oo +oo
—0) =S P(X =0 [y =) =P(X =0 N[y =0) + S P(Y =
k=0 k=2
—[(B+p) = A =P(X=0]N[y =0)+1-PY <) =P(X=0/n[Y =0))+1-[(1+p)e?]
1-p=P(X=0N[Y =0)+1-(5+p)

done : [P((X = 0[N [y =0)) = 5]

A nouveau par formule des probabilités totales avec le systéme complet ([X = 0],[X =

1]) :

PY=0)=P([X=0nY=0)+P([X=1Nn[Y=0)
P =B+P(X=1NY =0)=00+p)e”—p+P(X =1]N[Y =0])
donc : |P([X = 1]N[Y =0]) = p(1 - 7).
(e) Toujours par formule des probabilités totales avec le systéme complet ([X = 0],[X =1]) :
P(X £Y)|=P(X =0]nN[Y £ X))+ P(X = 1]N[Y £ X]) = P(Y >2) +P([X =1]n [V = 0]
=[1-(1+pe?]+p(l-e?) :‘1+p— (1+2p)e_p‘
Comme e™? > 1 —p alors —(1+2p)e™® > (p— 1)(1 + 2p) donc :
PIX#AY)<1+p+(p-1D)1+2p)=1+p+p+2p>—1-2p
Conclusion : [P (X #Y) < 2p?
LPo Touchard-Washington, Le Mans 2 / mise a jour : 4 mai 2025
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4. (a) Par définition de la variable aléatoire T', ’événement [T > 1] est réalisé si et seulement si 'une au moins des
variables aléatoires 1p, prend la valeur 1 donc si et seulement si I'un au moins des événements B; est réalisé.
Ainsi :

k k
[T>1=JB; donc P(T>1):P<U&>
R i=1

(b) Inégalité de Markov : |Ve > 0, P(T > ¢) < lorsque T(©) C R et T admet une espérance.

Ici, T(Q) C [0,n] C Ry et T admet une espérance par linéarité et :

k k

E(T) =Y E(1p) =Y P(B)

i=1 =1

On applique l'inégalité de Markov avec € = 1 > 0 ce qui donne directement l'inégalité demandée.

k
Conclusion : | Vk € N*, ¥ (By,...,B;) € A", P <UB><ZIP>(B)

5. (a) Soit k € N. Par inégalité triangulaire :
0K P(X=k) —P(Y =k)| <P(X=k)+P(Y = k)

Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série Z [P(X =k)+P(Y = k)] est convergente. Par théoréme
k>0

de comparaison, on en déduit que la série Z IP(X =k) —P(Y = k)| est convergente |.
k>0

(b) Soit k € Ntel que P(X =k) > P(Y = k). Alors :

P(X=k)—P(Y =k)|=P(X=k) —P(Y =k)
—P(X=kN[Y £k)+P(X=kN[Y =k])—P(Y =k)

donc |[P(X =k)>P(Y =k) = [P(X =k)—P(Y =k)|<P(X=KN[Y #k)]

(¢) Soit k € N. De méme que précédemment (on renverse les roles de X et Y) :

P(Y=k)>P(X=k) = [P(X=Fk P =k)|<P(X#KN[Y =k)

Ainsi, dans les deux cas : ‘ P(X =k —PY =k)|<SP(X=KN[Y #Ek])+P(X#kN]Y =k]) ‘
(d) Soit n > 0. Alors :

SIB(X =k) -P( =k)| <Y PIX = kN[ £K) + > P(X 4K N[V = k)
k=1

k=0 k=1
<Y R(X =Ky £ X))+ Y P(X £ YN Y =)
k=1 k=1

Or, par formule des probabilités totales avec le systéme complet ([X = k]), oy (puis ([Y = k]), o), on obtient :

n

P(X#Y)= Z]P’ NY # X)) P ([ N[Y # k)
et :
400 n
P(X#Y)=) P(XAYIN[Y =k) =Y P(X#Y]N[Y =k])
k=0 k=1
donc :

SIP(X=k) -PY =k)|<P(X#Y)+P(X #Y) =24(X,Y)

Par passage a la limite lorsque n — 400 (il y a bien convergence), on conclut que : ‘5()(, Y)<2d(X,Y) < 2‘
(puisque d(X,Y)=P(X #Y) < 1).
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Partie 2

6. Supposons lexistence de k; € [1,n] tel que p; > a. D’aprés la question 2c, on en déduit que :

donc 4 pi>4p? >2>6(S.Ty)

(grace a donc la question 5d) ce qui permet de conclure : ‘L’inégalité (LC) est vérifiée dans ce cas ‘

7. Les variables aléatoires Uy, ..., U, sont indépendantes et chaque X; (respectivement Y;) est construite exclusivement

a partir de U; donc ‘ X1,..., X, (respectivement Y7, ...,Y,,) sont indépendantes ‘1.

Pour étre un peu plus précis :
[(Xi =1]=[8i <U; < Bi +pil

donc les événements [X; = 1] sont indépendants et il en va de méme si on remplace certains de ces événement par leur
contraire qui est [X; = 0]. Ainsi, les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes puisque l’on a traité toutes les
valeurs possibles des variables aléatoires X;. Le raisonnement final est un peu plus sophistiqué pour les Y; qui prennent
une infinité de valeurs.

8. On a: Y, — P(pr) d’apreés la partie 1 (puisque py < «). Par indépendance des Y}, et stabilité des lois de Poisson par
la somme dans ce cas, on en déduit que : ‘Tn =1+ +Y, > P+ +pn) =P\ ‘
Dans le cas ot py = A/n pour tout k, on a : P(X =1) = P(Bx < Ux < Br + pr) = pr donc X — B(1,\/n). Par
théoréme de stabilité par la somme des lois binomiale & paramétre p égal et puisque les X} sont indépendantes, on
conclut que : ‘Sn — B(n,A\/n) ‘
D’aprés le cours, on sait que dans ce cas, on a : (Sy), - converge en loi vers une variable aléatoire de loi de Poisson
de paramétre \.
Remarque Le probléeme est que \ dépend de n, il ne peut fixé sans changer la valeurs des paramétres py,. .., py, lorsque

qu’on fait varier n ... Ou alors il faut comprendre que les py sont tous égaux & p (pour tout k) mais alors S, — B(n,p)
et dans ce cas il n’y a pas convergence en loi de la suite .

S_Zm_Zn_

9. (a) Soit n € N*. Il est évident que ﬂ [Xr =Yi] C
k=1

Par passage aux événements contraires, on conclut : | [S,, # T),] C U [Xk # Yi] |
k=1

(b) Soit n € N*. On applique les questions 5d puis puis 9a puis 4b et enfin 3e :

n

5(Sn, Vo) < 2d(Xo, V) = 2P (S, £ T,) (U stwk) <23 B(X £V <23 2]
Pt k=1

k=1

Conclusion : | Vn € N*, §(S,,Yy) 4Zpk

10. Soit n € N*. On suppose que py = A/n. D’apreés la question 8 : S,, < B(n,A/n) et T,, — P(\) donc :

)6 b

n

D

+oo
=Y IP(Sn=k) =P (T, = k)| < Y_|P(Sy = k) = P(T,, = k)|
k=0

k=0 k=0
—+oo
puisque Z P (S, =k)—P(T,=k)| = Z P (T,, = k) est bien une somme d’une série convergence. Alors :
k=n-+1 k=n+1

SOICORERR
OO 5 -

(S, Tn) 42]0,c _42

n

Conclusion : | Vn € N*, Z
k=0

w

~

1
11. (a) Soit k € N. Dans cette situation : p; = T donc T,, < P(s,) d’ou :
n+i

sﬁ s " "1
'P(Sn:k)—k!e =[P (Sy=k) —P(T, =k)| < 5(Sn, Tp) <4 ——— n+k Z;
k= 1 k=1
: Shosn| o 4
Conclusion : |VE € N, [P (S, =k) — e | < — |
k! n
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(b) Soit k € [0,n]. Par décroissance de la fonction continue ¢ — sur [k,k+1],on a:

n +
1 1 1
< <
n+k+1 n+t n+k

1 k+1 1 k+1 k1 1
7:/ 7dt</ dté/ dt =
n+k+1 . n+k+1 g n+t . n+k n+k

donc pour k£ > 1 et en remplagant k par k — 1 :

Vi ek, k+1],

donc :

1 /k?-‘rl 1 1
< dt <
n+k S Ju_i no+t ntk—1

K+l 1 koo
Conclusion : | Vk € [1,n], / —dt < < / —
k n+t n+k' k—1 n+t

(c) Par sommation de cette double inégalité pour tout k € [1,n], on obtient avec la relation de Chasles :

n+1 1 n 1
dt <s, < —dt
/1 n4t n\/o n+t

On calcule les intégrale avec la primitive ¢t — In(n +1¢) :

In(2n+1) —In(n + 1) < s, < In(2n) — In(n)

et par théoréme d’encadrement, on conclut que : | lim s, =1n(2) |
n—+oo

(d) Les questions 11c et 11a donnent alors pour tout k € N :

. B (In(2))" “m@)| _ 7 _ A L4
0< Qi P (Sn = k) = ———em ™5 = lm IP(Sy=Fk)—gre™™ | < lm =0

(In(2))"*
k!
Conclusion : | La suite (S,),,, converge en loi vers une variable aléatoire S telle que S — P(In(2)) |

Ainsi: Yk €N, lim S, =k= ™" =P (S = k) avec S — P(In(2)).

Partie 3

12. Par quotient de fonctions usuelles, la fonction A est de classe C! sur |0, +-00[ et pour tout réel 2 > 0 :

ez —(e*—1)1 (x—1)*+1
W(x) = 22 = 2

T

De plus, au voisinage de 0, comme la fonction exp y admet un développement limité a I’ordre 2, on obtient :

1+ + 222 + 2% (2) - 1 1
h(z) = 2 (@) =14+ -z +ze(x)
T 2
1
avec (x) — 0 lorsque z — 0 donc h est continue en 0 et h est dérivable en 0 et | h'(0) = 2| Ainsi, h est continue

et dérivable sur [0, +o0o[. Reste & étudier la continuité de h’ est 0. Toujours avec le développement limité de exp au
voisinage de 0 & 'ordre 2 :
(z—1)(1+z+32®+2%(@)+1 z+2?-1-z—-L122+2%@)+1 1

1
/ _ _ — s
W(w) = 2 o 2 ) +e(z) =0 2

donc A’ est continue en 0. Conclusion : ‘ h est de classe C' sur [0, +o0] ‘

13. (a) Lafonction z — / h(t) dt est la primitive de h sur [0, +oo[ qui s’annule en 0 donc elle est de classe C? sur [0, +o0|

0
et il en va de méme de g. De plus, pour tout réel x > 0 :

g (z)=—e" /033 h(t)dt +e *h(z) = —e " /gC h(t)dt +e " (h(z) — 1+ 1)

—e " /Om h(t)dt+e™* (/Ox B (t)dt : 1)

Conclusion : |Vz € [0, +o0[, ¢'(z) =e™™ (1 — /Ow (h(t) — K'(t)) dt> :

mise a jour : 4 mai 2025 b) / LPo Touchard-Washington, Le Mans




Corrigé Alain Guichet ESSEC Appliquées 2 2025

(b) D’apreés les calculs qui précédent, pour tout réel ¢t > 0 :

et —1 (t—1)e"+1 tet—t (t—1)e'+1
t 2 T2 2

h(t) — h'(t) =

et —1—1¢

Conclusion : |Vt > 0, h(t) — h/(t) = 2

1 1
(c) Pourt:(),ona:h(O)—h’(O)=1—§:§>O.Pourt>0,ona:

el —1—t e —(1+1)
2 t2

h(t) — W (t) = >0

d’apreés la question 1. Conclusion : ‘Vt >0, h(t)—=h'(t) =0 ‘
De plus, pour tout réel z > 0 :

x? 0 x?
Or :
e’ —1—x— %x2 e*
~ —_— —"—OO
[L'Q r——+00 1’2 T——400
x
donc, par comparaison, on conclut que : | lim (h(t) — R'(t)) dt = 40 |.
r——+o0 0

x

(d) Comme t + h(t) — h'(t) est positive sur [0, +oo| alors la fonction z / (h(t) — KW' (t)) dt est croissante sur
0

[0, 4+00[ de limite 0 en 0 et de limite +00 en +o0o0. Par théoréme des valeurs intermédiaires, elle prend la valeur

en un réel x = . Si ce réel v n’était pas unique alors, par monotonie, la fonction = — / (h(t) — K (t)) dt serait

0
constante sur un segment [a,b] (contenant ) donc la fonction ¢ — h(t) — h'(t) serait nulle sur [a,b] et alors
e' =1+t sur [a,b] ce qui est absurde.
Ainsi, ¢’ est positive sur [0,7] et négative sur [y, +oo| (grace a la croissance de la fonction intégrale). On en déduit
que g est croissante sur [0,~] et décroissante sur [3, +oo[. Comme g est décroissante et minorée par 0 alors g admet
une limite finie £ > 0 en +o0.

T 0 0 +00
g (x) + 0 -
g(v)
g(x)
0 >0

t%e’ pour tout ¢t > 0 (et méme ¢ = 0 dans ce cas-ci). Pour cela, nous

N

1
14. (a) Il suffit de prouver que §t2 el —1-t<

~

1 1
allons étudier le signe des fonction g;: t e —1 —t— 5252 etgo:trrel —1—t— §t2et sur R, . Par développement

en série de ’exponentielle, pour tout ¢ > 0 :

I b Xk

gl(t): P 522520
k=0 k=0 k=3

la fonction g9 est de classe C*° sur R et pour tout ¢ > 0, on a :
/ ¢ 1 t 42t ¢ ¢ Loy
gs(t) =e —0—1—5[2156 +t%e'] =€ —1—te —ite

1

1
g5 (t) = €' — 0 — [le’ + te'] 5 [2te’ + t%e] = —e {2t + 2t2] <0

donc g} est décroissante sur R,. Comme g5(0) = 0 alors g5 est négative sur R . Alors go est décroissante sur R
et comme g(0) = 0 alors g2 est négative sur R, .

eh—1—¢t 1,
7 <3
LPo Touchard-Washington, Le Mans 6/ mise a jour : 4 mai 2025
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(b) Soit x > 0. L’inégalité précédente se prolonge « par continuité » en ¢t = 0 par théoréme d’encadrement. Alors, on
peut intégrer cette double inégalité sur [0, ] :

%(e“”fl)

d’ou :

3—e” 1 x .
=1—-(-1)<1— [ (h@)-HW@)dt<l—-x=1-3
2 2 0 2

3—e” T
et en multipliant par e~ on conclut : |V € Ry, e <g(z)<e™™ (1 - 7) .

2 2
(¢) En z = In(3) I'inégalité de gauche donne : 0 < ¢'(In(3)). En z = 2, l'inégalité de droite donne : ¢'(2) < 0.

Ainsi : ¢'(2) < ¢'(7) < ¢'(In(3)). Par continuité de g’ et unicité de 7, on conclut que : |y € [In(3),2] |
15. (a) Soit n € N* et z € [0,n]. Comme x > 0 alors :

k:+°°lc

" n gk IR gk xk xm
AN §T: wt ka PRy Ty

k=

Comme k > n+ 1 alors k x (k—1) x---x (n+1) = (n+1)*"" (il y a bien k — n facteurs dans le membre de
gauche) donc :

.Z‘k_" xk—n T k—n
< =
Ex(k—1)x---x(n+1) " (n+1)Fkm <n+1)

Comme 0 <z <n<n+1alors0< ? < 1 donc la série géométrique est convergente et ainsi :
n

n k

T - L T k=n
Hees i Y (55)

k=0 k=0 k=n+1

On calcule alors la somme de la série géométrique :

+o00 k—n +oo k—(n+1) +oo k
Z T _ Z x _ Z x _ o 1 _ T
n+1 n—l—lkszrl n+1 n—|—1k:O n+1 n+1 1—% n+l—x

k=n-+1 +1
x .
Comme 0<z<nalorsl <n+1-—2donc —— < z d’ou la conclusion :
n+l—x
+oo k—n n k n+1
N N T x T
Vn € N*, Va € [0,n], ZM <e \Z*** > <n+1> <ZH+T
k=n+1 k=0
Toujours avec n € N* et « € [0,n], on a alors :
n k n k n+1
T N T T
Do SISy
k=1 k=1

donc si x # 0 :

k—1 n k—1 "

"z e’ —1 x T "z T
DS Sl Tmta L gh(z)g; R

Eol
[
bl
=
Bl
Il

—_

(b) Toujours avec n € N* et x € [0, n], en intégrant cette double inégalité sur le segment [0, z] :
n tk 1 T x n tk_l +n
/ > —-di< / h(t)dtg/ ——+ | dt
0 =1 k 0 0 b1 k n:
d’ou par linéarité de l'intégrale :
n x n Cll‘k xn—&-l
Z / (t)dt < D o+ !
= P kElk  (n+1)!
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et on multiplie enfin par e™* pour conclure :

. xn—i—l

k k
x x
Soit 2 > 0. Soit n € N tel que n > x. Ainsi z € [0,n] et on peut appliquer ce qui précéde. Comme 0 < T < o
. ! !
x
pour k € N et z > 0 alors la série Z T est convergente . De plus, par croissance comparée usuelle (ou terme
k=1
n+1
général de la série exponentielle qui converge vers 0), on a: ———— ———— 0. Alors, par théoréme d’encadrement,
(n+1)! no+oo
00 Z‘k
. — AT -
on conclut que : |Vz >0, g(z) =e ; e |

16. On calcule une valeur approchée de g(x) a ’aide d’une somme partielle de la série précédente grace a ’encadrement :

~ n l‘k B .1‘n+1
neN, e = 0ol -~ ) <y

Comme les valeurs de x sont limitées a la valeur 2, ’entier n vaut au moins 2 d’ou 'initialisation proposée. Le programme
complété est le suivant :ompléter le programme suivant pour qu’il trace la partie de la courbe de g comprise entre les
abscisses In(3) et 2, les valeurs de g étant calculées a 10~ prés :

1|X = np.linspace (np.log(3),2,100)
Y = )

3 for x in X :

4 n=2;s=xtxx*xx2/4 ; d = x%x3/6
5 while dxnp.exp(—x) > 0.0001
6 n = n+l

7 s = s+d/n

8 d = dxx/(n+1)

0 Y. append (s*np.exp(—x))

10| plt . plot (X,Y)

u|plt.grid ()

12| plt . show ()

Partie 4

17. (a) Soit n € N*. Alors a,, s est la variable aléatoire égale au premier rang k tel que [Xj > s| est réalisé ou bien a n si
aucun de ces événements n’est réalisé. Soit w € [K,, s = 1]. Alors :

amS(W) =k Yms(‘“’) = Xan,s(w) <w> Zn(w) = Xan,s(w)(w)

donc w € [Y,, s = Z,)]. Par croissance de la probabilité, on conclut que : ‘]P’(YmS =27,) 2P(K,s=1) ‘

(b) On a la réunion suivante constituée d’événements deux & deux incompatibles :

Kns=1=J [ Xe>sIn (] [X: <5

k=1 ie[1,n]\{k}
donc :
P(Kno=1)=>» P[[Xp>sn [] [Xi<s]
k=1 ic1,n]\{k}

Par indépendance des variables aléatoires X; :
P(Kpo=1)=> [PXx>s)x [ P&Ei<s)|=> [ [[ -
k=1 ic[1,n]\{k} k=1 ic[1,n]\{k}
Or, toujours par indépendance des X; (mais aussi par définition de Z,,) :
0=P(Z,<s)=P([X1<s]N---N =[[-»)

i=1
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18.

19.

—~
o
~

° N e o A W N e

donc :

P(K z”:(“ zeulnn\{k} ) Z":
1 k=1

’L 1(1_p1

Conclusion : |P (K, s =1) = QZ _Pk__

) o Lk
Alors :
P(Yos=20) 2 P(Kps=1)=0) —2*
w1 = Dk
Pk
m@) =Y W@-p) <D (-p) =D <) -
h—1 k=1 E—1 h—1 Pk
1
puisque 1 — pp < 1 donc 1 >1dou 1 Pk > pi et on en conclut que : ‘IP’(Y,MS =2Z,) = —61n(0) ‘
— Pk — Pk

On a 6 = F,(s). Or, la fonction hy: 6 — —601n(f) est de classe C* sur ]0,1[ et on a :
i) =—-In0)—1>0 < f<e!

donc hy est maximale en e ! et hy(e”') = —e"!(—1) =e~'. Alors, pour F,,(s) =0 =e Y ona:P(V,,=2,) >
e~ 1. Comme F, est continue sur R et de limites 0 en —oo et 1 en 400 alors, par théoréme des valeurs intermeédiaires,
comme e~ ! €]0,1[, on a :

IseR/Fu(s)=etet P(Y,o=2,)>e"

On a
0 sis <0
p=pr=PXgp>s)=1-P(Xp<s)=<¢1—-s si0O<s<1
1 sis>1

Comme p # 1 (hypothése de la partie 4) alors s < 1. Comme p # 0 (hypothése & partir de maintenant) alors

s 2 0. Ainsi, p=1— s donc .

Simulation du couple aléatoire (Z,Y,, 5) :

def simulCouple(n,p) : # s=I1-p

Y=—1 ; Z=0

for k in range(1,n+1)
X=rd .random ()
if Y=—1 and X>1-—p : YX
if ZX : ZX

if Y=—=1 : YX

return 7Z,Y

On utilise la fonction qui précéde & chacune des N répétitions afin d’estimer 71y par fréquence de réalisation de
lévénement [Y;, s = Z,] :

N=10%%4 ; n=10 ; p=0.15 ; r=0

for k in range(N) :
[Z,Y]=simulCouple(n,p)
if 7—=Y : r=r+1

r=r /N ; print(r)

Soit z € R et ¢ € I;. Par définition de la probabilité conditionnelle puis par indépendance des variables aléatoire
Xp,on a:

PGX<dﬂmmm&/ﬂﬁNﬂw[  <4)))

P ((Mier, 1> ) N (g, X < 51))
_Pw<&<ﬂmmMMMmeDmmwm&<ﬂD
P ((Mier, 1> 81) N (Migr, X5 <51 )
CP(s < X <@) % [Tes oy P(Xor > ) [Togr, P(Xir < 5)
P s < Xi) ¥ [Lier\ iy P (Xir > ) [Livgr, P (Xir <5)

_P(s<X; <)

PA]. (Xz < LC) =
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. —— % dsix>s
Comme p = 1 — F(s), on conclut que : |Vo € R, Vi€ I}, Py, (X; <) = P i
0 sinon

De méme, pour J; C I; de cardinal m € [1,k], on a :

P ﬂ [X; <z]| = ’ (<ﬂi/€‘]f [s < Xir < x]) N (ﬂi’ij\Jj [Xi > S]> N (mifglj [Xi < 3]))
. @ v (<mi'e‘]' X > S]) N (miEI'\J‘ [Xi > S]) N (mielj [X: < 5])
Sl R

i€J; i€J;

Conclusion : | La famille (X;), I est indépendante pour la probabilité P4 |

Soit r € I;. On a alors :

P, (XT = maX(Xi)> =Py, ( max (X;) < XT)

i€l iel;\{r}
D’aprés ce qui précéde, par lemme des coalitions, mz\ii( }(Xl-) et X, sont indépendantes pour P4;. La question
ielj s '
précédente donne la fonction de répartition de X; dans I’espace probabilisé (€2,.A,P4;) donc une densité, obtenue
M siz>s
par dérivation puisque les propriétés sont conservées, est la fonction : x — p (on compléte par 0
0 sinon

F(z)— F(s)\" "' .
en z = s). De méme la répartition de max (X;) est la fonction : x — Shr >
iel;\{r} p

. Alors, le
0 sinon
théoréme admis donne :

R%(x;znmmxa):=£+w(F“)‘F“”)klf“)&=:];[fm<Fa>—F@»k1fawﬂ

iel; p p p
k14 k
1 [Eo-Fef 1 (@) - Fs)
pk A—+o0 k pk A—+o0 k

Comme F(s) =1—p et comme F(A) S 1 alors :
—+o00

1 pF 1
( r = z>) AN R

Comme (K, s = k] = U A; (réunion disjointe) alors :
i=1

De plus, pour j fixé, d’aprés la question précédente, on a :

x| =

Py, Yo =Zn) =Pa,; <Xmin(1j) = Igg}x(&)) =

1<isn 1<i<n—1

Yoo = Z] N [Kns = 0] = [Xn = max (Xi)} NA; = [ max (X)) < Xn} N A

Or, en procédant comme dans les questions 19b et 19c¢ (il y a encore indépendance des X; sachant A;) :

P (Xi <) P(X; < min(z, s)) 1;,(&)) siz<s
< z) = =
At P(X; < s) . .
sixz > s
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Py, < max (X;) < a:) =
1<i<n—1

e )= (R - [ ()T

donc :
n 1 n
‘P([KL,S = Zn] N [Kn,s = 0]) ‘ = P(Al) ]P)Aj (Xn = 12113‘5{”()(1)) =S E == (1 - p)
(e) On déduit de ce qui précéde que :
a L®
P([Yn,s = Zn] N [Kn,s = k]) = P(AJ)]P)A] (Yn,s = n) = % ]P)(Aj)

j=1 j=1

_lz)(l_ )k n—k L(n (1_ )k n—k l n k(l_ )n—k

BT =RV T ERWwW VY

d’ou l'on tire que :

= IP)(Yn,s =Zy) = ZP([Yn,s = Zn} N [Kn.,s = k]) = %(1 -p)"+ Z % (Z)pk (1 _p)nik

20. (a) Soit n € N*. On a:

k n—k k k n—k k
1
S (Y ()T sy () a2 e
k| \k n n k! k n n k!
k=1 k=1
n k n—k
< n\ (A 1— A — Lk -
k n n k!
k=0
U A\ F M\ "F Ak AN2
La majoration de la question 10 donne : ; % (Z) (n) (1 — n) o Mg
(b) Par inégalité triangulaire, on en déduit que :
S ENANIN ANE R ] anz
S E) (1-2) 7 e[«
k\k n n k! n
k=0
1 A\ DN 42
n——(1-%=) —e? | < —
T ( n) ¢ Z k'K n
k=1
40?1 AN\ " GNP 40?1 A\ GNP
—+—(1=-= - — <rp < —+—|1-= - —
n+n< n)e Zk!k " n+n( n)e Zk!k
k=1 k=1
Comme ﬁ —— 0, comme l 1-— é ' — 50 et comme e i )\—k —_— e io )\—k on en déduit
n  notoo n n n—+oo — klk n—o+oo — EE’

n—-+00 k'k
k=1

+oo )\k
par théoréme d’encadrement que :| lim 7, = e M.

A
21. Ona:s=1—-—p=1— —. Or, d’aprés les questions 15b et 13d :
n

)\k A
n — =g(A < Y
T . 1]{3'1{) € g( ) g( )

donc 7, est maximal lorsque A =« c’est-a-dire lorsque |s =1 —
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