MATHEMATIQUES APPROFONDIES - Maths 2 HEC-ESCP. 2025

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour MU.jOI' Prépa

L’énoncé supposait, pour toutes les questions en langage Python, les bibliotheques usuelles déja importées
sous leurs raccourcis habituels.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

Premiére partie

Soit (X;)ien+ une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes, chacune de loi
normale A (0, 1).

L’énoncé supposait que X;(w) # 0 pour tout ¢ € N* et tout w € Q, et définit, pour tout
n
entier n € N*, S, = ZXZQ

i=1
La loi de S, est appelée loi du khi-deux a n degrés de liberté, et on note S,, < x?(n).
1

On pose aussi, pour tout entier n € N*, W,, = ESn.

1. (a) D’aprés le cours sur la loi normale, chaque variable aléatoire X; (i € N*) admet une espérance
qui vaut 0 et une variance qui vaut 1, donc un moment d’ordre 2 : E(X?) = 1 aussi (conséquence
de la formule de Koenig-Huygens).

La variable aléatoire S, admet donc une espérance comme somme finie de variables qui en

admettent une, et par linéarité de I'espérance :
n

E(S,) => E(X})=n.
i=1

L’énoncé admettait ici que S,, posséde un moment d’ordre 2.

(b) On simule facilement .S, comme somme des carrés de n simulations indépendantes de la loi
normale centrée, réduite. L’annexe Python du sujet rappelle opportunément la commande adap-
tée.

1 def simul (n):

2 X = rd.normal(0,1,n)
3 return np.sum(X**2)

Rappelons ici que la puissance 2 appliquée au vecteur X s’entend terme a terme a chaque élément

du vecteur. On pouvait bien stir construire cette somme avec une boucle for.
N-1

(¢) Le seript fourni par I'énoncé calcule des réalisations de S2 = N Z(Si)k, moyenne empirique

k=0
que N = 50000 simulations indépendantes de la loi du khi-deux a n degrés de libertés, et renvoie
via la fonction f, la valeur de S2 — n? = 52 — E(S,)?.

En considérant que S? admet un moment d’ordre 2, ce qui revient a dire que S, admet un
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moment d’ordre 4 (ce qui est vrai car c’est la somme de n variables indépendantes de loi normale
qui admettent des moments de tous ordres) : alors S2 est un estimateur sans biais et convergent
de E(S?), et le graphique affiche ici des estimations de E(S2) — E(S,)? = V(S,).

Il semble done, au vu des valeurs prises, que 'on puisse conjecturer : | V(S,) = 2n/|.

La variable aléatoire W; = %Sl = %Xlz est a valeurs positives, donc sa fonction de répartition
Fy, vérifie déja . Vo <0, Fw,(z) =0.

Pour tout z > 0 :
Fy, (z) = P(W; < z) = P(X} < 2z) *) P(|X;| < V27)

— P(—V2r < X; < V27) @ 0(v22) = &(—v2z) "E) 20(v2z) — 1

(%) car la fonction carrée est continue strictement croissante, bijective de RT dans lui-méme.
(%) Car X; — N(0,1) est & densité.
(x % x) d’aprés une propriété fondamentale de ® :  Vr € R, ®(—z) = 1 — ®(z).

0 stz <0

La fonction Fy, : = +— est alors de classe C!, donc continue,
20(v2z)—1 sixz >0

sur | — 00;0[ comme fonction constante sur cet intervalle, et sur |0; 400 car c’est le cas de la

composée de z — 2z € C'(R%,R%) et.de ® € C'(R),]0;1]).
De plus, les fonctions /- et ® étant continues en 0 :

lim lim 2¢(v2z) —1=20(0) —1=2-3—1=0= Fy,(0) = lim Fy, (),

z—0t z—0~

donc Fyy, est continue en 0. Ainsi, Fyy, est continue sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre
en 0, donc en un nombre fini de points : W; est bien une variable & densité, et une densité fy,
de W est obtenue par dérivation de Fyy,, sauf en 0 ol on choisit une valeur arbitraire positive.

La fonction fy, définie par :

2 2 1 (vV23)? 1 e
c—=p(V2z) =4/ — - ez =—" ,
2\/2:;;90( ) T 27 NV

est une densité de W, (on a choisi arbitrairement fyy, (0) = 0).

Ve <0, fun(x) =0 et Vo >0, fuy(z) =2

La densité de W précédente vérifie :

—+00 ( ) —+00 1
fwa (x)dx = / —e Tdr = 1.
\/_

N =

1
2

-1 e .
Or pour tout x >0, —= == , donc la derniére égalité ci-dessus se réécrit :

/+oo
0

I'intégrale étant bien convergente puisque % > 0.

=X

l\.‘)l»—l

tetda = vi = |0(3) = VA,

1
Le résultat précédent implique surtout, que W; = %Xf suit en fait la loi 7<§)

En repérant alors que W,, = %Sn = %X T4+ %Xﬁ : le lemme des coalitions assure que

I'indépendance mutuelle des (X;);en+ entraine celle des ( =X 2) sener €t chaque variable %Xf suit
la méme loi 7(%) que Wy = %X 2 : le théoreme de stabilité de la loi gamma par somme indépen-
dantes, assure alors que W,, suit la loi gamma dont le parameétre est la somme des parameétres

des 1 X2, c’est-a-dire que W, — 7(%)
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1
(d) Le cours sur la loi gamma donne alors :  E(W,) = g = §E(Sn) = g — E(S,) =n,
et aussi :
n 1 n

ce qui correspond bien & la conjecture qu’on avait faite, suite & I'observation des résultats du
script Python de la question 1.

3. (a) Soit un entier n > 3. La fonction inverse est continue sur |0 ; +oo[ qui contient presque-strement

1
les valeurs prises par W,,, donc d’aprés le théoréme de transfert, E(W) existe si et seulement si
mn

oo | 0 sizx <0
I'intégrale / — fw, (x)dx est absolument convergente, ou fy, : @+ 1
o T

[(n/2)

n_, .
2 e ® sixz>0

X

est une densité de W,, < v(n/2).

1
Comme la fonction = — — fy, (z) est nulle sur | — 0o ;0] et positive sur |0; +o0|, cela revient a
T

étudier la convergence simple de :

1 /+OO 1 %71 —zq 1 /+OO (%*1)*1 —zq
—XT e xr = X e xT.
I'(n/2) Jo T I(n/2) Jo

On reconnait l'intégrale F(% — 1), bien convergente puisque n 23— % — 1> % > 0.

.1 . ) . 1
Ainsi — admet bien une espérance, qui vaut effectivement :
n

E(L)_F(%—l).

W, INEY
. 1 1 1 _ : .
Puisque S, = 2W,,, alors A admet bien une espérance, et par linéarité de cette
derniére : n !
1 1 1 r(%-1) INCE 1
Sn/ 2 \Wy 2 (2 2(2-1)r(2-1) n-—2

d’aprés la relation fondamentale : T'(z + 1) = zI'(z) pour tout = > 0 rappelée par 1’énoncé, ici
utilisée avec § —1> 0 (n = 3).

(b) Soit n > 3 : la variable aléatoire

1 1
affirme que — = (—
V'5n

S
1
Cela signifie que \/_S_ admet un moment d’ordre 2 : on sait que cela implique que cette variable

aléatoire admet aussi un moment d’ordre 1, c’est-a-dire une espérance.

1
est presque stirement bien définie, et le résultat précédent
V'Sh

2
) admet une espérance.

Soit Y une variable aléatoire indépendante des (Xj)x>1 et de loi N(0,1). Pour tout n > 1, on pose :
Y
T, = .
\/Sn/m

La loi de T}, est appelée loi de STUDENT de paramétre n, et on note 7, — 7 (n).

L’énoncé admettait que 7;, est une variable aléatoire a densité possédant une densité strictement positive
et continue sur R.

4. Soit @ €]0;1[. La variable aléatoire |T,,| est a valeurs positives, et pour tout = > 0,

Fir(2) =P(T,| <2) =P(-2 < T, <) = Fr, () — Fr,(—x).
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Comme T, admet une densité continue sur R, alors sa fonction de répartition est de classe C*
sur R, donc Fiz,| aussi d’aprés I'expression précédente, et en notant fr,, la densité de T}, évoquée par
I’énoncé, on a :

V20, Fp,(x) = Fp, () + F, (=2) = fr,(2) + fr.(-2) > 0

puisque fr, est strictement positive sur R.

La fonction Fir,| est donc continue, strictement croissante sur [0 +o0].

Comme Fip,(0) = P(|T,| < 0) = P(T}, = 0) = 0 car T}, est a densité, et xggloo Fiz,|(z) = 1 (propriété
d’une fonction de répartition), alors d’aprés le théoréme éponyme, Fir, | réalise une bijection

de [0; +oo[ dans [0;1].

Puisque 1 — a €]0; 1], il existe un unique réel ¢, , € [0; 400 tel que P(|T,,| < t,.) =1 — .

C’est aussi I'unique solution sur R puisque sur | — 0o;0[, Fjp,| est nulle, done ne peut pas prendre

la valeur 1 — a.

. (a) Soit un entier n > 3. On a vu en 3.(b) que admet une espérance ; comme Y admet aussi

1
VS

une espérance (qui vaut 0), et puisque Y est indépendante des (Xj)x>1, donc de

d’apreés le

1
VS

lemme des coalitions, alors T,, = \/n - Y X admet une espérance qui vaut :

1
L
E(Tn):\/ﬁ-E(Y)xE( L ):o.

=0

5

1
(b) Selon le méme argument : T2 =n-Y? x — admet une espérance comme produit d’un facteur

n
constant et de deux variables aléatoires indépendantes qui admettent une espérance.

Cela signifie que T}, admet un moment d’ordre 2, qui vaut :

E(T2) = n - E(Y?) x E(Sin) -

n

n—2

puisque, comme on 1’a vu au début de cette partie, E(Y?) =V (Y) = 1.

Ce moment d’ordre 2 est aussi, d’apreés la formule de Koenig-Huygens, la variance de T,, puisque
son espérance est nulle.

Y2
NG
la somme de trois variables aléatoires qui admettent une espérance, donc E((Tn — Y)Q) existe
et vaut :

(c) Soitn=3: (T,-Y)P=T2-2YT,+Y?=T?-2n +Y? est, d’aprés ce qui précede,

1 n

n—2

E((Tn—Y)2):E(Tf)—Q\/ﬁE(YQ)-E< )+E<Y2): —2\/E-E( ! )+1

2
3

: 2:—_22 N \/%E(\/IWTL)

1 ) . .
en sortant un facteur E de la derniére espérance, et en réduisant au méme dénominateur

n +1_271—2
n—2  on=2

la somme
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1
6. Pour tout entier n > 2, on pose :  u, = E( )

(a)

3

En remarquant que pour tout entier n > 2 :

1 1
Vio €0, Wiea() = £ Sun(w) = Wa(w) £ 3 X2,(0) > Wa(w) > 0
puisque 'énoncé suppose que X;(w) # 0 = X?(w) > 0; la stricte croissance de /- sur R* et la
stricte décroissance de la fonction inverse sur cet intervalle donnent :

Vw€Q, VWpn(w) = VIW,(w) >0=

1 1
< :
VWii(w) v Wa(w)
=2 a < :
n = 5 AN .
V Wn+1 V Wn

La propriété de croissance de l'espérance donne alors (les espérances étant bien définies) :

ce qui signifie 'inégalité entre variables aléatoires : V

=) <E()

donc la suite (u,),>2 est bien décroissante.

Vn > 2, E( = Yn =2, Uy < Up,

Enfin, la variable W, suit la loi (1) qui‘est aussi la loi exponentielle de paramétre 1.

D’aprés 3.(b), E<

) existe et vaut, d’aprés le théoréme de transfert :

1
VI,
e oo 1 N L . 1

/0 ﬁe dac:/0 x 2e dan’:/O x2 e dx:F<§):ﬁ:u2
d’apres 2.(b).

n
Soit un entier n > 2. De la méme facon qu’a la question précédente, puisque W,, — 7(5)

1
est (presque-stirement) & valeurs dans R’ sur lequel z — 7 est continue et positive :
x

d’aprés le théoréme de transfert,

> L oo n—1 F o _ 1
Uy = E( 1 ) == X / Ll‘i_le_zdgj = L/ ng_le_xd:E — M
0 ) 0 r

.. L'(3) < IL(*) _r(*x)
Ainsi @ Upyq - Up = 721 Qn = n2
y F(7) xE(5) (%)
Et comme F("TH) = F("T_l + 1) = ”TAF(”T_l), alors u, 1 - up, = % = - 2 T
nl _

La fonction Python ci-dessous prend en argument ’entier n > 2, et renvoie sous la forme d’un
tableau numpy les n — 1 valeurs wus, us, . . ., uy,.

On tiendra compte du fait que la numérotation des éléments dans un tableau commence a
I'indice O : us sera 1’élément numéro 0, etc..., il y a donc ci-dessous un décalage de deux unités
entre 'indice du terme wu,;, calculé, et son numéro de place dans le vecteur.

def suite_u(n):
u = np.zeros(n-1)
ul[0] = np.sqrt(np.pi)
for k in range(1,n-1):
ulk] = 2/(k*ulk-1])
return u
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Pour tout k£ € [1;n—2] :

ulk] = u 6.0 2 = 2
T T ke keuk—1]

e programme de 1’énoncé calcule alors les 79 premiers termes us, . . ., ugy de la suite (u,)ps2,

d) L g de ¢ ¢ calcule alors les 79 iers t de la suit >
les entiers k € [2;80] dans le vecteur V, et affiche les points de coordonnées (k, ku? )a<r<go, done
les 79 permiers termes de la suite (n - u2),>2.

Le comportement du nuage de points permet de conjecturer :

. 2
lim n-u, =2,

n—+o0o
ui rit aussi : im —u; = nt on dédui uiv.
ce s’écrit auss 1 2 =1, dont on déduit Péquivalent
n——+00
9 2 2
u ~ — <= Uu ~ —
n—-+oo N n—-+00 n

puisque u, > 0.
(e) On peut reprendre ici un schéma de raisonnement classique (utilisé notamment pour 1’étude des
intégrales de Wallis) : puisque la suite (u,)ns2 est décroissante, alors pour tout entier n > 3,

on a
XUn 20 2 2 2 2 xXn>0 2 2 2
Un+1 < Up < Up_1 = Up+1-Up < Uy, S Up Up—1 = < Uy, < - 1 < n-u, < 5 -
n—1 n—2 1—= 1—2=
n n
. . 2 2 . :
Puisque lim T = 2= ——, le théoréme d’encadrement permet de conclure :
n—-+o0o - -
A 2 2
lim n-u, =2=w, ~ —
n—-+o0o n—-+4o0o n

en reprenant les étapes du raisonnement mené a la question précédente.
. Soit € > 0 fixé : on cherche & montrer que P(|Tn -Y| > 5) tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

Pour cela, on remarque que P(|T, — Y| > &) = P ((T;, — Y)? > €?) car la fonction carrée est continue
strictement croissante, bijective de R dans lui-méme.

La variable aléatoire (T3, — Y)? étant a valeurs positives et admettant une espérance, on peut écrire
pour elle 'inégalité de Markov, qui donne :

O<P((Tn—y)2>€2)<M:8—12<2::22_@E<\/1W>)

d’apres 5.(¢).

2n — 2 2n — 2
Or: 2n—2 ~ 2netn—2 ~ d ~ 2 i impli li = 2.
r n G netn B n, donc T Al ce qui implique que nirfm —

i 1 2 1 .
Par ailleurs : E(\/Wn) e \/; = 2nE<\/Wn> et 2, donc nl_1£100 V 2nE<

mais alors lim l<2n_2—\/2nE< ! >):2_2:0.

) =

n—too g2\ n — 2 VW, g2

Le théoréme d’encadrement assure pour finir que :

lim P((I,, - Y)*>¢*) =0 < lim P(|T,-Y|>¢) =0,

n—-+oo n—-+oo

et ce pour tout € > 0 : on a bien démontré que la suite (7},),>2 converge en probabilité vers Y.
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Deuxiéme partie
Dans cette partie, on démontre le résultat suivant :
Théoréme : Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes, chacune de loi normale N (0, 1).

X+Y X-Y
Les variables aléatoires il et sont alors indépendantes et de loi normale N(0, 1).

V2 V2

Pour la preuve, ’énoncé fait appel au résultat suivant, a utiliser sans preuve :

Théoréme : Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes, de densités respectives f et g.
Soit A C R? une partie fermée. Alors :

P(xv)ed) = [ (/ - Lale,0)f(e)de) o)

ou 1 4 est la fonction indicatrice de la partie A.

Soient a, b deux réels fixés jusqu’a la fin de cette partie. On considére la partie A C R? définie par :

A={(z,y) eR’| s+ y<aet z -y < b}

b —b
On pose également ¢ = a—2¢— , d= a4 5
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, chacune de loi normale N (0, 1).
X+Y X-Y
On pose W = + et Z =

V2 V2

8. Lorsquea=2etb=—-1: A= {(:U,y) € RQ‘ y<2—rety>x+ 1} est I’ensemble des points du
plan R? qui sont situés au-dessous de la droite D; d’équation y = 2 — x, et au-dessus de la droite D,
d’équation y = x + 1.

L’ensemble A est la partie en couleur ci-dessous (les pointillés indiquent que la partie s’étend & U'infini
au-dela du cadre du dessin).

y=x+1

9. Soit y un réel tel que y > d.

(a) Commez+y<a < z<a—yetpuisquer <a—y—z—y<a—2y—zr—y<a—2d=0,
alors on a bien (z,y) € A si et seulement si z €] — oo ;a — y).
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(b) On aalors:  1u4(z,y) =1 <= (z,y) € A <= x €] —00;a — y], sinon 'indicatrice vaut 0,
donc :

400 a=-y
/_ Ta(z,y)p(z)de = / ¢(r)dr = ®(a —y)

par définition de la fonction de répartition @ de la loi N'(0,1).

10. Siy<d,alorsx —y<b < rz<y+betpuisquer <b+y=—=x+y<b+2y<b+2d=na,
alors (z,y) € A si et seulement si « €] — 0o ;b + y], de sorte que :

+o0 b+y
| ta s = [ o) — o+ ).

11. a) Les fonctions (z,y) — = + y et (x,y) — = — y sont polynomiales en les variables z et y, donc

continues sur R2.

Les deux ensembles {(z,y) € R?*| z +y < a} et {(z,y) € RQ} z —y < b} sont donc des fermés
élémentaires de R?, et A est alors une partie fermée de R? comme intersection de ces deux fermés.

b) D’apres le théoréme admis au début de cette partie, puisque A est une partie fermée de R?, et
puisque X et Y sont indépendantes, de méme densité ¢ :

P ed) = [ ([ e e

—0o0 o0

-/ : (/ N Lalo.ghple)de ) oty + | - (/ - Lale.p)p(e)de ) o)y

d +o0
:/ <I>(b+y)g0(y)dy+/d P(a—y)p(y)dy

—0o0
D’aprés la relation de Chasles et les résultats des questions 9. et 10.

Dans la premiére intégrale, on réalise alors le changement de variable affine z = d — y et dans la
seconde, le changement de variable z = y — d et on obtient :

P((X,)Y)e A) = /+OO<I>(b+d— 2)p(d — z)dz + /+OO P(a—d—2)p(z+ d)dz.

a=b __ a+b
2

En remarquant que b+d = b+ “T_b = “TH’ =ceta—d=a = %37 = c aussi, la linéarité de

'intégrale et le facteur commun ®(b+ d — z) = ®(a — d — z) = ®(c — 2z) donnent :
+o0
P((X,Y) c A) = / (p(d+2) + p(d — 2))@(c — 2)d=.
0
12. Par définition de la fonction de répartition ® : pour tout réel z,

q)(c—z):/c_zgo(s)ds:/c ot — 2)dt

—00 —00

avec le changement de variable affine (donc licite) : ¢t = s+ z.

Le résultat de la question précédente se réécrit donc :

P((X,)Y)eA) = /0 - (go(d—i—z)—l—go(d—z))( / ) go(t—z)dt)dz: /O - ( /_ C (go(d—l—z)—l—go(d—z))cp(t—z)dt)dz.

—c0 00
L’énoncé admettait pour la suite que 'on peut changer I'ordre d’intégration dans la formule précé-
dente, c¢’est-a-dire que 'on a :

C

P((X,Y)eA) = / (/0+oo (p(d+2) +o(d—2))p(t — z)dz) dt.

—00
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13. Puisque pour tout réel z, p(x) = e~ 7, alors pour tous réels u et v : u)p(v) = —e 2 et
que p p() N p pu)p(v) = 5=
(U, —I— v) <u - U) 1 7(74-:1))27(71—4'0)2 ]_ 7u2+2uu+v2;§;u272uu+v2 1 7u242»'u2 ( ) ( )
= —¢ = —¢ = —¢e = u v).
¥ NG ¥ V2 o It 27 g

14. D’aprés le résultat précédent, pour tout z €] — 0o ;¢ :

d+z+t—z> <d+z—t+z> :w<d+t)(p(2z+d—t>

pld+2)olt =) = o (=5 NG N 7

et de méme :

SO(d_z%p(t_z):()0<d—z—|rzf—z>()0<d—z—t+z> :Sp(t—i_d_QZ)sp(d_t)’

V2 V2 V2 V2
donc :
P((X,)Y)c A) = /_; (/;OO o(d+ 2)p(t —2)dz + /0+OO o(d — 2)p(t — z)dz) dt
() [ [t

En réalisant alors le changement de variable affine u = 2z+—\/‘%_t dans la premiére intégrale "intérieure"

et v = MTEQZ dans la seconde, on obtient :

/0 mgp(ta/cé—t)dz _ /d;w(u)d—z = %(1 —@(d—\/_;)) _ %@(%)7

too b4 d— 22 V2 dv 1 t+d
—d— v)— = —=¢(—),
/0 o 7z / NoRRYe <¢§>
donc en effet :

P ed) == [ (e(S5)o() + () 0(3

t+d
15. II faut ici remarquer que les fonctions [ : ¢ — @(%) et g: t— <I>(

et

d 1
7) sont de classe C
sur R, et que :

, 1 t+d 1 —d

Donc :

we R o (oIS o (") e (L)) = r0at) + 050 = (1 x o] 0

Mais alors, pour tout A < ¢ :

\/_/ ( t+d (t\;ﬁd)+¢(t\;§d>®(c\—@d)>dt: [f(t)g@)};

:(D(c\—}—id>q)(c\;§d> _q)(A\;—id)@(A\/—id)

Comme lim pid_ —o00 = lim A-d et lim ®(x) =0, alors on a bien :
A——o0 \/§ A——o0 \/§ T——00
c+d c—d
P((X,Y) € A) = 7 Joo( - )
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16. Sachant que c+d = a et ¢ — d = b, et vue la définition de A, le résultat précédent se réécrit :

V(a,b) €R?, P(X+Y <aN[X -V <) = q)(%)@(%)

= V(d,) R, P([X\EY <o|n [ <v]) = sw)en).
a b

ot lorsque a et b parcourent R, il en est de méme de @/ = — et b = —.
q p V2 V2

Il reste a dire que puisque X et Y sont indépendantes, de méme loi normale A/(0, 1),

alors W = X+Y
V2

parameétres sont son espérance et sa variance :

suit encore une loi normale comme combinaison linéaire de X et Y, dont les

X
E( +Y):E(X)+E(Y):O o V<X+Y>:V(X)+V(Y):1+1:1’
2 V2 V2 2 2
X+Y X-Y
donc W = i suit encore la loi N'(0,1), et on montre de méme que Z = suit aussi

la loi N(0,1).
Le résultat précédent s’écrit alors :
V() e R P(W<<dIN[Z<KV])=P(W <d)xP(Z<V),

ce qui prouve bien que W et Z sont indépendantes.

Troisiéme partie

Soit n € N tel que n > 2. On munit 'espace vectoriel R™ du produit scalaire euclidien standard, qui

1
sera noté (-, -). On considére une base orthonormée (ay, ..., a,) de R" telle que a; = 7(1, 1.
n
. T+ -+ Ty
17. Soit x = (x1,...,2,) € R". On pose T = e
n
(a) D’apres les formules dans la base orthonormée (aq,as, ..., a,) :

n

n n 1
x = Z(x,akMk . Z(m, L) ag =a— (T, a1)a = x—(— Zxk>-(1, o) = (2 —T, 207, .., x,—T).
k=2

n
k=1 k=1

v
=z

1l aura fallu prendre garde ici au fait que la somme de la formule demandée, commence a [’indice
k = 2 pour faire les liens.

(b) Toujours du fait que la base (a1, as, ..., a,) est orthonormée :
n 2 n n
I3t adan|| =S ol = > (@, 0
k=2 k=2 k=2
n
aussi égale & [|(z1 — 7, ..., 2, — 7)|? = D (2 — 7).
i=1

18. (a) Avec les vecteurs a; = \%(1, 1) et ay = \%(1, —1):
=1(1-1) =0, [|la]| = \%H(l,l)H =1 = ||ag|| : la famille (ay,asy) est
X+Y X-Y
T et (X,Y),az) = .
V2 V2

sont indépendantes, et suivent

il est clair que (a; ,as)

donc une base orthonormée de R?, et de plus ((X,Y),a;) =

X+Y X
Le théoréeme de COCHRAN assure donc que i et

-Y
V2 V2
chacune la loi A/(0,1).

10 © Major Prépa



(b) Soit (81, 52) € R*\ {(0,0)}. On sait déja d’aprés le cours, que si R; et Ry sont indépendantes,
alors Cov(Ry, Ry) = 0.

Pour prouver la réciproque, on commence par remarquer que, par bilinéarité de la covariance :
Cov(R1, Ry) = Cov(Xy + X, 51Xy + 52Xz) = 51V (X1) + B2C0v(X7, X2) + f1Cov (X, Xi) + B V(X2)
= B+ P2

puisque X et X, sont indépendantes, donc Cov (X7, X3) = 0 et puisque V(X;) =1 = V(X3) vu
que ces deux variables suivent la loi (0, 1).
Mais alors :  Cov(Ry, Ry) =0 <= (14 52 =0 <= [y = —[3,

X1 +X2 X2
—F— et Ry = [ (X V2
\/5 2 61( 1= ) 61 \/5
X1+ Xy X1 —

. . . 2 . .
Or comme on I’a revu en 18.(a), les variables aléatoires e 5 sont indépendantes

ce qui implique : Ry = X, + X, = 2~

d’apres le théoréme de Cochran; le lemme des coalitions assure alors que R; et R, sont encore
indépendantes.

On a donc prouvé I’équivalence demandée par double implication.
19. On introduit les variables aléatoires :

— Xi+--+X, i —
X = U= X=X
e YL

(a) La variable aléatoire X est une combinaison linéaire de variables aléatoires mutuellement
indépendantes, suivant des lois normales : le théoréme de stabilité pour cette loi, assure que X
suit encore une loi normale, donc les paramétres sont son espérance et sa variance. Or :

_ ] — — 1 1 1
=—Y B(X;) et V(X)=—=)) V(Xj)=—xn=-—
n i1 N—— n i1 n n
=1 -
par linéarité de 'espérance et par indépendance des (X;)i<i<n.
On en déduit donc que X < N(O, %)
1
(b) Sachant que a; = \/Lﬁ(l, ...y 1), alors Y, = (X, ay) ZX donc X = %Yl.
=1
Par ailleurs, d’aprés 17.(b) : Z(X Lap)? = Z:(XZ — X)?, clest-a-dire : U = Z O
k=2 i=1 —
(¢) Au vu des expressions précédentes, et puisque Y7, Y5, ... Y, sont mutuellement indépendantes

d’aprés le théoréme de Cochran, alors X = \/iﬁYl et U =Y} +---+Y?2 sont bien indépendantes,
d’aprés le lemme des coalitions.

De plus, U apparait comme la somme des carrés de (n — 1) variables aléatoires mutuellement
indépendantes, chacune de loi A/(0, 1) : d’apreés la partie 1, U suit effectivement la loi x*(n — 1),
du khi-deux a (n — 1) degrés de liberté.

On suppose pour la fin de ce probléme, que Z = (Zy,...,Z,) est un n-uplet de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, chacune de loi normale A (u, 0?) avec o > 0 ot (i, 0%) est inconnue.
On pose :

= i+ 2, = —
Z=22T 7T Nz —
Y

7 — X+ +X, _
20. (a) Pour i € [1;n], on pose X; = 'u, et X = 1 rot , U= Z(XZ - X)2.
o n
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Pour tout ¢ € [1;n], on a alors Z; = 0.X; + 1, donc :

oXitpt-+oXy+p  Xi+---+ X, np

7 = =0 + — = oX + W,
n n n
et : " . .
V= Z(O’X +p—0X —p)?=o° Z(XZ - X)? =o%U.
1:1 i=1 1=1
1 n

1 —
(b) La variable aléatoire —V = 1 Z(Z — 7)? est un estimateur de 62 comme fonction de
n n—

I’échantillon Z dont I'expression ne depend pas explicitement de o.

Puisque V = 02U ot U — x%*(n — 1), d’aprés les résultats de la partie 1 et par linéarité de

I’espérance :

2 2
o o 9

E(V) = E(U) = x (n=1) = o,

n—1 n—1

ce qui prouve bien que 1 V est un estimateur sans biais de 2.

Z-p  oX X

o2 — ’
Or on a vu (q. 19.(a)) que X < N (0;2) donc y/n- X <> N(0,1), et U < x*(n — 1).
De plus, X et U sont indépendantes d’aprés 19.(c), donc v/n - X et U aussi.

On est donc dans la situation décrite a la fin de la premiére page de I'énoncé, qui permet de

(c) D’apres les calculs précédents :

7 —
conclure que —V,u suit la loi de STUDENT T (n — 1).

n(n—1)

. Soit o €]0;1[ et ty_1,4 le réel tel que P(|T] < ty-14) =1 — a lorsque T — T (n — 1).

La variable aléatoire ;V'u suivant cette loi de STUDENT, on peut donc écrire :
n(n—1)
7 _ Z —
P(‘—f‘gtn—ha) <:>P<_tn—1a\ M n1a>—1_a
n(n—1) \/ n(n 1)
-1 - 1)
— P( =/ n(nT)tn_l a § n tn—1 a =l—a car —n(xl) est a valeurs dans R’}
-1 -1)
<:>P<_ n(n—)tn—la ,U/ n nla_ —1_05
— 1 - —1)
<:>P n nla\,ul Z n(n nla —1_65

n -
ce qui prouve que Z —\/——th-1a; 7 + \/ th_1 a est un intervalle de confiance de p

au niveau de confiance 1 — a.

Remarque : comme l’énoncé le précise a la fin, on obtient bien ici, sous réserve de connaitre le
réel t,_1.4, un intervalle de confiance non asymptotique pour l'espérance p de la loi parente, gaus-
sienne, de [’échantillon Z.

%% FIN DU SUJET %%
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