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BSB 2021 I

Exercice 1 -

1. Pour vérifier que la matrice M est idempotente, je calcule M? :

2.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- - = - - = —+—+— —+—F— —F+—+— - - =
3 3 3 3 3 3 99 99 9 9 9 9 9 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- = —|x[=z = =|=[z+=+= =4+=+= —+=-+=|=|=- = =|=M.
3 3 3 3 3 3 99 9 9 9 9 9 9 9 3 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- = = - = = —+—+— —+—F=— —+—+— - = =
3 3 3 3 3 3 99 99 9 9 9 9 9 3 3 3

J’ai bien montré que M? = M, i.e. M estidempotente.

a)

b)

c)

a)

Comme la matrice M est idempotente, par définition M? = M.
D’ou, en notant 0,, la matrice nulle d’ordre 7,

M?-M=0,.

J’en déduis que le polynome X — X est bien un polynome annulateur de la matrice M.

Les valeurs propres de M sont nécessairement parmi les racines du polynéme annula-
teur. Je cherche donc les racines de X? — X, polynéme annulateur de la matrice M :

X?-X=0 < XX-1=0 < X=00uX-1=0 <= X=0ouX=1.

Donc les valeurs propres possibles pour la matrice M sont 0 et 1.

Pour vérifier que la matrice N = I,, — M est idempotente, je calcule N :

2 2 2
N°=(I,—-M)" = (In-M) x(In—M) = Iyx In—=Iyx M—=Mx I+ MxM = I,—M—-M+M-.
Or M estidempotente donc M?>=M, ie.

N’=1,-2M+M=1,-M=N.

Ainsi j’ai bien montré que N° = N, i.e. N estidempotente.

Pour vérifier que la matrice C est idempotente, je calcule C? :
c? = 2 1 N 2 1 _ 4-2 2-1 _ 2 1 —C
-2 -1) (-2 -1) \-4+2 -2+1) |-2 -1

J’ai bien montré que C*> = C, i.e. C estidempotente.

En outre, grace a la question 2., comme la matrice C est idempotente,
j’en déduis que la matrice D = I, — C est elle aussi idempotente.

Je calcule CD et DC. Comme C est idempotente,
CD=Cx(,-C)=CxL-CxC=C-C*=C-C=0,.

De la méme manieére, DC=C- C?= 0,.
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b)

c)

d)

Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: B" =2"C+D.

Initialisation: Pour n =0,
B’=1, et 2°C+D=C+D=C+L-C=1L.

Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors

B"™!'=B"xB=(2"C+D)x(2C+D)=2""'C*+2"CD +2DC + D*.

Or par idempotence C?> = C et D> = D, puis grice aux calculs de la question pré-
cédente, CD=DC =0,. Donc

B"1=2""1C+D.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n >0, i.e.

VneN, B"=2"C+D.

Alors je peux déterminer la formule explicite de B" :

2 1 -1 -1 2x2"—1 271 27t 1 271
B =2" + = = 1 .
-2 -1 ) —2x2"4+2 —2"42 2"t p2 242

J’ai ainsi montré que pour tout entier n € N,

T2ty 2742

Je calcule P? :
, (1 0) (1 0)_ (1 0)_
P )=l D)=l V)=

Comme P? = I, j’en déduis que la matrice P est inversible et que son inverse est P~ = P,

Je calcule le produit AP avant de multiplier par P~ :
4 -1 1 0 4-1 1 3 1
AP_((; —1)X(1 —1)_(6—1 1)_(5 1)

T Y PR

Je calcule aussi B pour vérifier que P! AP =B

et

percrpescan-ccon=(l o O[3 1)

Ainsi j’ai bien montré que P"' AP = B.
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e) Comme P~'AP = B, j’en déduis que
PxP'APxP'=pBPT! <« A=pPBPL

Alors je raisonne par récurrence sur 7 € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A"=PB"P!,

Initialisation: Pour n =0,
A=, et PBP'=PLP'=PP =1L

Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors

A"l = A" x A= PB"P ' x PBP ! = PB"[,BP"! = pB"BP ! = pR"*Tlp7L

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété P, est vraie pour toutn >0, i.e.

VneN, A"=PB"pP71,

f) Grace ala question précédente, je sais que A" = PB" P!,
Et je connais les coefficients de la matrice B" par la question 3.b).
Alors . o
PB":( 2" -1 2" -1 ):(2” -1 2"—1)
2n+1_1+2n+1_2 2N _ 14927 _9 2n+2_3 2n+1_3
et

2l 1421 2741

A" =pB"p~! =(

R+1)x2"-2 -2"+1
%2 +2)x2"—6 —2"*1i3)"

J’ai bien montré que pour tout entier naturel n € N,

An_(3x2”—2 —2"+1 )_(3x2"—2 —2M 41 )

6x2"-6 —2"14+3] 7 (6x(2"-1) 2" +3
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Exercice 2 -

1. J’étudie le signe de x> + x+1 pour x € R. Il s’agit d’'un polynome de degré 2. Son discriminant
vaut A=1°-4x1x1=1-4= -3 < 0. Comme le discriminant est strictement négatif, le
polynéme n'admet pas de racine et son signe est constant. Comme a = 1 > 0, j’en déduis
que

VxeR, X2 +x+1>0.

2. Jesaisque lim In(x) = +oo.
X—+00

Alors comme lim x>+ x+1= lim x*= +oo et que lim P+x+1= lim x*=+oo,
X—+00 X—+00 X——00 X——00

j’en déduis par composition que

xEerf(x) =400 et xglpmf(x) = 4o00.

1 1
3. Jecalcule f (_E)' en remplacant x par - dans I'expression de f(x) :

2
(3l o)l
2 2 2 4 2 4
=1n(3) -In(4) = In(3) - In(2%) = In(3) - 2In(2).

1
Ainsi j’ai bien montré que f (—5) =In(3) - 2In(2).

4. a) Lafonction f estdelaforme f =In(u) avec u(x) = x> + x + 1.
Puisque #/(x) =2x + 1, alors

u'(x)  2x+1

ux) x2+x+1

flx) =

b) J'obtiens les variations de f en étudiant le signe de f'(x). Je sais que le dénominateur
est strictement positif d’apres la question 1. Je cherche le signe du numérateur :

1
2x+120 << 2x>-1 < x}—i.

Je peux donc déduire le tableau de variation de f grace au tableau de signe de f(x) :

1
X —o0 —— +00
2
2x+1 - 0 +
X+x+1 + +
f'(x) - 0 +
+00 +00
In(3) —2In(2)

5. a) Jerésous f(x)=0:

fX)=0 <= InE?+x+1)=0 <= x*+x+1=¢e’=1 = x*+x=0
— x(x+1)=0 <— x=0oux+1=0 <= x=0oux=-1.

J’ai bien montré que les deux seules solutions de f(x) =0 sont —1 et 0.

4
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b)

b)

L'équation de la tangente a la courbe C en le point d’abscisse a est donnée par la formule
y=f'(a)x (x—a)+ f(a). Icia=0doncl'équation de la tangente devient
y=f(0) x (x—-0) + f(0).

. . / 2x0+1 1
Or f(0) =0 puisque 0 est solutionde f(x)=0 et [f(0)= Zr0+1 = 1 =1.
Donc la tangente au point d’abscisse 0 a pour équation

y=1x(x-0)+0, ie. y=x.
De la méme maniere, pour a = —1, I'’équation de la tangente devient

y=f (=) x(x—(-1))+ f(-D.

-2+1 -1
Or f(~1) =0 puisque —1 est solutionde f(x) =0 et [f'(-1)= 11" 1° -1.
Donc la tangente au point d’abscisse —1 a pour équation

y=-1xx+1)+0, ie. y=-x-1

Je dérive de nouveau f” pour obtenir f”. La fonction f’ est donnée sous la forme d’'un
. u .
quotient f' = —, avec u(x) = 2x+1 et v(x) = x>+ x+1. Puisque /(x) =2 et v'(x) = 2x+1,
v

alors
" 22 +x+1) - 2x+1DRx+1) 2x*+2x+2-(4x*>+4x+1) -2x*-2x+1
f (x) = 2 = 2 - 2"
(x2+x+1) (x?+x+1) (¥ +x+1)
Ainsi j’ai bien montré que
—2x2-2x+1
fl/(x) — —2.
(x2+x+1)

Pour étudier la convexité de f, j étudie le signe de f”'(x). Pour commencer, je remarque
que le dénominateur est toujours positif. Alors le signe de f”'(x) est donné par celui de
—2x*-2x+1. Je cherche donc le signe de ce polynome de degré 2.

Son discriminant vaut A = (-=2)> =4 x (=2) x 1=4+8=12>0.

Il'y a donc deux racines et comme V12 = V4 x 3 = V4 x v/3 = 2/3, alors

_—(-2)-V12 2-2V3 -1+v3 _—(-2)+V12 _ -1-V3

X1 = e X2 =
2x(=2) —4 2 2x(=2) 2
Je déduis alors le tableau de signe de —2x* — 2x + 1, qui est aussi celui de f”(x) :
x| -0 -1-v3 “14v3 oo
2 2
f"(x) - 0 + 0 -
-1-v3 -1+v3
Je peux alors déduire que la fonction f est convexe sur I'intervalle > T v3
-1-3 -1+3
car f"(x) y est positif et concave sur les intervalles ] —00, T\/_ T\/_, +00 [
Cela m’amene bien a deux points d’inflexions, points ou la convexité change,
-1-v3 -1-+v3
le premier d’abscisse T\/_ et le second d’abscisse T\/_
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7. a) Le fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante (d’apres la ques-
tion 4.b)) sur l'intervalle [0, +oo[. J’ai aussi montré que f(0) = 0 et que la limite de f(x)
en +oo est +oo. Ainsi comme 1 € [0, +oo[, par le théoréme des valeurs intermédiaires,
je peux déduire qu'’il existe une unique solution, notée a, de I'’équation f(x) = 1.

b) Jecalcule f(0)et f(1): f(0)=0 et f(1)=In(1+1+1)=In3)~=1.1.
Comme f(a) =1,que f(0) <1< f(1) etque f estcroissante, j'endéduisque0 < a < 1.
J’ai bien montré que
a€l0,1].

¢) Comme «a est solution de f(x) =1, jesaisqueln(a2+a+1):1. Alors
f(—l—a):ln((—l—a)2+(—1—a)+1):ln(a2+2a+1—1—a+1):ln(a2+a+1):1.

Ainsi j’ai bien montré que

f(-1-a)=1.
d) Voici le script complété.
1. function y=f(x)
2 y=log(xA2+x+1)
3. endfunction
4. a=0, b=1
5. while b-a>10A(-3)
6 c=(a+b)/2
7 if f(c)<1 then a=c
8 else b=c
9. end
10. end
11. disp(a)

8. Voicil'allure de la courbe C et de ses tangentes.
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Exercice 3 -

1. a) La probabilité a, est la probabilité de I'événement Ay, a savoir que le joueur tire vers
la cible A. Or §'il tire de nouveau vers la cible A, c’est qu’il n’a pas réussi a atteindre le
secteur 1 la premieére fois. Comme il n'y a que deux secteurs sur la cible A, alors

1
a» = P(Ay) =—.
) (Az) >

De la méme maniere, b, est la probabilité de I'événement B, a savoir que le joueur tire
vers la cible B.  Or s'il tire cette fois vers la cible B, c’est qu’il a réussi a atteindre le sec-
teur 1 la premiere fois sur la cible A. Comme il n'y a que deux secteurs sur cette cible,
alors

1
by, = P(B;) = >

b) Le deuxiéme lancer ne pouvant se faire que sur 'une des deux cibles A ou B, {43, B>}
forme un systeme complet d’événements et par la formule des probabilités totales,

b3 = P(B3) = P(A2N B3) + P(B2 N B3) = P(Ay) x P, (B3) + P(Bp) x Pp, (B3)
1 1 1 3 1 3 5

—X—+—X—=—+— .
2 2 2 4 4 8 8
Ainsi j’ai bien montré que

5

b3 = —.

8

2. Je raisonne de maniere similaire a la question précédente.

Si le joueur effectue un (n + 1)-ieme lancer, alors le n-ieme lancer a été tiré ou bien sur la

cible A, ou bien sur la cible B. Donc {A,, B,} forme un systeme complet d’événements et
par la formule des probabilités totales,

An+1=P(Aps1) = P(AnN Aps1) + P(Byn Aps1) = P(Ap) x Pa, (An+1) + P(By) x Pg, (An+1)

1
:anx§+bn><0:§an

et
bn+1=P(Bn+1) = P(An N Bys1) + P(BuN Byy1) = P(Ap) x Py, (Bys1) + P(By) x Pp, (Bn+1)
1 3 1 3

Ainsi j’ai bien montré que

3
Vn>1, a"H:Ea" et bn+1:2bn+—an.

3. a) Voici le script complété.

1. n=input('n 7')
2. a=1, b=0

3. for i=2:n

4, b=b*3/4+a/2
5. a=a/2

6. end

7. disp(b,a)
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b) Siles lignes 4. et 5. se retrouvent échangées, la variable a est mise a jour en premier et
contient la valeur a; au moment de mettre a jour la variable b par la valeur b;.
C’est un probléme puisque b; dépend de a;_; et non pas de a;.

1
>
Son premier terme est a; = 1 et je peux donner sa forme explicite: pour tout n > 1,

1 n-1 1 n-1
el

1
4. Je sais que a,+1 = Ean donc la suite (a,) est une suite géométrique de raison g =

2 2

J’ai bien montré que

1 n—-1

5. a) Comme v, =2""1b,+2, jesaisque
v =2""1h +2=1xb+2=1x0+2=2.

Aussi pour tout n > 1, en me servant des questions précédentes et du fait que

v, —2
v, =2"1p,+2 = v,-2=2"1p, = %:bn,
alors je peux montrer que
n+1-1 n 3 1
3 x 2" 2" 3x2" y,-2 2" (1\*!
= b,+—a,+2= x +—x|= +2
4 2 4 2n-1 2 2
3x2x(vy,—2) 2 3(vy,—2
— #+_+2:L+1+2
4 2
3 3+3 3
=—v,— =—vy.
2" 2"
J’ai bien montré que
3
v1=2 et Vn>1, U;/H_l:EUn.
b) Je reconnais en (v,),>1 une suite géométrique, de raison q = 5 et de premier terme

v1 =2. Jepeuxalors donner sa forme explicite: pourtoutn>1,

3 n—1 3 n—1
Unzleqn_lzzx(é) ZZX(E) .

J’ai montré que

3 n—1
Vn>1, vn:Zx(E) .

. o Vn—2 nl
¢) Grace aux questions précédentes, je sais que b, = # et v,=2 (5) .
Alors il me suffit de combiner ces deux expressions pour obtenir que pour tout n > 1,

-1
-2 23" -2 2 g1 3=l 9

bn = 2n—1 = zn—l = 2n—1 X zn—l - 2n—1 =2x 4n—1 - 2n—1'

J’ai ainsi bien montré que

3n-1 2

Vn>1, b,=2x il T
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6. Voici le script complété.

7.

a)

b)

c)

d)

1. cible="a"

2. n=1

3. while cible<>"c"

4, n=n+1

5. if cible=="a" then

6. secteur=grand(1,1, 'uin',1,2)

7. if secteur==1 then cible="b"

8. end

9. else

10. if cible=="b" then

11. secteur=grand(1,1, 'uin',1,4)
12. if secteur==1 then cible="c"
13. end

14. end

15. end

16. end

17. disp(n)

Sile joueur se décourage au bout de deux lancers, la seule facon pour que celui-ci gagne
un lot est qu’il arrive a la cible C en deux lancers, c’est-a-dire qu'il atteigne le secteur 1

de la cible A au premier lancer, puis le secteur 1 de la cible B au deuxiéme lancer.

1 1
La probabilité ainsi obtenue est > X 1°3

1
J’ai bien montré que la probabilité pour un joueur donné de gagner un lot est de rt
Les 20 joueurs représentent n = 20 répétitions d'une méme épreuve de Bernoulli de suc-

cés "Le joueur gagne un lot", de probabilité p = l Ces répétitions sont identiques et
indépendantes et la variable aléatoire Y compte le nombre de succes.

La variable aléatoire Y suit donc une loi binomiale de parameétres n =20et p = %

Le support de Y est donné par Y (Q) = [0,20] et pour tout k € [0,20],

N LA I e [20) 1 72Ok
e

Comme Y suit une loi binomiale, alors

EYV)=np=20x2=2 et V(V)=npd-p)=>x =2
= = X — = — = - ==X —-= —,
p 8 2 PP =587 16

La variable aléatoire Y compte le nombre de succes des joueurs, qui cotitent au forain 5€
de lot mais lui rapporte trois fois 1€ par fléchette lancée, soit un gain algébrique de —2€.
Cela laisse (20 — Y) échecs qui eux rapportent au forain 2€. En additionnant tout cela,
le gain total du forain est donné par

G=-2xY+2x(20-Y)=2(20-Y)-2Y.

Finalement, le gain moyen du forain correspond a I'espérance de G, i.e. par linéarité,
5 5
E(G) =E(2(20-Y)—-2Y)=2(20—E(Y)) -2E(Y) = 2(20— 5) —2x5=40-5-5=30.

Le forain gagne donc en moyenne 30€ pour 20 joueurs.
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Exercice 4 -

1.

a)

b)

c)

d)

La fonction f est définie en deux morceaux. Surl'intervalle ] — 00, 0[, f()=0>0donc

t

t
la fonction f est positive. Et sur I'intervalle [0,+oo[, f(f) =e"2 —e”!. Comme 7 >0,

l . . . - _1
alors —t < > et par croissance de la fonction exponentielle e < e”2, donc f(t) > 0.
Finalement la fonction f est positive sur R.
Sur I'intervalle | —o0o,0[, f(#) = 0 donc la fonction f est continue car constante.

L . .
Sur l'intervalle [0, +oo[, f(ty=e2-e ! donc la fonction f est continue comme somme
de fonctions continues. Il ne me reste plus qu’a étudier la continuité en t =0:

lim f(£)=1im0=0 et lim f(#)= lim e l-elze2-e0=1-1=0,
t—0~ =0~ t—0* t—0*

Comme la limite a gauche de f en 0 est égale a la limite a droite de f en 0,

j’en déduis que la fonction f est continue en 0.

En conclusion, la fonction f est continue sur R.
+00

Par définition, I'intégrale généralisée f e~ “'dr converge si et seulement si la limite
0

X
lim e~ %! dr existe et est finie.
X—+o0 Jo

X
Soit X > 0. Je cherche a calculer f e %'dt. Je commence par remarquer quune pri-
0

1
mitive de g(#) = e~ est donnée par G(t) = ——e %', Donc
a
X X
f e—atdt: __e—at :_le—aX_'_le—axO:l_le—aX
0 a 0 a a a a

Il me reste a étudier la limite de cette quantité lorsque X tend vers +oco. Comme a > 0,

lim —aX=-c0 et lim e **=0.
X—+o00 X—+o00
X
L . —at 1 1 1
Je peux alors déduire que  lim e Ydt=——-—x0=—,
X—+ooJo a a a
+oo

ce qui indique que 'intégrale généralisée f e~ %! dt converge et vaut
0

+0o0 1
f e 4ldr=—.
0 a

Je sais déja que f est positive et continue sur R. Il me reste a montrer que I'intégrale gé-
+00
néralisée f f(t)dt converge et vaut 1. Je décompose, grace a la relation de Chasles :
—o0

+00 0 +00 0 +00 ‘
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dr:f 0dt+f e 2—e 'dr.
—00 —00 0 —0o0 0

0
Je sais que f 0dr converge et vaut 0 car la fonction sous l'intégrale est nulle.

—0o0
1
Grace a la question précédente, appliquée pour a=1eta = > je sais aussi que les deux

intégrales suivantes convergent et je connais leurs valeurs :

+00 1 +00 1
f e ldt===1 et f e rdr=~=2.
0 1 0 %

10
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+00

_r
Donc par linéarité, f e”2 —e ' dr converge et vaut
0

+o00o ¢ +0o0 ¢ +00
f e_i—e_tdt:f e_fdt—f e_tdt:2—1:1.
0 0 0

Finalement la fonction f est continue sur R, positive sur R et vérifie
+00 0 +00 P
f f(t)dt:f 0dt+f e z—eldt=0+1=1.
—00 —00 0

Donc je peux conclure que f est une densité de probabilité.

X
2. a) Lafonction de répartition F de X est donnée par F(x)=P(X < x) = f f(n)de.
—00

X
Alors pour x <0, F(x):f 0dr=0.

—0o0
b) Pour x >0, lafonction de répartition devient

0 X ‘ X ‘ X
F(x):f 0dt+f e_i—e_tdt:f e‘idt—f e tdr
—00 0 0 0

t1X
[t °
0

— 2e242+4+e —1=-2e2+e 41

_tx _X _0 —-X —
—e ]0:—2e 2+2e 2+e " —e

J’ai bien montré que pour tout x > 0,
_x -x
Fx)=1-2e 2+e ™.

3. a) Comme la variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de parametre a,
je sais qu'une densité est donnée par

ae ' sit>0,
fy() = .
0 sit<O.
Aussi son espérance est donnée par
1
E(Y)=—.
a

b) D’apres la définition de I'espérance d’une variable aléatoire a densité, je sais que

+00 +0o
E(Y) :f tfy (0 de :f tae “'dt.
- 0

(e.e]

En combinant les deux précédentes équations, jobtiens que

+00 1
[ tae M dr==.
0 a

Alors en divisant des deux cotés par a non nul, j’obtiens que 'intégrale généralisée

+00 1
f te 4 dr = —.
0 a

11

+00
f te” %' dt converge et vaut
0
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c) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I'intégrale généralisée

+00
f tf(t)dt converge. Or sous réserve de convergence,

+00 0 +00 +00 ;
f tf(t)dt:f t><0dt+f txf(t)dt:f te"z—te 'dt
- 0 0

(o] —00

+0o0 ‘ +00
:f te 2 dt—f te”tdr.
0 0

Et comme les deux intégrales impliquées convergent (il suffit d’appliquer le résultat

de la question précédente en a = 1 et a = 5), j’en déduis que l'intégrale généralisée

+00
f tf () dt converge et donc que la variable aléatoire X admet une espérance.

De plus
+00 +o00o " +00 1 1 1 1
E(X):f tf(t)dt:f te_idt—f te'dt=——-S=7--=4-1=3
oo 0 0 (b 12§ 1

J’ai bien montré que I'espérance de X vaut E(X) = 3.
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