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BSB 2023 I

Exercice 1 -
1. Jeremplace x par —1 dans I'expression de P(x) :

P-1)=(-1°-(-1D)*-(-D+1=-1-1+1+1=0.
En effet, P s’Tannule bien en x = —1.

2. D’apres la question précédente, —1 est une racine du polyndéme P.
Ainsi x — (—1) = x+ 1 est un diviseur de P(x), c’est-a-dire qu'il existe un polynéme de degré
3—1=2telque P(x)=(x+1)(ax*+bx+c). Jedéveloppe ce produit:

(x+1D(ax* +bx+c)=ax’ +bx*+cx+ax*+bx+c=ax’+(b+a)x*+(c+b)x+c.
Par identification des coefficients, comme ce produit est égal au polynome P(x), alors

a=1

a=1
IZ:Z::i = b=-1-1=-2
C:I c=-1-(-2)=-1+2=1

Ainsi une factorisation de P(x) est donnée par
VxeR, P(x)=(x+1)(x*-2x+1).

3. D’apresla question 1., —1 estuneracinede P(x). Grace ala question précédente, je cherche
les racines de x* —2x+ 1. Je reconnais une identité remarquable :

¥-2x+1=0 <— (x—1)2:0 — x-1=0 < x=1.

Finalement P(x) admet bien deuxracines: -1 et 1.
4. Comme P(x) est un polynodme, il me suffit d’étudier la limite du terme de plus haut degré :
lim P(x)= lim x*=+400 et lim P(x)= lim x°=-oo.
X—+00 X—+00 X——00 X——00
5. Pour étudier les variations de P, j’étudie le signe de sa dérivée. La fonction P est dérivable
comme fonction polynomiale et pour tout x e R, P'(x) = 3x%-2x-1.
Je calcule le discriminant: A= (-2)>-4x3x(-1)=4+12=16=4>>0.
Donc P(x) a deux racines :

—-(-2)+v16 2+4 6 2—-4 =2 1
X1 = = =—=1 et xp=—=—=—-.
2x3 6 6 6 6 3

Comme a =3 >0, j’en déduis le tableau de signe de P'(x) et le tableau de variation de P :

1
% —0o __ 1 +00
3
P'(x) + 0 — 0 "
32 +00
—00 0

1 1\3 1)\? 1 1 1 1 ~1-3+9+27 32
avecP|—=|=|-=| -|-=| -|-=|+1l=—-4-41=— """ "Z,
3 3 3 3 27 9 3 27 27
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6. Un point d’inflexion représente un changement de convexité de la courbe : la dérivée se-
conde s’y annule et change de signe.
La fonction P’ est dérivable comme fonction polynomiale et pour tout x e R, P”(x) = 6x—2.
Ainsi

1
Plx)=0 < 6x-2=0 < 6x=2 <<= 3x=1 <— x:§.

1
Et comme il s’agit d'une fonction affine, le signe change bien au voisinage de x = 3 Le point

1
d’abscisse x = 3 est bien un point d’'inflexion de la courbe représentative de la fonction P.

7. Pour calculer I'intégrale I, il me faut cette fois une primitive de la fonction P.
Comme il s’agit d'une fonction polynomiale, j opere directement terme a terme :

1 1 2 B 12
I=f P(x)dx:f (xs—xz—x+1)dx:[ ————— +x
-1 -1 4 3 2 1
1t 13 12 “14 (=13 (=12
:( _____ +1)_(( 7 =D7 (=D +(_1))
4 3 2 4 3 2
1 1 1 1 1 1 2 4
=————-= +l-——=+—-+1=2-—=-=—-.
4 3 2 4 3 2 3 3

1
8. Les tangentes horizontales se situent aux points d’abscisses -3 etl.

Voici le tracé de la courbe de P, avec en bleu l'aire de I'intégrale I :

y Cp

L 4

9. Je remplace x par 0 dans I'expression de f(x) :
fO)=(0*-2x0-1)e’=-1x1=-1.

Limage de 0 par f est —1.
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10. Pour calculer les limites, je décompose le produit en deux facteurs :

lim x*-2x—1= lim x*=+oo

X—+00 x—.>+oo B Par produit, lim f(x) = +00.
lim e* = +o0 X0
X—+00

lim x*-2x—1= lim x*=+oo

¥=meo e Par croissances comparées, lim f(x) =0.
lim e*= 0 X——00
X——00

11. Lafonction f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
f estdela forme u x v, avec u(x) = x> -2x—1letv(x)=e".
Comme u'(x) =2x—-2et V' (x) = e*, alors

') = () vx) +ux) v (x) = 2x-2) x ex+(x2 —2x—1)xe*= (xz -3)e".
Alors comme I'exponentielle est toujours strictement positive,
=0 <= (¥*-3)e"=0 <= x*-3=0 < x*=3
— x=Vv3 ou x=-V3.

12. Grace aux informations précédentes, je peux dresser le tableau de signe de f'(x)
et le tableau de variation de f :

x —00 -3 0 V3 +00
f'(x) + 0 - 0 +
f(— \/g) +00
f h -1 /
0 / f(v3)

13. Gréce au tableau de variation, je sais que la fonction f est croissante sur | — oo, — \/§]
et que xlim f(x)=0. Alorsjen déduis que f(- \/5) est positif.
——00

De méme, comme la fonction f est décroissante sur [ — \/§, \/5] etque f(0)=-1<0.
Alors j'en déduis que f(V/3) est négatif.
14. a) D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, comme la fonction f est continue et
strictement décroissante sur l'intervalle | — v3,V3] et que f(-v/3) > 0> f(V3), alors
0 est une valeur intermédiaire et donc il existe un réel a € [ -3, \/§] tel que f(a) =0.
Ce réel est unique par stricte monotonie de la fonction f.
b) Comme f(0) = —1<0, alors f(—V3) > f(a) > f(0), et par décroissance de f,
j’en déduis bien que «a est strictement négatif.
15. L'équation de la tangente a Cf au point d’abscisse —1 est y = f’(—l) x(x+1)+ f(-1).
Je calcule ces deux valeurs :

2 2
fED=(D2-2x(-D-1)e'=2e"== et f(-D=(-D*-3)e'=-2e"'=-=.

e e
Finalement |’équation de la tangente devient

2 ( +1)+2 ] 2
=——x(x - l.e. =——2X.
y e e y e

Lorsque x vaut 0, j’obtiens que y vaut aussi 0, ce qui confirme bien que cette tangente passe
par l'origine du repeére.
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16. a) Léquation d’'une tangente a Cy au point d’abscisse xg est y = f'(x0) x (x = x0) + f (x0).
Cette tangente passe par l'origine si et seulement cette équation est vérifiée lorsque
(x,) =(0,0), i.e.

0=f'(x0) x 0=x0) + f(x0) <= flx0)—xof (x0) =0.
b) Enremplacant f (xp) et f'(xo) par leurs expressions dans 1'équation précédente, j obtiens
fx)—xof () =0 < (x5-2x0—1)e™—xp(x5—3)e®=0
= (x(Z)—Zxo—l—(xS’—?)xo))exO =0
= (-xg+x5+x-1)e"=0 < -P(xp))e™=0.

Comme une exponentielle n’est jamais nulle, alors on retrouve bien que la tangente
passe par l'origine si et seulement si P(xp) = 0.

¢) Comme P n'admet que deux racines distinctes, alors il n’existe que deux abscisses pour
lesquelles la tangente en ce point passe par l'origine : en —1 (la tangente déterminée a la
question 15.) eten 1.
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Exercice 2 -

1.

a)

b)

Partie 1

Il s’agit de n = 2 répétitions de I'épreuve de Bernoulli de succes "obtenir PILE", de pro-
babilité p, répétitions identiques et indépendantes. La variable aléatoire X compte le
nombre de succes donc X suit une loi binomiale de parametres n =2 et p.

Les valeurs prises par X sont0, 1 et 2 et pour tout k € [0, 2]],

P(X = k) = (i) X pk x (1— p)Z—k.

En particulier, pour k=1, P(X=1)=

2><1 1-pl=2pa-
1 p x(1-p) =2p1-p).

2. Le succes est obtenu lorsque les deux lancers aboutissent a deux résultats différents.
Autrement dit, il y a un PILE et un FACE. Ainsila probabilité du succes est égale
a la probabilité de n’obtenir qu'un seul PILE, a savoir P(X = 1) =2p(1 - p).

3.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Dans cette expérience, les cinq premiers lancers aboutissent a deux résultats similaires
et il faut attendre le sixieme lancer pour obtenir un PILE et un FACE.
Ainsi le rang du premier succes est N = 6.

La variable aléatoire N est égale au rang du premier succes lors de la répétition
de I'’épreuve de Bernoulli de succes "obtenir deux résultats différents",

de probabilité 2p(1 — p), répétitions identiques et indépendantes.

N suit donc une loi géométrique de parametre g =2p(1 - p).

Le support de N est donné par N(Q) =N* et pour tout k € N*,

P(X=k)=qx(1-q" =2p0-p(p*+1-p?H)*T.

Eneffetsig=P(X=1)=2p(1-p), alorsl-g=P(X=2)+P(X=0)=p*+(1-p)*

Comme N suit une loi géométrique, alors N admet une espérance et une variance et

1 1 1-q p?>+01-p)?
E(N)=—=—— et V(N)= = )
g 2p0-p) © : qg*>  4p*(1-p)?

Alice gagne lors de la premiere manche si la séquence obtenue est PF.
Comme les deux lancers sont indépendants, la probabilité est donnée par

P(PF)=P(P)xP(F) = p(1-p).

Pour qu’Alice gagne a la seconde manche, dés lors que la seconde manche a lieu,
la probabilité est la méme. Et la probabilité que la seconde manche ait lieu est
donnéepar1 -P(X=1)=1-g=p*+(1-p)>.

Ainsi la probabilité qu’Alice gagne a la seconde manche est donnée par

p(l-p) x (p* + 1 - p)?).

La probabilité de victoire de Bob est égale a celle de Alice, puisque seul I'ordre d’appari-
tion des résultats change : Bob gagne lors de la premiere manche sila séquence obtenue
est FP. Comme les deux lancers sont indépendants, la probabilité est donnée par

P(FP)=P(F)xP(P)=(1-p)xp=p1-p).

Comme il y a un PILE et un FACE des deux c6tés, les probabilités sont égales,
ala premiere comme a la seconde manche. Donc le jeu est équitable.
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5.

10.

11.

Partie 2

Voici la fonction Python complétée :

import numpy.random as rd
S5=0
T=0
for k in range(1,4):
r=rd.random()
if r<1/2:
S=S+1
if r<1/2 and T==0:
T=k
print("S=",S,"et T=",T)

L XN AR W=

—
e

. Lavariable aléatoire S compte le nombre de succes lors de n = 3 répétitions de I'épreuve de

1
Bernoulli de succés "obtenir PILE", de probabilité p = 2 répétitions identiques et indépen-

dantes. Donc S suit une loi binomiale de parametres n =3 et p = 7

1
Son espérance est donnée par E(S) =nx p=3x 5 = 5

. Le support de T est donné par T(Q) = {0,1,2,3}, selon qu’aucun PILE soit obtenu

ou que le premier PILE arrive au lancer 1, 2 ou 3.

. Lévénement [S=2] N [T = 1] correspond a ce que les trois lancers apportent deux PILE

et que le premier soit obtenu au premier tirage. 11y a donc deux issues possibles :
[S=2]n[T =1] = {(PPF),(PFP)}.

Comme la piéce est équilibrée et que les tirages sont indépendants, les 2> = 8 issues pos-

sibles ont la méme probabilité d’arriver. Ainsi, comme deux issues sont favorables a cet
. s . 2 1
événement, sa probabilité est donnée par 3=

. Voici les probabilités manquantes dans le tableau de la loi conjointe :

A=P([S=0In[T=1])=0, B=P([S=1Nn[T=0])=0, C=P([S=AIN[T=3])=

| =

1
D=P(S=2n[T=1])=7 et E=P(IS=3]n[T=3])=0.

En décomposant selon les valeurs possibles et grace a la loi conjointe,

P(S—T)—ip([s—k]m[T—k])—1+1+1+0—§
-~ /8 8 8 8

Je cherche ici Pjs=p (T =1). D’apres la formule des probabilités conditionnelles,

P([S=2]Nn[T =1] i
e T
8
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Partie 3

12. Je montre que la fonction g vérifie les trois conditions de la définition d'une densité :
e Pourt¢[0,1[,g(1)=0>0etpourte[0,1[, g(t)=61(1—1) >0cart>0ett<1.
DoncVieR, g(t)=0.
« Lafonction g est continue sur | —o0o,0] car constante, elle est continue sur [0,1]
car polynomiale et elle est continue sur [1,+oo[ car constante.
Donc g admet au plus deux points de discontinuité en 0 et en 1.

+00
Il reste a montrer que I'intégrale f g(t)dt converge et vaut 1.
—0o0
Etant donnée |'expression de g, j’étudie séparément les intégrales suivantes :
0 0 +00 +00
> Déja, f gnde= f 0dr et f gnde= f 0dt convergent et valent 0.
—00 —00 1 1

> Puis
1 1 1 2 B8t
fg(t)dt:f 6t(1—t)dt:6><f (t—1*)dr=6x ———]
0 0 0 2 3 0
(1 1 0 O) 3-2 1
=6x|=—=-—= +-]=6x ——=6x=-=1.
2 3 2 3 6 6

+00
Grace a la relation de Chasles, j’en déduis que I'intégrale f g(t)dt converge et
—0o0

+00 0 1 +00
f g(t)dt:f g(t)dt+f g(t)dt+f g(Hdt=0+1+0=1.
—00 —0o 0 1
La fonction g vérifie les trois conditions donc g est bien une densité de probabilité.
1 1
13. a) Jecherche P (Z = 5) Or Z est une variable aléatoire a densité, donc P (Z = 5) =0.

b) Sixe[0,1],alors g estnulle sur | —o0o,0[ et g(#) =6¢(1— 1) pour t € [0,x]. Alors

X 0 X t2 If3 x
F(x):f g(t)dt:f 0dt+f 6t(1-8)dt=0+6x |———
—00 —00 0 3 0
(x2 ¥ 0 0) 2 3
=6x|=—————+—|=3x*-2x".
2 3 2 3

1 1
c) Je cherche P (Z < Z) Grace a la fonction de répartition, comme 1 € [O, 1], alors

1 1 1\? 1 3 1 6-1 5
PlZ<=|=F|~|=3x|~| -2x|=] ==-==—=—.
4 4 4 4 16 32 32 32
+00
d) Z admet une espérance si et seulement si I'intégrale f tg(t)dt converge.
—00

0 0 +00 +00
e Déja, f tg(n)de = f 0dz et f tg(n)de= f 0dt convergent et valent 0.
0o - 1 1

- (e.0]
¢ Puis
1 1 1 B8 At
2 3
ftg(t)dt:[ tx6t(1—t)dt:6><f (t°-)dt=6x | ———
0 0 0 4 lo
1 1 0 O 4-3 1
=6 ( ————— —):6 —=6x—==
3 4 3 4 12 12

Alors la variable aléatoire Z admet une espérance et

+00 0 1 +00 1 1
E(Z)=f tg(t)dt:f tg(t)dt+f tg(t)dt+f tg(t)dt:0+§+0:§.
- 0o 0 1

(e.e] -
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Exercice 3 -

1. Je calcule la différence coefficient par coefficient puis le produit matriciel :

-1 0 -2 1 00 -2 0 -2
B-I3=11 1 1]-|10 1 O|=11 0 1],
1 0 0 01 1 0 1
-1 0 -2 -2 0 -2 2-2 0 2-2 0 00O
BxB-1I3)=11 1 1|x|]1 0 1]|=-2+1+1 0 -2+1+1|=|0 O O|=0s.
1 0 1 0 1 -2+2 0 -=-2+2 0 00O

2. Comme B x (B — I3) = 03, j'en déduis que le polyndme x(x — 1) est un polynéme annulateur
de la matrice B.

3. Comme B x (B — I5) = 03, en développant le produit jobtiens que B> — B =03, i.e. B> =B.
A partir de 13, pour tout entier n € N*, B" = B.

4. Les valeurs propres possibles pour une matrice sont parmi les racines d'un polynéme annu-
lateur. Or

x(x-1)=0 < x=0o0oux-1=0 < x=0o0ux=1.

Ainsi les valeurs propres possibles pour B sont0 et 1.

X
5. 0 est une valeur propre de B s'il existe une solution non nulle X = | y
del'’équation BX =0X. Jerésous alors cette équation : z

-1 0 -2 b 0 -X - 2z =0

BX=0X <« 1 1 1 |x|y|l=|0 <= x +y + z =20

1 0 2 z 0 x + 2z =0

Je remarque que la troisieme ligne est'opposée de la premiere : elles sont donc équivalentes.
Puis en additionnant la premiere a la deuxieme, j'obtiens le systeme équivalent suivant :

{ X + 2z = 0 { X = -2z
=
y — z =0 y = z
Alors en fixant z = 1, j’'obtiens une solution non nulle de '’équation matricielle BX =0X :
-2
X=11/ Donc 0 est bien une valeur propre de la matrice B.
1

6. Sila matrice B était inversible, alors en notant B~! son inverse et en multipliant I'équation
précédemment obtenue par B~ a gauche, j’ obtiendrais

-2 0 -2 0 -2 0
Bx| 1 ]=1]0 <~ B 'xBx =B 'x]0 — =10
0 0 0

C’est évidemment une contradiction. Donc la matrice B n’est pas inversible.

7. a) Je calcule le produit matriciel :

o]
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8.

10.

11.

b) La matrice colonne U est non nulle et satisfait I’équation matricielle BU = 1U.
Alors 1 est une valeur propre de la matrice B et U en est un vecteur propre associé.

c) Je calcule encore le produit matriciel :

-1 0 -2 -1 1-2 -1
BVv=|1 1 1 |x|0]=|-1+1|=]0]=V.
1 0 2 1 -1+2 1

La matrice colonne V est non nulle et satisfait 'équation matricielle BV =1V.
Alors V est un vecteur propre de la matrice B associé a la valeur propre 1.

Je commence par calculer la matrice A :
-7 0 -8 1 00 -8 0 -8
M-L=4 1 4|-[0o 1 0|=|4 0o 4],
4 0 5 0 01 4 0 4
1 -2 0 -2
donc A::L(M_IS): 1 0 1 |=B-1Is.
1 0 1
Puis je calcule le produit matriciel A>= Ax A:
-2 0 -2 -2 0 -2 4-2 0 4-2 2 0 2
A=l1 0 1|x[1 0 1|=|-2+1 0 -2+1|=[-1 0 -1|=-A.
1 0 1 1 0 1 -2+1 0 -2+1 -1 0 -1

Par définition de M :
1
A=_(M-1) < 4A=M-I; < 4A+l=M.

Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: M" = I3+ u,A.
Initialisation: Pour n =0,
M=1 et L+uyA=IL+0xA=1I.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothése de récurrence, M" = I3+ u,A. Alors

M"™ = M" x M= (I3 + upA) x (I +4A) = I3 + 4A + up A+ dup A* = I+ 4A + upy A— du, A
=L+ (4+upn—4uy) x A=+ (4-3uy) x A= L+ Ui A

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe
de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

vneN, M"=I+u,A.

a) Pour montrer que la suite (wy) ,en €St géométrique, j'exprime w,+; en fonction de wy,
pour un entier n € N quelconque :

Wpt1=Up1—1=4-3u,-1=4-3(w,+1)-1=4-3w,-3-1=-3w,.

Ainsi la suite (wy,) ,en est bien géométrique, de raison g = —3.
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b) Comme la suite (w;,) ,en €st géométrique, de raison g = —3 et de premier terme
wo=1uyp—1=0-1=-1, alorsson expression explicite est donnée par

VneN, w,=wyxq"=-1x(-3)"=-(-3)".
Puis comme pour tout entier neN, u, =w,+1, alors
vneN, u,=w,+1=1-(-3)".

12. En combinant que pour tout entier neN, M"=I3+u,A et wu,=1-(-3)",
alors j'obtiens que
vrneN, M"=I3+(1-(-3)")A.

13. a) A chaque itération de la boucle while, la variable u est actualisée de uy a uy,; puis k
augmente de 1. Alors lorsque k vaut n, la variable u contient déja la valeur de u,,.
Il est donc temps de sortir de la boucle.

b) Pour afficher uy;3, il suffira de faire appel a cette fonction et d’afficher le résultat a I’aide
de l'instruction :

print (term(2023))

14. J’ai déja remarqué a la question 8. que A = B — I3. Alors en combinant cela avec M =4A+ I3,
j'obtiens que
M=4A+I3=4(B-13)+ 3 =4B—4I3+ I3 =4B-31L;.
Ainsi choisir @ = -3 et f = 4 convient.

15. D’apres la formule du binome de Newton, comme les matrices I3 et B commutent,
et comme pour tout k > 1, Bk = B, alors pour tout entier n € N*,

M" = (43—313)71 — Z (Z) % (4B)k < (_SIS)n—k — (_3)n13+ (Z (Z) ><4k « (_3)n—k % B.
k=0 =1

Puis je cherche a simplifier le coefficient devant la matrice B :
i(n) i K i n 4\k i n 4\k i
x 4% x (=3)"7" = (=3)" x ( )X(—) =(—3)”><( ( )X(——) xl”‘)
iz1\k izi\k) \3 i=1\k 3
n o (n 4 k f 4\
= (-3)" —— 1" ~1=(=3)"x||1-=] -1
(3)x(go(k)x(3)x ) o [1-4)" )
=(=3)"x ((—l)n — 1) =1-(-3)".
3

Finalement j'obtiens que pour tout entier n € N,
M"=(-3)"I3+(1-(-3)")B.

Et en injectant que A = B — I3 dans I'expression obtenue a la question 12.,
je retrouve bien cette expression: pour tout entier n €N,

M'"=L+(1-(-3)")x (B=-L)=I3+(1-(-3)")B— I3+ (-3)"I3 = (1 - (-3)")B+ (-3)"Is.

10



