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BSB 2024 I

Exercice 1 -

1. Je calcule la somme D + N dans le but de retrouver la matrice A :

1 00 0 -1 0 1 -1 0
D+N=]0 1 0]+f(0 O 1|=|0 1 1|=A.
0 0 2 0 0 O 0 0 2
Ainsi j’ai montré que A= D + N.
2. Je calcule les deux produits matriciels DN et ND :
1 00 0 -1 0 0 -1 0
DN=|0 1 Ofx|0 O 1|=]0 0 1]=N,
0 0 2 0 0 O 0 0 O
0 -1 0 1 00 0 -1 0
ND=(0 0 1|x|(0 1 0|=]10 0 2
0 0 O 0 0 2 0 0 O

Je remarque alors que I'égalité DN = N est bien vérifiée, mais que ND # N.
En particulier ND # DN donc les matrices N et D ne commutent pas.

Premiere méthode

3. Comme a; = —1 et que pour tout n € N*, a,,1 =a,—1, alorsjen déduis par itérations suc-
cessives que

a2:a1—1:—1—1:—2, 03202—1:—2—1:—3 et a4:a3—1:—3—1:—4.

Ainsi j’ai montré que a, = —4.
4. Comme c; = 1 et que pour tout n € N*, ¢, —c, = 2", alors jen déduis par itérations suc-
cessives que
=0 +2'=142=3 et c3=c+22=3+4=7.
Ainsi j’ai bien montré que c3 = 7.

5. Comme b; = 0 et que pour tout n € N*, b,,1 = b, —c,, alorsjen déduis par itérations suc-
cessives que
by=b1—c1=0-1=-1 et bs=by—c,=-1-3=-4.

Ainsi j’ai montré que b, = —1 et b3 = —4.

6. Comme pour tout n € N*, a,,1 = a,—1, alors la suite (a;),en+ est arithmétique, de raison
r = —1 et de premier terme a; = —1. Sa forme explicite est donc donnée par la formule

vneN*, a,=a;+(n-1)xr=-1+n-1)x(-1)=-1-n+1=-n.

Je remarque que cette formule correspond avec la valeur de a4 obtenue a la question 3..
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7.

10.

n-1
Soit n € N*. Je reconnais en Z 2 la somme des n premieres puissances de 2. Ainsi
k=0

n—1 _on _9n
szzl 2 _1-2 =—(1-2")=2"~1.
= 1-2 -1

n-1

Pour n > 2, la somme Z 2k est égale ala somme précédente a quil’on aretiré le premier terme
k=1

correspondanta k=0, ie.2°=1. Alors

n-1 n-1
Y ok=Y ok 200" _1-1=2"-2
k=1 k=0
n-1
Soit n > 2. La somme Z Crk+1 — Ck est une somme télescopique dans laquelle il ne reste a la fin
k=1

que les termes de la suite avec les indices extrémes, tous les autres s’annulant entre eux :

n-1
D Ckt1—Ck=LF—C1 + 05— 0F + CA—L§ + 2 + Cp=T—Cn=7 + Cn—Cn=T = Cn—C1.
k=1
n—1
Ainsi j'ai bien montré que ) ck+1— ¢k = ¢ —C1.
k=1
Soit n > 2. Comme pour tout k e N*, ¢ry1—Cr = 2k , alors en sommant cette égalité pour tous
n-1 n—-1
les k entre 1 et n—1, j’obtiens que Z Cks1— Ck = Z 2k,

k=1 k=1
Puis en remplacant ces sommes par leurs formules obtenues précédemment, alors

n-1 n-1
ch+1—ck:22k — c-0=2"-2 < cp=+2"-2=1+2"-2=2"-1.
k:]_ k:1

Pourn=1, ¢ =1et2'=1=2-1=1. Donclaformule ¢, = 2" —1 est vraie pour tout n € N*.
Je remarque aussi que cette formule correspond avec la valeur de c3 obtenue a la question 4..

Je raisonne par récurrence sur n € N*.
Enoncé: Je note P, la propriété: b, =(n+1)-2".
Initialisation: Pourn =1,
b1=0 et (0+1)-2°=1-1=0.
Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soitn > 1. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothese de récurrence, b, =(n+1)-2". Or

bpi1=bp—cyp=(n+1)=-2"=(2"-1) = (n+1)-2"-2"+1 = (n+1+1)-2x2" = (n+2)-2"*".

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors par principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n > 1, i.e.

vneN*, b,=(n+1)-2"
Je remarque que cette formule correspond avec les valeurs de b, et b; obtenues a la question 5..

2



© Alex Gélin CORRIGE BSB 2024

11.

12.

13.

Pour n =1, alors A" = A etles valeurs initiales des suites (1) nen', (Vn) nen €t (W) nen+ se lisent
directement sur la matrice A. Ainsi

u =-1, v1=0 et w;=1.

Pour commencer, je remarque que les valeurs initiales trouvées a la question précédente cor-
respondent :
u=-1=a, 1r=0=0b; et wi=1=c.

Puis pour n > 1, je calcule alors le produit A x A" pour obtenir les relations de récurrence :

1 -1 0 1 u, v, 1 up,-1 v,—wy
AxA"=|0 1 1|x|{0 1 w,|=]0 1 wy, +2"
o o 2) \o o 2" 0 0 2ntl

Or il s'agit 12 de la matrice A"*!, ainsi je peux obtenir les relations de récurrence des suites
(Un) nent (Vn)nens et (Wn)nens

— — _ n
Up+1 = Up— 1, Un+1=Un—Wp €t Wpy1=wp+27.

Jeretrouve la aussi les mémes relations que pour les suites (a,) nen®, (Dn) nen® €t (€n) nen. Comme
les valeurs initiales et les relations de récurrences sont identiques, alors les suites sont égales :

VneN*, u,=a,, va=b, et w,=cy,.
D’apres les questions précédentes,
vneN*, u,=a,=-n, v,=b,=n+1)-2" et w,=c,=2"-1.

Alors en remplagant ces formules dans I'expression de A”, j'obtiens I'expression suivante :

1 u, v, 1 -n (n+1)-2"
VneN*, A"=|0 1 w,|=[0 1 2" -1
0 o 2" 0 O 2"
Seconde méthode

14. Par définition, 0 est une valeur propre si et seulement siI’équation matricielle AX = 0X,

d’inconnue X € M3 ;(R), admet une solution non nulle.
X
Je pose donc X = | y | et je résous I'’équation grace au systeme équivalent :

1 -1 0 X X
AX=0X << 0 1 I|x|y|=0x
0O 0 2 z

X -y
y + z =
2z =

co o W=

Or la troisieme ligne de ce systeme affirme que z = 0.

Puis la deuxiéme ligne est équivalentea y = —z=-0=0.

Enfin la premiere ligne est équivalente a x = y = 0.

Finalement la seule solution de I’équation matricielle AX = 0X est la solution nulle.

Donc il n’existe pas de solution non nulle et 0 n'est donc pas valeur propre de la matrice A.

3
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15. Je calcule le produit matriciel AW :

1 -1 0 1 1+1 2 1
AxW=10 1 1|x|-1|=|-1-1]=|-2]=2x|-1|=2W.
0 0 2 -1 -2 -2 -1

Comme W est une matrice colonne non nulle et que AW =2W, alors W est un vecteur propre
de la matrice A associé a la valeur propre 2.

16. Par définition, 1 est une valeur propre si et seulement siI’équation matricielle AX =1X,
d’inconnue X € M3 ;(R), admet une solution non nulle.
X
Je pose donc X = | y | et je résous I'’équation grace au systeme équivalent :

1 -1 0 X
AX=1X <= [0 1 1|x ¥
0O 0 2 z
x -y = X
— y + z =y
2z = z
— z =0
z =0

Ce systeme est équivalent aux deux équations y =0 et z = 0. Comme x n’est pas impliqué dans
les équations, il me suffit de choisir x = 1, en gardant y = z = 0 pour obtenir une solution non
nulle du systéme. Ainsi 1 est une valeur propre de la matrice A

1

et X = | 0 | est un vecteur propre associé a cette valeur.
0

17. Je calcule le produit matriciel P> =P x P :

1 0 1 1 0 1 1 0 1-1 1 00
P’=10 1 -1|x|0 1 -1|=[0 1 -1+1]|=]0 1 Oo|=L.
00 -1 00 -1 00 1 00 1

18. Comme P? = I3, i.e. P x P = I3, alors la matrice P est inversible et son inverse est pl=p.

19. Je calcule le produit matriciel P x A puis multiplie le résultat par P :

1 0 1 1 -1 0 1 -1 2 1 -1 2
PxA=|0 1 -1|{x|0 1 1]=|0 1 1—2 =0 1 -1],
0 0 -1 0 0 2 0 0 - 0 0 -2
1 -1 2 1 -1 1+1-2 1 1 0
PAxP=|0 1 -1|x 0 1 —1 (O 1 —1+1 (0 0].
0 0 -2 0 O 0 2

1 00 0 -1 0 1 -1 0
D+M=|0 1 0]+|0 0 Of=|(0 1 O|=PAP=S
0 0 2 0 0 O 0 0 2

Ainsi j’ai bien montré que S = D+ M.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Comme la matrice D est diagonale, alors pour tout k € N,

1 0 o 10 0
D=0 1¥ o|=[0o 1 o
0 o0 2 0 0 2F

Je calcule le produit matriciel M? = M x M :
0 -1 0 0 -1 0 0 0O
M2=[(0o 0 o|x[o o o|=|0 0 0|=o0s.
0 0 O 0 0 O 0 0O
Comme M? = 03, alors pour tout k > 2, MF = M? x M*2 = 03 x MF2 = 0s3.

Je calcule les deux produits matriciels MD et DM :

0 -1 0 1 00 0 -1 0
MD=(0 0 O|x|0 1 Of=|0 O =M,
0 0 O 0 0 2 0 0 O
1 00 0 -1 0 0 -1 0
DM=10 1 O)X 0 0 0|=|0 0 O|=M
0 0 2 0 0 O 0 0 O

Je remarque alors que MD =M et DM = M.
En particulier MD = DM donc les matrices M et D commutent.

Grace a la formule donnée, pour tout n € N,

n\| n! 3 n! _nx(n—l)!_
1/ Uxmr-1)! (r-1)! ;-1

Comme les matrices M et D commutent, je peux appliquer la formule du binbme de Newton a
la matrice S= D+ M. Soitn €N,

n
s"=(D+M)"=Y (Z) x D"k x M.
k=0

Or dans cette somme, tous les termes pour k > 2 sont nuls puisque M k=04 pour tout k > 2.
Ainsi il reste

S”:(Z)XD”_OXMO+(’11)XD”_I><M1:1><D”><13+n><D”_1><M:D"+nM,

puisque par itération, si DM = M, alors pour tout n € N, D" M =M.

D’apres la question précédente, pour tout n € N,

100 0 -1 0 100 0 -n 0 1 -n 0
§"=D"+nxM=(0 1 O0|+nx[(0 0 O|=f0 1 Of+|0 O O|=|0 1 O].
00 2" 0 0 o/ \oo02") {0 o of \o 2"

Comme S = PAP et que P? = I3, alors en multipliant 4 gauche et a droite par P, jobtiens que
PxSxP=PxPAPxP=P’xAxP>=Lx AxI;=A.

Ainsi j’ai montré que A= PSP.
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Pour la suite, je raisonne par récurrence sur 7 € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" =PS"P.
Initialisation: Pour n =0,
A=, et PS'P=PLP=P?=1.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothése de récurrence, A" =PS"P. Or

A"l = A" x A= PS"P x PSP = PS"I;SP = PS"'p.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, A"=PS"P

27. Soit n € N. Je calcule le produit matriciel P x S” puis multiplie le résultat par P :

1 0 1 1 -n O 1 -n 2"
PxS"=[0 1 -1|x|0 1 of=|0 1 =2"{,
00 -1 0o 0o 2" 0o o -2"
1 —-n 2" 1 0 1 1 -n 1+n-=-2" 1 -n (n+1)-=-2"
A"=PS"xP=|0 1 =2"|x|[0 1 -1|=|0 1 -1+2" |=|0 1 2"-1
0 —2" 0 0 -1 0 O 2" 0 O 2"

Je remarque que cette formule est identique a celle obtenue a la question 13. selon la premiere
méthode.
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Exercice 2 -

1. La différence entre les trois fonctions se situe au niveau des numérateurs ou la constante est
différente : il s’agit donc d’un facteur multiplicatif pres. Je vais calculer les images en 0 afin de
reconnaitre les graphiques :

1, g(O)ZLZZ et h(0)

Jor= (1+0)? S o O

1+02
Ainsi en regardant 'ordonnée du point de la courbe d’abscisse 0 sur chaque graphique, j'en
déduis que le graphique A représente la fonction h, le graphique B représente la fonction f et
le graphique C représente la fonction g.

2. Silestrois graphiques représentent bien trois fonctions positives, continues sauf en deux points,
il faut estimer la valeur de I'intégrale qui doit étre égale a 1. Pour cela, il suffit de comparer |'aire
sous la courbe sur l'intervalle [0,1] avec l'aire du rectangle de longueur 1 et de largeur 1. Sur
le graphique A, 'aire est bien plus grande donc l'intégrale de la fonction est strictement supé-
rieure a 1 alors que sur le graphique B, l'aire est bien plus petite donc I'intégrale de la fonction
est strictement inférieure a 1 : des lors, ces deux graphiques ne peuvent pas représenter une
densité de probabilité.

3. Je calcule 'intégrale de la fonction g, représentée par le graphique C, sur I'intervalle [0, 1].
/

u
La fonction g semble de la forme —; avec u(x) =1+ x. Puisque u'(x) =1, alors

12
u'(x) 1 1 )
= ==X X).
ux)? (1+x?2 2 &
Ainsi une primitive de la fonction g est donnée par
1 1 2
H(x):2><(——):—2>< =——.
u(x) 1+x 1+x
Dés lors, je peux calculer I'intégrale :
1 ! 2 2
I:f gx)dx= |- =— —(— ):—1+2:1.
0 l1+x]y 1+1 1+0

4. Pour montrer que g est une densité de probabilité, je vérifie les trois points de la définition :

e Pourx¢[0,1], g(x)=0>0 et pourxe[0,1], gx) = >0car2>0etquun

1+ x)?
carré est aussi toujours positif. Donc pour tout xe R, g(x) > 0.
« Surl'intervalle | —o0o,0], la fonction g est continue car constante, surl'intervalle [0,1], la
fonction g est continue comme quotient de fonctions continues et sur I'intervalle ] 1, +oo[,
la fonction g est continue car constante.
Donc g admet au plus deux points de discontinuité (en 0 et en 1).

1
o D’apres la question précédente, f gx)dx=1=1.
0 0 0 +00 +00
Aussi f gx)dx = f 0dx converge et vaut 0, de méme que f gx)dx = f 0dx=0.
—00 —00 1 1

+00

Alors par la relation de Chasles, I'intégrale f g(x) dx converge et

—00

+00 0 1 +00
f g(x)dx:f g(x)dx+f g(x)dx+f gx)dx=0+1+0=1.
—00 —00 0 1
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Finalement j’ai bien montré que la fonction g est une densité de probabilité.
5. a) Ftant donnée la densité d’une variable aléatoire, la fonction de répartition s’obtient grace
ala formule suivante: VxeR, G(x)= f ’ g(p)dr.
J'opere alors par disjonction de cas : -

e Si x<0,alors

X X
G(x):f g(t)dt:f 0dz =0.

—00

e Si0o<x<1,alors

X 0 X 2
G(x) :f_oog(t)dt:f_ooOdHfo 1+ de=0+

en utilisant la primitive obtenue a la question 3..

o2 ( 2)_2 2
1+t]lg 1+x | 140/ 7 1+x

e Six>1,alors

X 0 1 2 X
Gx) = dt = odr + dr + 0dt=0+1+0=1.
2 f_oog() f_oo fo (1+1)2 fl

Finalement j’ai bien montré que

0 six <O,
2
VxeR, Gx)=<2-—— si0<x<],
1+x
1 six>1.

b) Al'aide de la fonction de répartition,

1 1 2 4 2
e
2 3

2 1+1 3
+00
¢) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I'intégrale f xg(x)dx
0 0 +00 o0 -
converge. Orf xg(x)dx:f de:Oetf xg(x)dx:f 0dx =0.
—00 —00 1 1
+00
Alors par la relation de Chasles, I'intégrale f xg(x) dx converge et
+00 1 1 2x
E(X)= dx=0+ dx+0= — dx.
(X) f_oo xg(x) fo xg(x) fo TEESE
2
Je calcule alors cette intégrale. Je note alors k la fonction k(x) = X dont je cherche une

(1+x)2
primitive. Il ne s’agit pas d'une forme habituelle, je dois réécrire cette fonction autrement :

2x _ 2+42x-2 2(1+4X) 2 2 2
A+x2 (1+x2 (1+x02 (Q+x2 1+x Q+x?

vxe[0,1], k(x) =

. ~ 11
ie. k(x)—2x(1+x (1+x)2)'

1
Puis une primitive de k; (x) = Tox est donnée par K; (x) =In(1 + x)
X

1
est donnée par Kz (x) = —.

et une primitive de ko (x) = —
p 2(x) L =
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Ainsi une primitive de k = 2 x (k; + kz) est donnée par K =2 x (K; + K3), i.e.
1
K(x)=2x (ln(1+x)+—).
1+x
Et finalement,

1 2x
E(X)—/(; —(1+x)2dX—

1
:2x(ln(1+1)+—)—2x
1+1

1

2 x (ln(1+x)+L)]
1+x 0

+0

1
In(1+0) + 1—)

=2x (ln(2)+%)—2x (0+1)=2In@)+1-2=2In(2) - 1.
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Exercice 3 - . .
Premiere partie

1. A chaque PILE obtenu, le joueur ajoute une boule dans I'urne. Alice obtient deux fois PILE donc
dépose deux boules rouges dans I'urne. Bob obtient une fois PILE donc dépose une boule verte
dans 'urne. Lurne contient donc a la fin deux boules rouges pour une boule verte : X = 2
et Y =1. Comme le nombre de boules rouges est strictement plus grand que le nombre de
boules vertes, alors Alice est déclarée vainqueur.

2. L'événement A: "Alice gagne" signifie qu’il y a strictement plus de boules rouges que de boules
vertes dans 'urne. Comme X représente le nombre de boules rouges et Y le nombre de boules
vertes, alors 'événement A correspond a ce que X soit strictement supérieura Y, i.e.

A=[X>Y].

3. Il s’agit dansles deux cas de 3 ou de 2 répétitions identiques et indépendantes d’'une épreuve de
Bernoulli de succes "obtenir PILE", de probabilité p = % (les pieces sont équilibrées). X compte
le nombre de boules rouges dans I'urne, c’est-a-dire le nombre de PILE obtenus par Alice lors

de ses trois lancers de piece. Ainsi X suit une loi binomiale de parametres ny =3 et p = —.

De méme, Y compte le nombre de boules vertes dans 'urne, c’est-a-dire le nombre de PILE
obtenus par Bob lors de ses deux lancers de piece. 1
Ainsi Y suit une loi binomiale de parametres ng =2 et p = 2

Comme les deux lois sont binomiales, alors les espérances sont données par

1 3 1
E(X):nAxp:SXE:E et E(Y):nBXp=2><§:1.

1
4. Comme X suit une loi binomiale de parametres ny =3 et p = 2 alors son support est donné
par X(Q) = [0,3] et pour tout k € X(Q),

N e K R R R

3 3 3 3
Or (0) = (3 =1 et (1) = (2) =3, ce qui me permet d’ obtenir la loi de X, récapitulée

dans le tableau suivant :

k 0,123
113]3|1
PX=k |- |Z|Z |
8|8 |88
5. L'objet de ce programme est de simuler trois lancers d'une piece équilibrée, représentée par
1

une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p = 7 Voici donc le script complété.

import numpy.random as rd

def simulation_alice():
X=0
for k in range(1,4):
r=rd.random()
if r>1/2:
X=X+1
return X

O© 00 NO O W N -

10
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6.

10.

11.

3
D’apres la question 3., E(X) = 3 et E(Y)=1.

Comme l'espérance de X est plus grande, Alice semble favorisée. Cependant il faut prendre
en compte le fait que X ne peut prendre que des valeurs entieres et qu’Alice n’est déclarée
vainqueur que si le nombre de boules rouges est strictement supérieur.

Si 'on suppose que Bob n’obtient aucun PILE, alors il n'y a aucune boule verte dans I'urne et
Alice est déclarée vainqueur s’il y a au moins une boule rouge dans l'urne. D’apres la loi de X
calculée a la question 4.,
1 7

Py—(A)=PX>21)=1-P(X=0)= 1—5 =3

En raisonnant de la méme maniere qu’a la question précédente, j'obtiens que
3 1 1 1
Py-11(A)=P(X2>22)=P(X=2)+P(X=3) = 3 + 33 et Piy-2(A)=P(X=3)= et
1

Puis comme Y suit une loi binomiale de parameétres ng =2 et p = 2 alors son support est
donné par Y (Q) = [0, 2] et pour tout k € Y (Q),

6T 66

1 1
Ainsi P(Y =0) = P(Y =2) = Z et P(Y =1) = 5 Aussi, comme [Y =0], [Y = 1] et [Y = 2]

forment un systeme complet d’événements, alors par la formule des probabilités totales,

P(Y =K = (Z) < pKx (1= )k =

P(A=P([Y=01nA)+P([Y=11nA)+P([Y =2]n A)
= P(Y =0) x Pyy—g)(A) + P(Y =1) x Ply_1)(A) + P(Y =2) x Pjy=2)(A)
1 7 1 1 1 7 8 1 16 1

1
S—X—+-—X—+-—X—=—F+—F+—=—=—,

4 8 2 2 4 8 32 32 32 32 2
D’apres la question précédente, la probabilité de A est %, c’est-a-dire qu’Alice a une chance
sur deux de gagner. Ainsi Bob a lui aussi une chance sur deux de gagner puisque le jeu déclare
toujours un vainqueur. Le jeu est donc bel et bien équitable.

Je cherche P4(Y =0). D’apres la formule des probabilités conditionnelles,

P([Y =0]nA)
PA=0= =50~

7
:—XZ:—‘
32 16

NIr—Al%l\l
~J

7
En sachant que Alice gagne, la probabilité que Bob n’ait obtenu aucun PILE est 6

Seconde partie

L'événement A; signifie qu’Alice remporte la premiere manche. Au cours de cette manche, Bob
n'a qu’'une boule verte a disposition. Pour qu’Alice soit déclarée vainqueur, il faut qu'il y ait
strictement plus de boules rouges que de boules vertes dans 'urne. Comme chacun des deux
joueurs possede une seule boule, cela signifie que I'urne contient une boule rouge et aucune
boule verte, ce qui implique qu’Alice a obtenu PILE lors de son lancer alors que Bob a lui ob-
tenu FACE. Par indépendance des événements, la probabilité de 'événement A, est égale au
produit des deux probabilités correspondant aux lancers de deux piéces : Alice a une probabi-
lité % d’obtenir PILE alors que Bob a une probabilité 1 — % = % d’obtenir FACE. Finalement

X

a; =P(Ay) =

Wl
W =

N |~

11
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12. Soit n € N*. Si 'on suppose I'événement A, cela signifie qu’Alice n’a pas gagné la manche n,
donc que celle-ci a été remportée par Bob et ainsi, qu’il débute la manche n + 1 avec une seule
boule verte. On se retrouve alors exactement dans la situation de la premiére marche et donc
la probabilité qu’Alice remporte la manche 7 + 1 est la méme que de remporter la manche 1 :

1
PA_n(An+1) =P(A) = 3

13. a) Soit n € N*. On suppose cette fois que qu’Alice a remporté la manche 7 et ainsi, que Bob dé-

14.

15.

16.

b)

bute la manche n+1 avec deux boules vertes. Je cherche la probabilité que Bob mette deux
boules vertes dans I'urne, c’est-a-dire qu'’il obtienne deux fois PILE lors de ses deux lancers
de piece. Comme les lancers sont indépendants et que la probabilité d’obtenir PILE a un

lancer est %, alors la probabilité que Bob place deux boules vertes dans I'urne est donnée
1 1 1

pargx3 =35

Je cherche la probabilité qu’Alice remporte la manche n + 1 apres avoir déja remporté la
manche n, c’est-a-dire en sachant que Bob dispose de deux boules vertes. Cependant Alice
ne possede toujours qu'une seule boule. La seule configuration de I'urne qui permette a
Alice de remporter la partie est donc toujours la méme : une boule rouge pour aucune boule
verte. Cela implique donc que Bob doit obtenir deux FACE a ses deux lancers de pieces. Par
indépendance des événerrzlen’is, comme Alice a une probabilité % d’obtenir PILE alors que

Bob a une probabilité % x £ = 5 d’obtenir deux fois FACE, alors

X

O |
ol

DN | =

Pp,(Aps1) =

¢) Par complémentarité,

T 2 7
PAn(An+1) = ]'_PAn(AYH-l) :]_—5 = 5

Soit n € N*. Comme {A,,, A_n} forme un systéme complet d'événements, alors par la formule des
probabilités totales,

P(Ap+1) = P(Ap N Api1) + P(Apn Api1) = P(Ap) X Pa,(Aps1) + P(Ap) X Pr-(An+1),

. 2 +a ) 1 1 N 1 1 N 1

ie. Qpi1=0apx— —A )X —=—Qp——Qp +—=——ap + —.

n+1 n 9 n 3 9 n 3 n 3 9 n 3
. sy ), N 1 1
Finalement j’ai bien montré que pour tout n e N*, a4 = —§an + 3

Voici le script complété.

1. def terme(n):

2 a=1/3

3. for k in range(n):
4 =-a/9+1/3

5 return a

Il s’agit d’'une équation de degré 1 que je résous en isolant x :

1 1 1 1 10 1
X=—=X+—- — X+—-X=—- — —X == .
9 3 9 3 9 3 10 3 10

12
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17. Soit n € N*. Je cherche a exprimer u,.; en fonction de u,, :

1 1 1 1 1 1 1 1
Ups1=apr1—C=—=ap+—-—-¥l=—=x(Up+ O+ -l =—up——0+-—-0=——u,,
n+l n+l 9 n 3 9 (n ) 3 9 n 9 3 9 n

1 1
puisque —§€ + 3= ¢ par définition de la variable ¢ (dont j’ai trouvé a la question précédente

1
que ¢ = %). Ainsi comme pour tout n € N*, 1, = —§un alors la suite (u,,) ,en* €St bien

1
géométrique, de raison g = s

18. Je calcule le premier terme de la suite (1) en- :

1 3 10-9 1
u1:a1—€:——_:—:_.
3 10 30 30

Comme (uy)nen+ €St une suite géométrique, je peux donner sa forme explicite :

1 1 n-1
VneN*, u,=ujx ”_1:—><(——) )
n=txq 30\ 9

19. D’apres la question précédente et comme pour tout n € N*, u,, = a,—¢, alors

1 1 n—-1 3
VHEN*) Cln=un+[:—><(——) + —.
30 9 10

1 n-1
20. Comme -3 € ] -1,1 [, alors lim (—5) =0. Ainsipar opérations sur les limites,

n—+oo
. 1 3 3
lim a,=—x0+—=—=0.3.
n—-+oo 30 10 10

13
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Exercice 4 -
Calcul de l'intégrale I;.

u
1. Lafonction g est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables. g est de la forme —,
v
avec u(x) = x+1 et v(x) = e*. Comme u'(x) =1 et v'(x) = ¥, alors

W) —ux)v'(x)  1xe'—(x+1)xe* -xe* x

g'(x)

v(x)2 (ex)Z - (ex)Z ex‘

2. Commee™ *

1 x_ X+l e .
=— alors Fi(x)=—(x+1)e " =— : = —g(x) et sa dérivée est donnée par
e

X —-Xx
Fix)=-g'(x) = o xeT = fix).

Ainsi la fonction F; est bien une primitive de la fonction f;.
3. En me servant de la primitive de F; trouvée a la question précédente, alors

1
L :f Aode= [Fl(x)]; ——(1+De (- 0+De ) =-2e " +e?=1-2¢7".
0

Etude de f.
4. En décomposant les facteurs du produit,

lim x?=+oc0

T X Par produit, lim f>(x) = +oo.
lim e *=+00 Yoo
X——00

X

Pour la limite en +oo, il me faut utiliser les croissances comparées : liIP e " =0domine et
X—+00

. _ . 2 —Xx _
Jim )= Jim x*e” <o
5. La fonction f, est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables. f, est de la forme
ux v, avec u(x) = x> et v(x) = e . Comme u'(x) = 2x et v'(x) = —e ™%, alors
H0) = (@X)v) +u)v' () =2xxe “+x*x (—e™*) = (2x-x*) e = 2-x)xe .

Je retrouve bien I'expression donnée par I’énoncé.

6. Je connais la dérivée de f> et en étudiant le signe de f,(x), je peux obtenir les variations de f>.
OrvVxeR, e >0 et 2-x>0< x<2.
Je peux donc établir le tableau de signe de f; (x) etainsi le tableau de variation de f,, en ajoutant
les limites déja calculées ainsi queles extrema: f(0)=0°e =0 et fp(2)=2%e%=4e"

X —o© 0 2 +00
2—-Xx + + 0 -
X - 0 + +
e ¥ + + +
f(x) - 0 + 0 -
+00 4e2
0 0

14
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7. Grace au tableau de variation, je remarque que sur 'intervalle [0, +oo[, la fonction f, admet
pour minimum 0 et pour maximum 4e~2, ce qui montre que Vx>0, 0< f>(x) <4e 2.

8. Par croissance de l'intégrale, comme Vx >0, 0< f2(x) < 4e72, alors
1 1 1
f 0dx gf f>(x) dx <f 4e2dx.
0 0 0

1 1
Puis commef 0dx =0et quef 4e2dx =4e?x|x
0 0

drement

1
0" 4e72, alors je retrouve bien I'enca-

0< I, <4e 2.

1 1
9. Je cherche a calculer 'intégrale I, = f fo(x)dx = f x*e”*dx a 'aide d’une intégration par
0 0

parties. Je pose donc

X

u(x)=e" et v(x) = x°

de sorte que

—X

ux)=—e et v (x) =2x.

Alors par intégration par parties,

Izzfolxze_xdx: [xz(—e‘x)]1

—fOIZxX(—e_x)dx

0

1
=—1%2e7 1 +0%e™ +2f xe *dx=—el+21I4.
0

Finalement j’ai bien montré que I, = —e 421,

10. Grace alaformule obtenue ala question précédente et ala valeur de I; obtenue ala question 3.,
L=—-e'+2=—e ' +2x(1-2e!)=-et+2-4e ' =2-5¢7".

Etude de la suite (I,).

11. Comme je connais une primitive, je peux calculer directement I'intégrale :

1

1
Iozf e Ydx = [—e_x Oz—e_1+e_0:1—e_1.
0

12. Enraisonnant comme dans la question 9., je peux exprimer l'intégrale I,,,; en fonction de I, :

1 1
In+ Zf fn+1(x)d-x:f x"le™*dx. Jepose
0 0

X +1

u'(x)=e" et v(x)=x"

de sorte que

—X

ulx)=—e et V'(x)=((mn+1x".

Alors par intégration par parties,

1 1 1
In+1=f x"e  dx = x”“(—e"‘)]o—f (n+1)x" x (-e™*)dx
0 0

1
=—1"le 40" le 04 (n+ 1)[ x"eFdx=—-et+(n+ DI,
0
Finalement j’ai bien montré que pour tout neN, I,; = —e '+ (n+ I,

15
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13.

14.

15.

16.

Je raisonne par récurrence sur n € N.

Enoncé: Je note P, la propriété : % =1- (kzb E) el
Initialisation: Pour n =0,
gzloz 1-e ! et 1—(};%)51:1—&61 =1-e!.
Ainsi Py est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.

1 o]
Par hypothese de récurrence, L-1- Z )e_l. Or

n! i—o k!
| —e '+(n+I, -e!' (n+1I, 1 I
= = = - e J—
(n+1)! (n+1)! n+1)! (n+1)! (n+1)! n!

1 no1 no1 1 n+1 1
=- e ly1- Z— e l=1- —t——et=1- Z— e !
(n+1)! o k! o k! (n+1)! o k!

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

I =1 -1
YneN, —=1-[) —]e™".
n! i—o k!
Soit n € N*. La fonction f;, définie pour tout x € R par f,,(x) = x" e”* est dérivable. En reprenant
la méthode de la question 5., f;, est de la forme u x v, avec u(x) = x" et v(x) =e™ .
Comme u'(x) = nx" et v'(x) = —e %, alors

e +x"x (—eY) = (nx" - x") e = (n-x)x""te .

fix) =u' () vx) +ux)v(x) = nx
Puis comme 7 > 1, alors sur I'intervalle [0,1], n—x>0, x"'>0 et e *>0.
Donc Vxe€ [0,1], f,(x) >0 etlafonction f, est croissante sur [0,1].

Grace a la question précédente et en reprenant cette fois la méthode des questions 7. et 8.,
vxe[0,1],
MO fr<fu) = 0<fulv)<e™,

et par croissance de I'intégrale,

1 1 1
f degf fn(x)dng eldx = o0<I,<el.
0 0 0
) N . . N 0 I, el
D’apres la question précédente, pour tout n € N™, —= 0< - < —

-1
. € N PR .. . I
Etcomme lim — =0, alors d’apres le théoréme d’encadrement des limites, la suite (—)
n—+oo pl 1! ) nen

n

. I e .
converge et lim 2 = 0. Parunicité de la limite, en notant Uy = Z —, alors
n—+oo n! o k!

lim 1-u,e = lim =2 =0.
n—+oo n—+oo p!

Donc la suite (1,,) nen converge vers une limite ¢ qui satisfait I'équation 1 — e~ ! = 0.
Finalement,

1-¢e'=0 < ¢=—=¢l=e.

La limite de la suite (u#,) ,en €St 1a constante e.
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