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3.2. Deuxicéme jeu.

1. On considere une cible circulaire de centre O et de rayvon 1. Un joueur lance une
fléchette sur cette cible. On note D la variable aléatoire égale a la distance du point
d'impact au centre O de la cible. On suppose que D est une variable a densité dont
une densité f est définie par :

) 2zsize 0,1
fla) = { Osixglo1]

b. Déterminer l'espérance de 1.
¢. Déterminer la fonction de répartition F' de D.
d. Quelle est la probabilité de I'événement A = "la [échelie n'alteinl pas la
cible™ 7
2. Un joucur se présente au stand de tir et lance trois fiéchettes sur la cible déerite &
la question précédente. Le joueur gagne si les trois fiéchettes sont & une distance
du centre O inférieure & = Pour 1 <4 < 3, on note 1); la variable aléatoire égale &
la distance du point d'impact de la i¥"¢ fléchette au centre O. On suppose que ces
trois variables 1)y, 1),, 1)y sont indépendantes et suivent la méme loi que 4.
11
2

a. Quelle est la probabilité de I'événement [I_); = ?

b. Quelle est la probabilité de 'événement G' = "le joueur gagne la partie” 7

5 L

Cc2

ct

*

Exercice 1
Aprts quelques questions préliminaires d’algebre lindaire, on ¢tudic dans cet exercice le

mouvement aléatoire d'une puce, qui se déplace sur les sommets d’un triangle A, B3, C.

1.1. Puissance enieme d'une matrice.
On considore les matrices M ot P définics par :

1/6 0

1. Montrons que /2 est inversihle et déterminons /277,

T 0 0 I 00
0 -1 0 P 010 i
L1 001
1 0 0 100
0 =1 0 | Fyg— L3+ 14 010
011 101
-1 0 0 100
0 —1 0 |Lz+ Ly+ Ly ** (0 10
0 0 1 111

100
010 |=7
001

** A celte étape la matrice est triangulaire, aucun de ses éléments diagonaux n'est
nul, on peul allirmer que P est inversible.

I 0 0
P i= 0 —1 0

1§

-1 0 0
0O -1 0|=pP!

1 11

On constate que P~ = P.

2. Vérilions que la malrice D = PMP est une malrice diagonale

-1 0 0 176 0 0 -1 0 0
PUYP=| 0 =110 0 176 0 0 =10
5/6 576 1 | 11

0 0 /6 0 0
PMP = —-1o0|=| 0 1/60
11 0 0 1
En conclusion :
o,
51
PMP=D=| § Z 0
6 1
0 0
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L L
2 2
© . - . y 9
9] 3. En umltipliant 3 gauche par P = P~ ¢t & droite par P dans I'égalité D = PMP Vérifions cue la matrice 4?2 =M %)
9 on obtient : M = PDP. Par récurrence évidente on démontre que pour tout entier 76 0 0 9
naturel i )
% , M= "F] 0 /20 0 172 0 ( Q _ lb 0 ) =M %)
5 . A2=[1/3 0 o|[13 o o|=\506561 I
Q (l) 0. 2/3 1/2 1/ \2/3 172 1 Q
= 4. Sachant que D" = (6 (—) 0 | on en dédnit Pexpression matricielle de =
z 6/ i 1 Z
Q 0 0 4. Pour tout entier naturel n, par une récurrence évidente, : 0y, =A*| 0 |]. Q
= A 2 0 =
o " G o
@) (—) 0 0 Done : O
, 6 N tan | [ )
o M — 0 ((—) 0 bw | =A™ 0 | =m0 )
n )/ o n ’ 0 0
g ROREOR :
D) [§} 6 I
O— 5. Puis : U
' — g i 5 Q2n—+1 1 1 1 ' —
D 1.2. Etude du mouvement aléatoire d’une puce. bonr | =421 0 | =a2A| 0 | =aM] 0 i)
g 1. Donnons les valeurs de ay, by, ¢y, ar, by et ¢;. Conpl 0 0 0 g
) 6. Donnons U'expression de a,, by, ¢, en fonction de Uentier naturel r.
~® Ty — 1, h[) =gal=s (&3] ~q.)
C , d 0 0 )" C
[5) La puce ne peut se retrouver en A a I'instant £ = n + | qu'en provenant de B . La ;Lz“ _ (Q;J) ( 5 (1) _ (‘h) D
® puce ne peut se retrouver en B A I'instant £ = n+ 1 qu’en provenant de A. La puce :‘)‘ - A > 1" 0 - an ®
2 ne peut s¢ relrouver en €' a Uinstant ¢ = 1 quien provenant de A. Il en découle que e 1 (6) 1 6) 1 1- (5) §

L

1
[
a; — 0 ; 241 0 120 (éy‘ g n
b = P(B/Ag)p(Ag) = bowir | =1 1/3 0 0 0 - é (é)
3

% 0 1 ™ 1 7 ]. "
i Con i1 1 — () | J— ( )
o = P(C1{Ag)p(a) = 5 SAE
7. Les sous-suites d'indices pairs ef. impairs de {a,), (b,) convergent vers () et les sous
suites d'indices pairs el, impairs de | (¢,,) convergent, vers 1.

| b

L

2. A Taide de 1a formnle des probahilités totales :
tnt1 = P{Aps1/ B )p(B,) lint aapy = 0,limas, = 0
bt = P{Boug fAL)P(AL) litn ba,, = 0, lim by, = 0
Cre1 = PGt fA4)P(AL) + P(Crf Bu)P( B ) P(Ct fC)PIC) limneo, = 1, limeg =1

T
Upi1 = -"hn = . . . N N .
2 & A une étape de rang pair la puce ost soit en 4 ou en (!, De méme A une étape

de rang impair la puce est soit en € on en B, Les valeurs nulles de by, ot g,

Dn +1 ;(ln
étaient-donce prévisibles.

B

2 1
Cnpr = Z0n + 5bn +Co

3. Le systeme linéaire de récurrence précédent peut sécrire sous la forme matricielle Exercice 2
Bl ') On considere la fonction g de la variable réelle @ définie par :
Qp-a 0 1/2 0 Qn
byt |=[ 1/3 0 0 by gla) = ¢(x — 1) + 22
Cn+1 2/3 172 1 Cn
T — 2.1. Etude de la fonction g.

1. Déterminons les limites de g() lorsque 2 tend vers +oc et lorsque 2 tend vers —oc.

lim e*{z—1)+2%=+occar lim e® = +oc, lim z—1 = +4oc, lim 2% = +a¢
T—oc - ’ T——0C a—+400 B

z—+00

lim e” (e — 1) + 2 = lim we® — ™ + 2% — 400 car lim ze®™ =0et lim " =0
r—2¢ -0 r——>50 22— —0C

EPREUVES SPECIFIQUES EPREUVES SPECIFIQUES

266 annales officielles annales officielles 267




Mathematiques - opTion TECHNOLOGIQUE Mathematiques - opTion TECHNOLOGIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

(] L
g g
9] 2. Calculons la fonction dérivée de g, montrons que son signe ne dépend que du signe 4. Pour tout z de / : 19)
9 iy ;. ; . . oy |ZE=1] _ le=1] =
9] La fouction g cst dérivable sur B en tant que somune ct produit de fonctions |fz)] = | = flz) e)
) ] ; (¢ +x) (e +T)

Z dérivables. Pour tout @ réel : : 1 Z
it g'(z) = e (z— 1)+ € + 20 = x(e + 2). e e*+x) Q
= : =
% ¢ est du signe de x car ¢ +2 = 0. g est croissante sur R+, décroissante sur R —. l-:"a: er f@l < g | %
= 3. Montrons que l'équation g(z) = 0 admel une unique solution o sur lintervalle =
e ue I'éq g 1 & g : o
o) [0, +oc. (On ne cherchera pas 3 délerminer ). 5. Démontrons par récurrence que pour tout. entier naturel n., o)

! La restriction de g esh continue strictement croissante sur E . clle réalise unc i e, M |
0] bijection de B+ sur [-1, foc. Tont réel de Pintervalle[— 1, oo posstde un unigue " n 1))
() d.]lfv(,(;(?(]( nt cf en pa ticulier I nx.] 0. Done Féquation g} = 0 admet e unige Ho ot vraie puisque s = . Supposons H, vraie pour un certain n Lintervalle ()]
3 solution o sur Uintervalle [0 foc|. , : : . . . L )
o ) I étant stable par f. u,—7 — fluy,) appartient & I, H, ;1 est vraie. L'axiome de o
D 4. g(0.5) < 0.g(1) = 0. On pent donc affirmer ¢ue : récurrence acheve la démonstration. 5
® 0.5<a<l 6. Appliquons & f I'inégalité des accroissements finis sir Uintervalle T entre u,, et m]. ®
E J est continue sur (o, ] on [uyg, ¢, dérivable sur Jo, w,[ou Ju,, o avee |f'(z)] < 7 E
QO 2.2. Etude d’une suite (u,). pour tout entier naturel n : O

St ; : ; ; s I 2
Soit [ la fonction de la variable réclle déterminée sur I = [§’1 par ; Jluy) = fla)| < (12) ity = | .
Done |upy —af = (i) [t — x| .
&
Sle) =
erx % . ) g
Par récurrence, montrons que pour tout entier naturel n :
On considére la suite de réels (w,), -, définie par : 1yl
[ttn, — x| £ (*) H.
1 2
ug =, . o | 1 55
Vn € f‘ﬂ, v Commne « € [5 1] 5 1€ ug—ws 55 = 0. Hy esl done vraic. Supposons
H,, vraic pour un certain v
1. Prouvons que o est I'unique solution sur Uintervalle I de I'équation : | SRWALE 1y
,I o =l < () ol < (3) () <(3)
Yz © = s , . .. y : g .
eel, fle)=z46 &t x 4 H,.; 1 est vraie. Taxiome de réeurrence achéve la. démonsiration.
et = (" + 1) o . . R - i
& gla) = 7. Déterminer un entier naturel 7, de telle sorie que si 'entier n est supérieur ou égal
R a ny alors u, — «f est inférieur ou égal & 1079,
2. Caleulons la fonction dérivée f7. s s e s _ 3In(10 31n(10
4 7 Tl suffit. que ()) < 10 9 clest-a-dire n. = I [‘) )_l Prenons ng = E{ - )_].
5 o e (e +a)—e(e"+ 1) = e e
Yeel, ['(x)= — v
e+ x) 2.3. Un calcul d’aire.
pay= Y oy
YT (et ) ’ = Sur "annexe, située en fin de probléme, on dnllue les courbes wprésenlcttiws sur [0, +00]

de trois fonctions : celle de g, celle de i : & — 22 et celle d'une fonction ¢ inconnue.

et [ est déeroissante sur Pintervalle 7. ] ) ) ) _
1. () est associée a v, (('3) est associée & g. (C}) est associée & 1.

3. f étant décroissante sur /, pour tout x de l'intervalle B l]~ 2. A désignant I'aire, exprimée en unité d’aire, de la. partie hachurée sur le schéma,
- exprimer A sous forme d'une intégrale.
|5 <0.76% F(5) < flz) < F(1) > 0,72 < 1 1 i
= / (;1?2 - g(l‘.]) dx = / (1 — z)dx
donc Tintervalle T est stable par f. 0 0
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3. Los fouctions @ ¢® ¢t & — 1 — @ sout ¢! sur [0, 1]. Utilisous une intégration par
partics pour déterminer A :
1
e”(1 — z)de = |e"(1 — ‘L'Hcl, +/e"‘d1‘
0

1 — a)da = [¢(2 /)LlJ =6-2,

e€l—z)dr=e—2.

T—, P~ O~

Exercice 3

On s'intéresse dans cet exercice a I'élude de deux jeux présents dans uue [éle [oraine.

3.1. Premier jeu.

Pour ce premier jeu de hasard, la mise pour chaque partie est de 1 euro. L’observation

. . . | iy
montre quune partie est gagnée avee la probabilit¢ -, perduc avee la probabilité 10"
Toute partic gagndée rapporte 3 curos. Les différentes parties sont indépendantes.
1. Une personne décide de jouer N parties (N 2 2). On note Xx la variable aléatoire
représentant le nombre de parties gagnées et Y la variable aléatoire représentant
le gain algébrique du joueur.

a. Xy représente le nombre de sucees (gagner une partie) d'une suite d’épreuves

de Bernouilli indépendantes, Xy suit une loi binomiale de paramétre (N, ﬁ)
- . s OV
d’espérance LX) = T de variance V(X)) = 100"
b. Le joueur a misé N fois un euro et a gagné 3 X, euros. On a cone bien
Y =3Xx-—N.
Par linéarité de I'espérance,
3N ™
U Ti)
2. Une seconde personne joue jusqu'a ce qu'elle gagne pour la premiére fois une partie,
et s'arréte alors de jouer.

E(Yy) =3E(Xy)— N =

a. La variable aléatoire Z représentant le nombre de parties joudes suit une loi

géomdétrigue de parametre p =

54

b. Le joueur a mis¢ Z fois ot gagné une fois, done 7' =3 — Z et done (1) =
3—E(Z)=3-10=-T.
3. Les denx jouenrs peuvent-ils espérer le méme gain lorsaque E(T) = E(Yy) ¢
N

_W =T soit N 10

4

3.2. Deuxiéme jeu.

1. On cousidere une cible circulaire de centre O et de ravon 1. Un joueur lance une
Héchette sur cette cible. On note D la variable aléatoire égale a la distance du point
d'impact au centre () de la cible. On suppose que D est une variable a densité dont
une densité f est définie par :

v 2xsize01]
f(”_{ Osixg[0,1]

a. [ esl positive, continue sur B saul au point z = 1 el
+20 1
& T 11
/ flr)dx = /Z;r(i;r = |z? e 1
o 0

f est bien une densité de probabilité.

b. Déterminons Uespérance de D.

00 1 _,)_1:3 | 2
EX)= / wf(e)de = / 2wtde = PT] =,

£ 0
o
E(X)="]

c. La fonection de répartition I de L) est définie par :

Vo0 Fxla)=0

Vee[0,1] Fx(z) = /"zuu <A =4
i

Y1 Fyle)=1

d. La probabilité de I'événement A = *la Héchette natteint pas la cible” est mlle
car p(A) =1— Fy(1}) =0.

2. Un jouenr se présente au stand de Lir el lance trois llécheties sur la cible déerite
la question précédente. Le joucur gagne si les trois échettes sont a une distance
du centre O inféricure & = Pour 1 < ¢ < 3, on note D; la variable aléatoire égale a
la distance dn point d'impact de la i#%¢ Héchette an centre Q. On suppose que ces
trois variables D,. Dy, Dy sont indépendantes ot suivent la méme loi cue D.

1
a. Probabilité de I'événement [D., < 5}

1 1 1
rloceg] g -7

. Probabilité de I'événement G — *le joueur gagne la partie”.

S R _AX F 1 o 371
P(G] =& |:(D] e 3) I (D2 = 3) ! (Dg, < E)] Par inrlé;em]nnre (P I:Dl = 5]) ﬁ
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RAPPORT

Ce sujet était bien adapté a la voie technologique et couvrait largement le programme
de cette classe. Peu de questions bloquaient les candidats dans la suite des exercices.
On trouvait a la fois des questions classiques et d'autres demandant plus de technicité
ou de subtilité.

EXERCICE 1

C'est l'exercice le mieux traité. Les questions de la seconde partie posent cependant
beaucoup de problémes : un certain nombre de candidats ne connaissent pas la
formule des probabilités totales, ce qui les empéche de terminer U'exercice. On trouve
aussi beaucoup d'erreurs sur la récurrence de la question 4 : Les étudiants ne com-
prennent pas que le rang qui suit 2n est 2n+2. On trouve dans les mauvaises copies
de graves erreurs sur le calcul matriciel : le produit matriciel n'est pas commutatif !

EXERCICE 2

L'exercice a été réussi de facon trés hétérogéne. Les candidats essaient pourtant de le
traiter dans sa totalité. On rappelle qu'il est insuffisant de justifier un résultat sur
les limites en invoquant uniquement la prépondérance de fonctions : il fallait ici
développer l'expression de la fonction pour conclure. Les variations de fonctions sont
souvent mal justifiées. Linitialisation de la question 6 n'était pas évidente comme
l'ont cru les étudiants. Les questions 4 et 7 de la partie 2 étaient les plus difficiles et
peu de candidats les réussissent. Dans la partie 3, on trouve bon nombre d'erreurs
sur l'expression de l'aire au moyen d'une intégrale : certaines portant sur les bornes,
d'autres sur la fonction a intégrer.

Mathematiques - orTioN TECHNOLOGIQUE

EXERCICE 3

Cet exercice couvrait une large partie du programme puisqu'il y avait des variables
discrétes et continues et était parfaitement adapté a la voie technologique, pourtant
comme chaque année, certains le négligent. Les justifications sur la loi binomiale
et géométrique restent souvent trop générales : les éléves récitent un cours sans
l'adapter a la situation de l'exercice. Beaucoup n'ont pas repéré a la question 3 de la
partie 1 le mot “espérer” et n'ont pas égalisé les espérances de T et Yn. La justification
de la densité est souvent trop rapide (la continuité est citée sur R alors qu'il y avait un
probléme en 1) et les calculs de la fonction de répartition manquent de rigueur.

CONCLUSION

Les résultats sont assez contrastés : on trouve des copies de trés bonne qualité, concer-
nant des éléves ayant travaillé réguliérement et qui arrivent a faire un certain nombre
de questions et enfin les autres qui ont un niveau plus que faible (Ces candidats n'ont
pas assimilé les techniques de base et ne connaissent pas les résultats principaux du
cours).

Avec un écart-type de 5,08 une moyenne générale de 10,18, cette épreuve a permis
de classer les candidats.
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