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EXERCICE 1.

1. (a) La fonction f est définie sur R et elle est impaire car :

Ve eR, —z€R et f(-a)=e"—e"=—("—¢e")=—f(v)
La courbe Cy est symétrique par rapport a l'origine O.
(b) Etant donné que
lim e =+o00, lim e* =0,
x—+00 r—+00
on peut affirme que lim f(z) = 4oo. En outre, on a
T—+00
. 1
lim = lim e x—-=0x0=0
z—+o0 I 2—+00 x
SN : . e € (G
et d’apres les croissances comparées, on a : lim — = 400, on peut affirmer que lim ——= =
r—400 T—+00 T

x
+00. La courbe C; admet en 400 une branche parabolique de direction (Oy) .

2. (a) fllz)=e"—(-l)e*=¢"+e®
(b) D’apres le calcul précedent, f'(x) est strictement positif sur R (comme somme de deux réels
strictement positifs) donc f est strictement croissante sur R et lgrm f(x) = 400, lim f(z)=
T+00 Tr——00

—o0 (par imparité).
(¢) f(0)=¢®—e®=1-1=0 donc, par stricte croissance de f sur R, on peut affirmer que
f(x) > f(0)=0quand z >0
f(z) < f(0) =0 quand = < 0.
(d) D’apres le cours, on a y = f'(0) (x — 0) + f(0) = 2.
3. (a) Etant donné que f’ est dérivable sur R et que f”(z) = e* — e * = f(x) est positive sur R, et
négative sur R_, on peut affirmer que f est concave sur R_ et convexe sur R, .

(b) En trait gras, C; et en trait fin T' (puisque f est concave sur R_, C; est au dessus de sa tangente
T sur R_ et puisque f est convexe sur Ry, Cs est en dessous de sa tangente T sur R.)

4. (a) Lafonction f est continue (car dérivable) sur R, strictement sur R donc elle réalise une bijection
de R sur }lim 1, lim f| =]-00,+00[. Comme n € |—00,+0o0[, on peut affirmer que I'équation
—00 oo

f(z) = n admet une unique solution. En outre, comme f(0) = 0, on peut affirmer que 0 est la
seule solution de f(z) = 0 c’est-a-dire que ug = 0.
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(b) Un calcul direct montre que

1

g _ Jln(n) _
n(m)) = 0 — L

1 .
=—n—-—<n= "
n——<n fun)

donc, par stricte croissance de f, on peut affirmer In(n) < u,. Etant donné que 11111 In(n) =

+00, on obtient que lim wu, = +o0.
n—-+o00

¢) Il s’agit d'une équation du second degré dont le discriminant vaut A = n? —4(—=1) =n?>+4>0
g q 2

n+vn?+4 n—vn?+4
— > Oet B, = ——— <

donc 'équation admet deux solutions réels a,, = 2

n—vn?
2
(d) A l'aide du changement de variable t = e*, on a :

=0

. ; 1 1
flz) = nee—-——=net—-=nat’—l=ntest?—nt—1=0
t t
et A *
t—a e’ =q, >0
- n
ou
& & S’ =a, e r=In(uy,
tzoug e’ =/, <0 impossible ¢ “ v =Infan)
" >0
n+vn?+4
donc u,, = In — |

EXERCICE 2.

PARTIE 1.
1. Un calcul direct montre que N2 = 0 donc Vk > 2, N¥ = N2N*-2=(0N*2=0.

2. (a) Un calcul direct montre que

x a T+z=a r=2a+b
Plyl=1|b]le{ —2-22=b < =c
z c y=c MWD o= =

donc la matrice P est bien inversible et I'on a :

T 2 1 0 a 2 1 0
yl=10 0 1 bl=P'=[0 0 1
z -1 0 -1 c -1 -1 0
(b) Un calcul direct montre que
4 2 0 200
P'A=l0 0 1|, P'AP=|010]=D
-1 -1 0 001

(c) En multipliant & gauche par P et & droite par P! (de part et d’autre de I'égalité), on a :
A=PDP,
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(d) Comme PD°P~' = PIP™' = PP = [ = A° linitialisation n = 0 est vérifice. Pour
I’hérédité, si la formule est vraie au rang n alors

A" = A"A = PD"PT'PDP~' = PD"DP~' = pD"1 P!

ce qui démontre la propriété au rang n + 1 et démontre la formule pour tous les rangs n.

(e) Comme D est une matrice diagonale, on a :

2" 0 0 2" 00
D=0 1" 0)]=(0 10
0o 0 17 0 01
et un calcul direct montre que
2 0 1 2t 1 21 0
PD"=|-2" 0 -2|, A"=PD"P'=[2-2"" 29" @
0 1 0 0 0 1
3. (a) Un calcul direct montre que
00 -1
NA=[0 0 2 |=N=AN
00 0

(b) Puisque A = N+A et que N, A commutent, on peut appliquer la formule du binome de Newton
donc

n 1

vrar =3 (7)) s are 3o () aar

k=0 =0si k>2 k=0

A"

(g) NOA™ 4 (’I) NIA™L = A" 4 pNA™

(¢) D’apres la question précédente, on a

ntl—1 2 00 -1 ntl 1 2" —1 —n
A" = A" uNA" =220 om0 40 0 2 | =([2-2" 292" 2p
0 0 1 00 0 0 0 1

PARTIE II.

1. (a) La suite (z,), est constante donc Vn € N, 2, =z, = 1.

(b) @ps1 =30 +yn — 1, Yny1 = —2x, + 2.
2. (a) Pour tout entier n, on a
Tl = Tptl T Yng1 = (3Tn + Yn — 1) + (*2Trz+2) =Tyt Ypt+1l=r,+1

donc la suite (r,),, est arithmétique de raison 1.

(b) On peut alors écrire

VneN, rp,=rg+nl=_14+1)4+n=n+2Sxz,+y,=n+2.
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3. (a) Pour tout entier n, on a
Sp4+1 = 2$n+1 + Ynt1 = 2 (3lw + Yn — 1) + (_2'7571 + 2) = 4:[77, + 2yn = 2Sn

donc la suite (s,,), est géométique de raison 2.

(b) On peut alors écrire

YneN, s,=52"=2x1+1)2"=3x2" < 2z, +y, =3%2".

4. En utilisant les questions 2 et 3, déterminer z,, et y,, en fonction de n. On dispose du systéme suivant

Tp+Yp =n+2 N T, =3%2"—n—-2 (2)—(1)
2y + Y = 3% 2" Yn=2n+4—3x2" 2(1)— (2)

EXERCICE 3.

Partie I.
1. (a) P(E)=0,2 P(A)=0,8 Pg(T)=0,5Ps(T) = 0,375.
(b) On utilise la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements {E, A} :
P(T) = Pp(T)P(E) + Pa(T)P(A) = 0,4.
(¢) On utilise la formule de Bayes :

P(ENT) P(E)Pg(T)
Pr(E) = PT - Pmy 0%

2. (a) X représente le nombre de succes (un appel concerne du petit électro ménager) dans une série
de 10 épreuves identiques et indépendantes, donc X suit une loi binomiale de paramétre n = 10
et p=0,2 c’est-a-dire

X (Q)={0,1,..,10} et Vk € {0,..,10}, P(X =k)= (1;) (0,2)" (0,8)"07".

(b) D’apres le cours on peut affirmer que
E(X)=np=10%0,2=2, V(X)=np(l—p)=2%0,8=1,6.
3. (a) Comme précédemment, on peut écrire que Y suit la loi B (600; 0, 4)
(b) D’apres le cours on sait que la loi normale a pour paramétre
m=np=0600%0,4=240, o> =mnp(l —p)=240%0,6= 144

Z—-m Z-—

E t Z* =
(¢) En posan . 3

(variable centrée réduite associée a Z), on a :

=P (Z*<1)~0,8413

P(Y<?52):P(Z<252):p(z*<w)

12
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Partie II.

1. (a) Onpose u =z, v =e * donc v’ =1, v = —e " (par exemple) donc on a :
A A
/xﬁ_mdm = [:r (fe_m)}g — /1 (76_’”) do = —Ae ™ + /e""dx
0 0 0

A

= —Ae?+ [—e’””]o

= —Ae ™ —e 41
A
D’apreés les croissances comparées, on peut affirmer que ﬁlim / re tdr = 1.
A—+o0

0
+o0

(b) L’intégrale impropre : / re "dx est convergente et sa valeur vaut 1.
0

2. (a) La fonction f est continue sur R* (car les fonctions  +— 0 et 2 — xe™® sont continues respec-
tivement sur R* et R*). En outre, on a

li = lim 0=0, i 7) = lim 2 =0
Jim f(z) = lim ;o Jlim f(z) Jim e

donc on peut affirmer que hII(l) f(z) =0 = f(0) c’est-a-dire que f est continue en 0.
T
+o00

(b) La fonction f est continue et positive sur R, I'intégrale / f(z)dx converge et vaut 1 (question
0

0 0 +o00
1.b), l'intégrale / flx)de = / Odz converge et vaut 0 donc l'intégrale / f(z)dz converge et

vaut . 0 N
fle)de = [ f(z)de+ [ f(x)de=0+1=1
i e |

donc f est une densité de probabilité d’une variable aléatoire.

3. On suppose que lors d’un appel au standard, le temps de celui-ci en minutes est une variable aléatoire
M a densité dont une densité est f.

(a) Par définition, on a pour tout réel t :

F(t) P(Mgt):/f(x)dm

Premier cas : si t < 0 alors f(z) =0 pour tout = € |—o0,t] C R* donc F(t) = [ 0dx = 0.

2~

Second cas : sit > 0 alors

F(t)

Il
—
=
5]
=
<Y
=
+
—
-
—
=
Y
5]

Il
—
=)
<Y
=
+
—
5
9]

5]
I
8
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(b)) P(M<4)=Fd)=1-5%e"iil) PQ<M<4) =FA4) —F(2)=3%e2—5xe ",
P(M<4)n (M; 2)) _PR2<M<Y
111) P('\I>2 (]\[ ) 1

P(M ) P(M <2)
_3*6_ *5*6_4_3*6_2*5*6 .0
T 1-(1-3xe2) 3xe2 T 3xe?
4. Soit A > 0, en utilisant I'intégration par parties suivante u = 2%, v' = e %, 4/ =2z, v = —e"% on a:
A 0 A A A
/acf(r)dr = /xf( ) dx +/ flx)de = /rf(x)dq’ = /xQS’””dx
- —co =0 0 0 0

ES

A—+oco

A
= [;vz (—e’“)m - /233 (—e””) de = —A%e 4+ 2/5L’e’mdw — —0+2x1=2
0 0
+00
d’apres les croissances comparées et la question 1.b donc / 2 f(x)dx converge et vaut 2. Par con-
o0

séquent, M admet une espérance qui vaut 2.

. Le cotit moyen d’un appel pour un client vaut E (Z) =1+ 0,2E (M) (par linéarité de 1'espérance)
= 1,4 euros.

ot
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