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EXERCICE 1

1 1
_ s=2a-3 1)-@
1. Soient X = <T> et Y = (Z) tels que PX =Y & { 7?“++y Jlb & % % &
Yy rTry= y=§a+§b 1)+ (2)
1 1
X = % 12 Ydonc P est inversible et P71 = % 12
2 2 2 2

N O
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1m0 1 0
H Q N n —

(b) Puisque B est diagonale, on a B" = < 0 on ) = < 0 on > .

(c) Commengons par remarquer que P"'AP = B < AP = PB < A = PBP~'. Pour tout entier n,
posons (H,) : « A" = PB"P~! ». Initialisation n = 0. On a A° = I et PB°P~! = PP~ =
PP~! = [, dot A’ = PBYP~1 donc (Hp) est vraie. Hérédité. Supposons (H,) pour un entier
n alors : A" = A"A = PB"P-'PBP~' = PB"[LBP~' = PB"BP~! = PB"" P~ ce qui

n
démontre (H,,+1) et achéve la récurrence. Un calcul direct nous donne PB" = ( 12 ) , A" =

-1 2"
1 1 1 1

—on Z Zon

e F

S =

11
2. (a) P*lA:<§ *5), B:P*lAP:(
1 1

3. (a) Pour tout entier n, posons (H,) : « u, > 1 ». Initialisation n = 0. On a uy =2 > 1 donc (Hy) est
=0
3 1 2( 1)
. . . Uy, + Uy —
vraie. Hérédité. Supposons (H our un entier n alors : u. —-1==t —-1= >
pp (Hx) p nt1 — —
——
>0
0= up+1 > 1 ce qui démontre (H,+1) et achéve la récurrence.
<0 >0
— e —
3u, +1 1—u2 (1 —up)(l+un)
b) u — Uy = — Uy = = < 0 donc la suite (uy,), est décroissante.
( ) n+1 n Un ¥ 3 n Un ¥ 3 Un ¥ 3 ( n)rL}O
——

>0

(¢) La suite (un),,, est décroissante et minorée par 1 donc elle converge.

3u, +1 3L+1

—

Up +3 n—otoo L+3

3 1 3L+1

Un L obtient L= 2t 123l — 3L 41 e 2 =1 [ =+l
Up + 3 L+3

D’autre part, on a Vn € N, u, > 1 donc en faisant tendre n vers 400, on obtient que L > 1 d’on

(d) Puisque u, — L alors et up,y1 — L donc en faisant tendre n vers +o00
n——+oo n—-+oo

dans I'égalité u,41 =

L=1
: On T ap 2
4. (a) Pour tout entier n, posons (H,) : « u, = > Initialisation n = 0. On a up = 2 et o1 2
n 0
d'ott ug = % donc (Ho) est vraie. Hérédité. Supposons (H,) pour un entier n alors : @,41 =
0
3an, ‘1 3a, + by,
3u, +1 f 2% 3an + by, 2an+1 An+1 .
= = = = = ce qui démontre (H,41) et acheve la
Un + 3 % +3  @nt3bn  au+3by  2buyr bapr (Hnt1)

n
récurrence.

(b) On a Up41 = AU, donc U,, = A"Uj.

@)
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(c) Un calcul direct donne

1 1 1 1 1 1
Zon + = _on _ 9 §2n + = an = §2n 4=
= AUp=|1 7t % =13 t|= 3 1
Un 0 1

72’72 _ 7271 + _ 72“ _ n — _
2 2 2 2 2 2 2 2

3 1 3 L 3 1 3

2m | —
N 52”4’5 <2 + 2n+1> 5*’!’ on+1 5 1
= = = - 5=
U, §2n ~ 1 o 3 1 § B 1 n—too §
2 2 37 gntt 2 onil 2

EXERCICE 2

1. (a) g'(z)zﬁmzfﬁ*izg(m‘gfl)

(b) g(x)=0&2°=1«z=1Enoutre,onag (z) 20 & 2°~120+2°> 12 >1doncle

>0
T 0 1 +00
g (x) - |0+
tableau de variations de g est donné par
g (z) N ) /

(c) D’apreés le tableau précédent, on peut affirmer que g (z) > 0 pour tout z € R

1 1
2. (a) Puisque lim In(z) = —oo et lim — = +o0, on peut affirmer que lim <1n (@) * —2> = —o0.
20+ z—0+ T 20 x
D’autre part, on a lim+ 2z = 0 donc lim+ f(z) =0 — 00 = —o0. D’aprés les croissances comparées,
20 -0
In(z) . .
5~ =0et lim 2z=+codonc lim f(x)=+oo+0=+oc
r—+o00 I T—+400 T—+00
31 31
(b) M:QJr 2 () — 2donca=2. f(z)—2z= n () 0 donc b= 0.
x 3 T——+00 2 z—+00

(c) Ona (A):y=2zect f(z) -2z = 3123(96) >0« In(z) >0« x> 1 donc (A) est au dessus de (Cy)

si et seulement si x > 1.

§*.’,2731 ) (2z :
5 () F) =24 r 31#111(1")( z) a4 z(37f4ln(m)) —aq 37(;1;(95) _ 2z3+3Z;61n(m) _
g ()
23

b) Puisque ¢’ est positive sur R* et = est positif sur R*, on en déduit que f’ est positive égale-
+ +

ment sur R donc f est croissante sur R%. Ainsi le tableau de variations de f est donné par :

T 0 +00

+00

[ (=) /!

—0Q

(c) En gras, (Cy) et en pointillé (A).
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4. (a) La fonction f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ donc elle réalise une bijection de
,Fool sur | lim f(x), lim x)| = ]—00, +00[. Puisque 2n € |—o00, +-00[, I'équation f (z) = 2n
0 li L 1'+ Pui 2 re i 2

z—0 T—+00

admet bien une et une seule solution sur |0, +-o0f .

31
(b) Par définition, f (z,) = 2n, f(1) = 2 et f(n) = 2n + “ﬁ”) done f(1) < fan) < f(n) = 1<
n
» < 1 puisque f est strictement croissante.
31n (@, w3l (zn w3l (z,
(c) f(wn):2n®2zn+%”:2n o Ty S oy @ 3In(z.)
Ty +(2n) N 2n (xy,) n 2n (z,,)
0<In(z,) <In(n): (1)
In(1) <1 S n) S
(d) Commeonal <z, <n= n()\g(””") n (n) o 1< <1_ N
n<n (2, <nn)?=n’ << iy
n n () n

1
(e) D’aprés les croissances comparées, on a 1'IIJIrl M = 0 donc le théoréme d’encadrement justifie
© n
In
que lim 7(%1) =0= lim (17ﬁ>:0¢ lim ﬁ:1.
n—+oo n (ljn) n—-+o0o n n—+o0 M,
EXERCICE 3
I. Probabilités conditionnelles.
5 1 — 19 — 90 9
1. P(D)= — = P(D)=1-P(D)=— =—=— Pp(A)=1-Pp(A —
(D) i0g, 22 (D) (D) =355 Pp(A)=155= 15 Pr(A) b (4) = 15
P5(A)=—=-
o) =150 5
11 1 _ _ 19 4 19
P(AND)=P(D)Pp(A) = —x—=— =0, P(AND) =P (D) P5(A) = —%- = — = .
(AN D) =P (D) Pp(A) = 55+75 = 555 = 0,005, P(AND) = P (D) P (A4) = 554 = 52 = 0,760

3. En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (D,E) , on obtient :
P(A)=P(AND)+ P(AND) = 0,765.

P(AnD) 0,005
P(A) 0,765

4. 1l s’agit de calculer la probabilité conditionnelle P4 (D) = ~ 0, 006.
II. Loi binomiale.

1. On répeéte 10 fois la méme expérience (« prélever un appareil »), chaque expérience étant indépen-
dante P'une de lautre, X représente le nombre de succeés (« appareil sans défaut ») et la probabilité

5 9
du succes est p = 1 — ﬁ = ﬁ donc X suit la loi binoémiale B(10,p) d’ou X () = [0,10], Vk €
X(@Q), P(X=k)= <lko>p’“ 1-ph*

@)
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2. Tl s’agit de la probabilité P (X = 10) = p'°.

3. 1l s’agit de la probabilité P (X >1)=1-P(X =0) =1-p'.

III. Etude d’une densité de probabilité.
1. f est évidemment continue sur R_ et sur R, Lli{ﬁ{ )= Lliﬂg{ 0=0, Llﬂn{r){r ft) = Llir(?+ (27t —2e7%) =
2¢0 — 2¢° = 0Ainsi %E%f (t) =0et f(0) =0 d’ou %E%f (t) = f(0) c’est-a-dire que f est continue en 0
donc sur R.

2. 1l est immeédiat que V¢ < 0, f(¢) = 0 > 0. D’autre part, pour t > 0, on a f(t) = 2e7t — 272 =
2 —e M) 200?206 >e’2t<:>—t> -2t 2t—t>0<t>0donc f(t) >0 pour
t>0.

3. /f (t)dt = / (2et —2e7 ) dt = [-2e 7t +eH] =2 T+ F 21 =1+ -2

x +o0

4. D’apres le calcul précédent, hm /f t)dt =140 —2x%0 = 1 donc l'intégrale / f (t)dt converge et

vaut 1.
+o0 +oo

5. La fonction f est continue et positive sur R, I'intégrale /f = /f converge et vaut 1 donc f est une

densité de probabilité d’une variable aléatoire 7' o ’
IV. Une variable & densité.
1. Puisque f est une densité de T, on a pour z € Ry,
0
/f(f )dt = /\f/«k/ffl#»e 2“'7267"”:1+(e’“’)272e’m = (lfe"")2
—oo =0

1 P 1 1
2. Un calcul direct nous donne F (z) = 3 & (1- e’z)z =3 Sl-e "= ﬁ En effet, puisque z est positif,
onae <1< 1—e*>0. Poursuivons le calcul :
1 1 1 1
l-e"=—el-—=e¢"s—2ax=h|(l-—=)rs=-In(l-—
R (=) ==n(-5)

3. En suivant 'indication proposée, on a :

3

]tf(t)dt = /t(2e*”7 e ) dt = [t (~2¢" +e ) / e M) dt
0 0 0

1 v 1 ’ 3

= z(-2"+ 6721) — |2t =27 =z (—2e7 "+ 672””) — (2" —ze™2) 4=

2, 2 2
4. D’apres le calcul précédent, lim [tf (¢)dt = — (d’apres les croissances comparées, lim ze ™™ =

z——+00 2 T——+o00
0
+o0 +o0 3
hr—P 2ze~2® = 0) donc l'intégrale / tf(t)dt = / tf (t) dt converge et vaut 5 Par conséquent, T admet
T—T00

—oo 0

3
une espérance valant 5
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