CORRIGE

EXERCICE 1
Partie A
1
n = input (’Entrer n : °’)
u=0; v=1
for k = 1:n // ou for k = 2:n+1
W o= u
u = v
v = T*v+8x*y // ou v = T*xu+8x*y
end
disp (u)
2.

Vn €N, spp1 = Uni2 + Unp1 = (Tung1 + 8Up) + Uny1 = 8(Unyt1 + upn) = 85y
Ainsi : Vn € N, s, = 508" = (up + u1)8" = 8".
3.(a) Pour n € N,t,, = vy, — U1 = (= 1)"upy — (=1)" 1 = (1) (up + tps1) = (—1)"s,.
(b) Pour tout n € N, on a donc ¢, = (—1)"8" = (—8)".

n—1 n n
4. (a) Pour n > 1, Z(—8)i _ 1o (=8) _ 1= (=8) .
i=0

148 9
n—1
(b) En reconnaissant une somme télescopique, Z(U’ —Vit1) = V9 — Up =0 — v, = —vp.
i=0

(c) On en déduit que :

n—1
(=8 —1
v 2 1’ n = — — g =
n v Z( 8) 9
=0
puis que :
{" _ (—1)" | -1 n+1
VneN, u, = (—1)"v, = ()" _ 8"+ (=D
9 9
Partie B
22 21 21
1.OnaM?=| 21 22 21 | =7M +38lI.
21 21 22

Comme M2 —7M — 81 = 0, le polynome Q(X) = X2 — 7X — 8 est bien annulateur de M.
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2. On a en particulier :

1 7
M2—7M:8I:>M<8M—81> =7
1
Donc M est inversible et M~! = §M — g[ )

3.(a) M? =T et par ailleurs 0M + 1I = I, donc on a bien M° = agM + byl.
(b) Les réels a; = 1 et by = 0 conviennent de maniere évidente : M =1-M +0- I.

(¢) Soit n € N. Supposons qu’il existe deux réels a,, et b, tels que : M™ = a, M + b, 1. Alors :
M™M= M™M= (ayM + b, 1) - M = a, M? + b,M = a,(TM + 8I) + b, M
En développant, on a alors :
M™M= (Ta, 4+ b,)M + (8a,)I

En posant donc ap4+1 = 7a, + b, et b1 = 8ay,, on obtient bien : Mt = an+1M + bt 1.

(d) e Pour n=0,on aay=0.
e Pourn=1,onaa =1.
e Puis pour tout n > 1,
Un+1 = Tan + by = Tan + 8ap—1

Ainsi, la suite (a,) vérifie exactement la définition de la suite (uy). On a donc :

VYn €N, a, = u,

Partie C
1. Si le tableau représente bien une loi de couple, alors nécessairement a somme des cases fait 1.
1
On doit donc avoir 245 =1, i.e. 8 = o
2. Pour les lois marginales de X et Y, on obtient :
k 1 2 3

1 1 1

P(X=k) | 86=—-|88=-|88=~=

(X=k) | 86=35 |86=3 |86 =1

Donc X suit une loi uniforme sur {1, 2,3}, et on obtient de méme pour Y.

1
On en déduit que E(X) = E(Y) = %3 =2.
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3. (a) On connait la loi du couple (X,Y)

Y

. 1| 2| 3
1 23] 3

24 | 24 | 24

> 312 ]3

24 | 24 | 24

3 | 3 | 2

3 . . R

24 | 24 | 24

On applique alors la formule de transfert donnant E(XY) :

E(XY)= Y ijP(X=dn[y =)

ieX ()
JEY (Q)
2 3 3 3 2 3 3 3 2
—1x 2 4ox > 2 olox Z4gx = = =2 =2 <
Xgg T2 X gy 3 X gy T2 X gy TAX g HOX g 3 x o+ Ox g+ 9x gy
_ 4T
12
Donc : 47 1
cov(X,Y) = B(XY) = B(X)B(Y) = 3 —4=—

(b) Comme cov(X,Y) # 0, les variables X et Y ne peuvent pas étre indépendantes.

EXERCICE 2

Partie A

1. Le discriminant du polynéme X2 + X + 1 vaut A = —3 < 0. Ainsi, ’équation 2> + 2 + 1 = 0 n’admet
aucune solution réelle.

2. On applique la regle des facteurs de plus haut degré :

lim f(z)= lim —— = lim — = lim —=0
r—+00 z—Foo 1 +x + T2 z—+oo 2 T—Foco T

3. La fonction f est dérivable en tant que fonction rationnelle, le dénominateur ne s’annulant jamais, et on

a .
1-(I+z+2%) —z-(1+202) 1—a?
zE€R, f(2) (1+a+22)° (1+a+ 22)?2

Le signe de f’(z) est donc celui de 1 — 22 = (1 — 2)(1 + ).

On en déduit le tableau de variations de f.
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T —00 -1 1 +00
f(x) - 0+ 0 -
1/3

f@) | 0 \_1/ T

4. (a) Une équation de (T') est donnée par :

y=f(0)(x—0)+ £(0)

Comme f(0) =0 et f/(0) =1, (T) a pour équation y = .
(b) Soit x > —1. On a :

1 —x — 22 —22(1
f($)—x:L—x:x — 1] =2 R v (1+2)
142+ 22 142+ 22 14z + 22 14z + 22

Comme Vz € R, 1+ + 22 > 0, on a donc :
Vo e [—1,+o0], f(z) —2z< 0= f(z) <=z

On en déduit donc que, sur l'intervalle [—1,+oc[, la courbe Cy est située en-dessous de la droite
d’équation y = z (la tangente (7).

5. Pour aller un peu plus loin ’étude précédente, le signe de f(x) — x est le méme que —(1 + x).
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Partie B

1 1 1
1.P0urn>1,onaf<>— 1 = T
n 1—1—54‘? ’n+l+g

> n+ 1> 0, par passage a I'inverse, on a :

1 1 1
fl=]= 1<

Comme n+ 1+

S|

2. e Onabien 0 <u; <1.
e Soit n > 1. Supposons qu’on ait 0 < u, < %
La fonction f est croissante sur [—1, 1], donc sur [0, 1/n], donc :

Donc on obtient :

e Par récurrence, on a donc bien : Vn € N*,0 < uy,

3. Comme lim % = 0, on en déduit par théoreme d’encadrement que la suite (uy) est convergente, de

n—-+oo
limite 0.
4,
function y=f(x)
y = x/(1+x+x72)
endfunction
u = 1
n =1
while u > 1/1000
u = f(u)
n = n+l
end
disp(n)
Partie C
1. e Sivy=-2o0nav=qrgm=7%¢c[-10.

e Soit n > 2. Supposons que —1 < v, < 0.
Comme f est croissante sur [—1,0], on a f(—1) < f(v,) < f(0), autrement dit —1 < v,41 < 0.
e Par récurrence, on a bien : Vn > 2, —1 < v, <0.

2. Pour tout n > 2, on a :
Upt+1 — Vp = f(vn) —vp, <0 car Vo € [-1,0], f(z) < z et v, € [-1,0]
Ainsi, la suite (vy,),>2 est décroissante.
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3. La suite (vy)n>2 est donc décroissante (& partir du rang 2), et minorée par —1 (a partir du rang 2), donc

(vn) est convergente.

4. D’apres le graphique obtenu, il semblerait que lim v, = —1.
n—-+o0o
5. (a)
T
f@)=-1le= —F— = le=ao=—1l-z-2° <=1 +22+1 =0 <= (z+1)’ =0 <=z = -1
1+x+a?
L’équation admet donc une unique solution : —1.
(b) Supposons qu’il existe un rang n > 1 tel que v, = —1.
Alors on aurait f(v,—1) = —1, donc on aurait v,—; = —1 d’apres (a).
Mais alors on aurait f(v,—2) = —1 d’apres (a), donc v,_9 = —1.
En réitérant ce raisonnement, on obtient nécessairement que v, = v,_1 = -+ = vg = —1, ce qui est

absurde, puisque vy # 1.
Ainsi, on a nécessairement Vn > 1, v, # 1.

EXERCICE 3

1. On a:
1—e™®® siz>0

R, F(z) = .
Yz €R, F(z) { 0 siz <0
et une densité peut étre par exemple la fonction f donnée par :

ae” ™™ six >0

VxG]R,f(a:)—{O siz <0

Ona E(X) = é et V(X) = i

a2
2. (a) L’événement [T' > z] se réalise si le client C' attend au moins = minutes, donc si et seulement si les
clients A et B ont eu chacun une opération qui a durée au moins x minutes :

[T >z]=[X>z|N]Y > z]
(b) Par indépendance des variables X et Y, on a donc :
VeeR, P(T >xz)=P([X >z]N[Y >z]) = P(X >z)P(Y > 1)
On a donc : . ' 0
Ve €R, P(T > ) = { argbe ; 0
(c) On en déduit que pour tout réel z :

0 siz <0
P(T<$)=1—P(T>x):{ 1—e(@t)r &2 >0

On reconnait une loi exponentielle de parametre a + b.
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(d)

—5(a+b)
On veut ici : Pypog)(T > 5) = P(T>2INn[T>5])) PT>5) e _ o8lath)

P(T > 2) P(T >2) e2ath)
3. (a)[ 1
function T = simul(a,b)
X grand (1,10000,’exp’,1/a)
Y = grand (1,10000, ’exp’,1/b)
T = X
for k = 1:10000
if Y(k) < X(k) then
T(k) = Y(k)
end
end
endfunction
a = input(’a : )
b = input(’b : )
T = simul(a,b)

On utilise plutot 'instruction histplot (0:max(T),T), qui est plus adaptée aux variables aléatoires
continues (bar fournit un diagramme en baton, qui est plus adapté aux variables aléatoires discretes.

La fonction simul2 permet de calculer la fréquence d’apparition de I’événement [V > 2].
C’est la loi faible des grands nombres qui permet d’affirmer ce phénomene.
En posant pour tout = € [0, 4] :
u(z) = ' (x) =
V(z)=e" v(z) =—e* "’
on a par intégration par parties :
A A A A
/ g(x)dx = [— xe ¥ — / (—e ™ ®)dx = —Ae 4 — [e‘”] =1—e4— A4
0 0 0 0

On refait une intégration par parties en posant, pour tout x € [0, 4] :

u'(z) =2z

v(r) = —e "

u(x) = 22

V(r)=e" "’

On a donc :

A A A
/ zg(z)dr = [ - xge_x} + 2/ glz)de = —A%e 4 +2 (1- e A - Ae_A)
0 0 0

La fonction g est positive et continue sur R (on a lir+n g =limg).
0 0-
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De plus, comme Alim Ae~# = 0 par croissance comparée, on a d’apres (a) :
——+00

A

li dr =1
A, ot

—+o00
On en déduit donc que l'intégrale / g(z)dz converge et vaut 1.
0

Comme 'intégrale / ’ g(x)dx converge et vaut 0, on a donc bien que 'intégrale / o g(z)dx converge
et vaut 1. - -
P(V<2)= /2 gx)dr =1—e2—-2e2=1-3e""
On en déduit (c)lue P(V >2)=3e2~0,42.
C’est cohérent avec les résultats Scilab.
D’apres (b) sachant que Agl}rloo A2eA = Alilfm Ae~4 = 0 par croissance comparée, on voit que :
A
Aligl@ ; zg(z)dr =2

+oo

Autrement dit, 'intégrale /
—0o0

Ainsi, V' admet bien une espérance et E(V) = 2.

+o00
zg(x)dx = / xg(x)dx converge et vaut 2.
0

Remarque : on peut aussi simplement mentionner que V =T + Z, donc E(V) = E(T) + (Z) par
linéarité, et donc E(V)=1+1=2.
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