Escp CORRIGI'E

BS Par Bernard Delacampagne, professeur en CPGE au lycée Madeleine-
Michelis, a Amiens.

W EXERCICE 1
0 1.a. Les calculs donnent :
E 12 11 2 1 39/2 6
18 A’=AA=|1/2 1 2|/1/2 1 2|=| 3 3 9/2
o 1 1/2 1 1 1/2 1 9/4 3 3
O Puis :
3 9/2 6 1 2 1 45/4 27/2
A’=A’A=| 3 3 9/21/2 1 2|=| 9 45/4
9/4 3 3 1 1/2 1 27/4 9
Puis :

45/4 27/2 18 3 9/2 6
A’-3A°=| 9 45/4 27/2/43] 3 3 9/2
27/4 9 4574 9/4~.3 3

Donc A*—3A? est proportiorinelle a 1.
b. On a, d’apres la question précedente :
A -dA =21 A(A? S3a)=21e A
4 4

Ceci prouve que A est inversible et que :
AT = i(A2 -

9

c. Une instruction Scilab permettant de saisir la matrice

11 vient donc, pour tout entier n supérieur ou égal a 3 :
A" =A"AY = A (3A2 + % Ij =3A"A? +%A“’3I =3A""+ %AH

Le script Scilab suivant a été complété afin qu’il permette de saisir A, puis de calculer et
d’afficher A" pour une valeur de n supérieure ou égale a 2 entrée par ’utilisateur :

n=input(‘entrez une valeur pour n:')
1=(1,0,0.;0,1,0;0,0,1]
A=[1,2,1;1/2,1,2;1,1/2,1]

z
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B=A"2
for k=3:n
ESCP
C=3*B+(9/4)*1 BS
I=A
A=A*]
B=C
end
disp(B)

3.a. Le résultat obtenu a la question 1.a peut s’écrire :

A3—3AZ—2I:O
4

Donc le polynéme X° —3X* —% est un polynéme annulateur de A ; toute valeur propre de A

étant racine d’un polyndme annulateur de A, on a donc, si A est une valeur propre de :

A -mi-2o0
4

b. On a, pour tout réel x :
f' (x) =3x"-6x= 3x(x—2)
£'(x) est un polyndme du second degré, du signe de 3/a.1’extérieur des racines 0 et
Ona:

lim f(x)= lim x* =400 €t lim f(x)= lim x’ =—o0

Donc le tableau de variation de la fonction f est le suiyant :

2 +00
0 +

f _w/_Z\fzs -

—a0
f' +

o | o |
|

4
¢. On a admis que la matrice A possede au moins une va A, et d’apres la question
3.a., A est solution de I’équation f(x) =0.

. 9
D’aprés le tableau de variations de f, f admet un mg ur 3 sur ]—00,2], donc

I’équation f(x)=0 n’admet pas de solution dans »,2].

f est continue (comme fonction polynome) et s ante sur [2,+oo[ , donc f réalise

une bijection de [2,+oo[ sur f([2,+oo[):[f x)[:{7?,+oo‘:; puisque 0

appartient a I’intervalle [—?,+OO|: , I’équation f (x) =0 admet une solution unique, notée

Ly, dans P'intervalle [2,+o0[ .

Donc A ne posséde qu’une seule valeur propre, notée A, .

z
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Ona:
f(3)=—%<f(7»0)=0<f(4)=5745

Puisque f est strictement croissante sur [2, +oo[, il vient I’encadrement de A, entre deux

entiers consécutifs :
3<A, <4

4.a. Puisque D=P'AP,ona:

D*-3D? —%1 =(P'AP) -3(P"'AP) - 2 9

Z1=P'A’P-3P'A’P-=1
4 4

1l en résulte, d’aprés la question 1.a, que :

D’ -3D’ —%I=P'1 (A3 —3A% —%I)P =P'0P=0

CORRIGE

puis en déduire la matrice D.

D est une matrice diagonale d’ordre 3, donc de la forme D =

a
0
0

00
b 0
0 ¢

11 vient donc :

1. X (resp. Y) représente le temps d’a d’un premier « pile » (resp. « face »), au cours de
lancers successifs et indépendants d’une piéce de monnaie équilibrée pour laquelle la

probabilité d’obtenir « pile » (resp. « face ») vaut % (resp. %) , donc X et Y suivent la loi

géométrique de paramétre p = % .
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D’apres le cours, I’espérance et la variance de la variable aléatoire X sont :

ESCP
=2 BS

1

1 I-p_»

E(X)=—=2¢et V(X)= =<

(X)-1=2a v(x)-L-2

4

2. Puisqu’un « pile » et un « face » ne peuvent apparaitre au premier lancer, on a :
P([x=1]n[Y=1])=0

Orona:

P(X=1)=P(Y=1)=

N | —

Donc :
P([X=1]n[Y=1])=P(X=1)P(Y =1)

Ceci prouve que X et Y ne sont pas indépendantes.

3.a. Pour tout j supérieur ou égal a 2, ’événement (Y =j) est réalisé si on a obte
« face » au j-¢me lancer et des « pile » aux lancers précédents, et donc un « pile » au,
lancer ; on a donc :

(Y=j)=(X=D)
11 en résulte que, pour tout j supérieur ou égal a 2, 0na :

[(X=1]n[y=il=[Y=]]
Puis, pour tout j supérieur ou égal a 2 :
P([x =A]a[Y =j)=P(¥.=j)

b. De méme qu’a la question précédente, pour tout i supérieur ou
(X=1) est réalisé si on a obtenu un «pile » au i-¢me lancer et des

’événement
» aux lancers
précédents, et donc un « face » au premier lancer ; on a donc :

(X=i)=(Y=D)

11 en résulte que, pour tout j supérieur ou égal a 2, on a :
[X=i]n[Y=1]=[X=i]

Puis, pour tout i supérieur ou égal a 2 :

P([X=i]n[Y=1])=P

c. Rappelons que X et Y suivent une loi géométrique, d,

«pile » ou « face ».
Si X=1 (resp. Y= 1) , Y (resp. X) prend toute

Et la loi de probabilit¢ de XY est donnée, d’apres le
naturel k de N"\{1}, par:

P([XY =k])=P([X=1]a[Y=k])+P([X =Kk]n[Y =1])=P(Y =k)+P(X =k)

estions 3.a et 3.b, pour tout entier

: . A S . ..
Puisque X et Y suivent la méme loi géométrique de paramétre p =E’ il vient, pour tout

Vd
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entier naturel k de N"\{1} :

E‘g‘s’" P([XY =k])=2P(X=k)=2p(1-p)"" =[1)H

d. Puisque (XY)(€2)=N"\{1}, sous réserve de convergence, I’espérance de XY est définie

E(XY)= ikP(XY =k)= ik@]kfl

. . 1 . . . . 1
On sait que la série Zk(ij est la série géométrique dérivée de raison 5 ; elle

par :

CORRIGE

1
car —1< E <1 et sa somme vaut :

i k-1
1 1
Sy
= 2 (1 _p)
Il en résulte que I’espérance de XY existe, et a pour valeur :

s k-1 e k-1 1-1
oSSl 1 -
2 2
e. La covariance de X et Y se caleule en utilisant la formule d
cov(X,Y)=E(XY)-E(X)
On sait d’aprées la question précédente.€tla question 1 que
E(XY)=3ct E(X)= E(
11 vient donc :
cov X Y =3-2-2=-1
La variance de X+ Y se calcule par la formule
V(X+Y) X,Y)
On sait d’apres ce qui précede et la questlon 1 q
cov X Y

Notons que nécessairement X =1
«pile » ou « face ».

Si X=1 (resp. Y= 1) , Y (resp.

s les valeurs de N \{1} ,doncona:

(X+ )=N"\{1,2}
Et la loi de probabilité de X+ Y est donnée, d’apres les questions 3.a et 3.b, pour tout entier
naturel k'de N"\{1,2}, par :

P([X+Y=k])=P([X=1]n[Y =k-1])+P([X =k-1]n[Y =1])

z
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=P(Y=k—1)+P(X=k—1)
Puisque X et Y suivent la méme loi géométrique de parameétre p =%, il vient, pour tout

entier naturel k de N \{1,2} :

k-2
P([X+Y=k-1])=2P(X=k-1)=2p(1-p) "= G)
b. La loi de XY a été obtenue 4 la question 3.c ; on sait que (XY)(Q)=N"\{1} et que pour
tout entier naturel k de N'\{l} ,ona:

p(xv=k)=(3]

CORRIGE

1l en résulte que :
(XY+1)(Q)=N"\{1,2} = (X+Y)(Q)

Et que pour tout entier naturel k de N"\{1,2}, ona:

P([XY+1=k])=P([XY=k—1])=[1

)H =P([X+Y=k])

A

Donc les variables aléatoires X+Y et XY +1 son néme loi.

valeurs prises par les variables aléatoires lors de 1’expérience
exercice ; a noter qu’il manquait un end a seconde boucle while

disp(y)

EXERCICE 3

1.a. x étant un réel supérieur ou égal a 1, on a, pour tout réel t de [1,x] :
1

1
1<t<x=>—<-<1
X t
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1 1
Donc T est minoré par — pour tout réel t de [1,x].
X

D’aprés ce qui précéde et puisque €' >0, on a, pour tout réel t de [1, x] :
t t
t x t X

Par intégrations d’inégalités sur ’intervalle [l,x] , il vient :

X .t X .t (ks x x
[§] (S (5] € (S € —¢

J.—dtZJ. —dt=|—| =——-—=

1t 1 X X x X X

Ainsi a-t-on montré que, pour tout réel x de [1,+oo[ ,ona:

CORRIGE

e —e
f (x) >
X
b.Ona:
. - . [e" e

lim = lim (———J =400

X—>+o0 X X—>+00 X X
Car:

X—>+0 X

D’aprés I’inégalité de la question pré e limites, il
vient :

c. f est la primitive nc f est dérivable

sur [1,+0[ , et

ur tout réel x de [1,+00] :

e. Un tangente a la ¢
y=1(1)&-1

csentative de f au point d’abscisse 1 est :
(x-1)+0=ex—e

2.a. On a, pour tout réel t de [1, +oof
te' —3t%' t°(t-3)e' (t-3)e'

(1) = =
g(t) i c .
Puisque e >0 et t* >0 sur [I,+[, g (t) est du signe de t—3 sur [I,+oo[ etona:
t-320t>3

https://vertuprepas.com/

W
=)
g
O
o]
=
0
r
I
(%)
W

|_

186 | ANNALES CCIR 2020-2021



https://vertuprepas.com/
https://vertuprepas.com/

Ona:

et
lim g(t) = tlirgl bl =+o0 (par croissance comparée)

t—>+o0

Donc le tableau de variation de la fonction g est le suivant :

1 3 +00
- 0 + 1]
e +0 (0]
g \ e’ / 18
:
b. D’apreés le tableau de variations de g, on a, pour tout réel t de [1,3] : O

0<g(t)<e

Par positivité de I’intégrale d’une fonction positive sur [1,3] ,ona:

3
L g(t)dt=0 Q
Par utilisation d’une inégalité¢ de la moyenne sur [1,3] ,ona:
3
[Te(di<
itivité de 1’11Q ction

r tout réel x supérie ¢oala3:

Ainsi a-t-on, I’encadrement :

c. Pour tout réel x supérieur ou égal
positive sur [3,x],ona:

Puisque g est croissante s

Par utilisation d’une iné yenne sur [3, x] , on

X x

Ainsi a-t-on, I’encadr

3.a. Pour tout réel x de [1,+oo[, calculons f a I’aide d’une intégration par

parties, en posant :

u(t)=+ u ()=

t2
v(t)=¢' v(t)=e'

Pour tout réel x de [1,+oo[, il vient, par intégration par parties, les fonctions u, v, u’ et v
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étant continues sur [1,x] :

ESCP t]* x X x .t
BS f(x)= < 7J‘ (7izje‘dt=e——e+j e—zdt
t , 1 t X 1 t

b. Reprenons I’expression de f (x) obtenue a la question précédente pour tout réel x de

[1,+o0[ , & savoir:

x |t

e . T .
Calculons J. t—zdt a I’aide d’une deuxiéme intégration par parties, en posant :
1
)

u(t):t

=t u(t)=-2t7=-
v(t)=¢ v(t)=¢
11 vient, par intégration par parties, les fonctions u, v, u et v étant contuQ

CORRIGE

Xt t]* X e * gt e
I%dt: < —J'( 2) dt==_—c+2 —dt———e
1t t I 1 t X 1 X
11 en résulte que I’on a, pour tout réel x‘de [1,+o0] :

X X .t X X X
f(x):%—e+.|.1 %dt=%—e+z—2—e+2J- g(t)di==

1

4.a. D’aprés la question‘l.a, on a, pout toutx de [1,+oo[ , et x de [3,+o[ :

f(x)z

D’apres la question 3.b, on a, pour tout x de [1,+oo[ :

f(X)=§+§—26+2

2

1l vient donc, en utilisant la relation de Chasles de [1,+o[ :

€

b. Puisque xe™ >0 sur [3,+00[ , on obtient, en multipliant I’encadrement précédent par xe™

et en simplifiant :

I-e¢™ < xf(x)e"f(x)é1+l+2exe’x +2x—_23
X X
Ona:

z
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lim (lfel’x) =1

X—>+0

Car : Eggp
lime™ =0
X—>+0
Et:
lim (1+l+2¢:xe’X +2X—_23) =1
X—>+0 X X
Car :

.1 . - . . . ox=3 . 1 3
lim —=0, lim xe™ =0 (croissance comparée) et lim ——= lim | ——— |=0
x>0 X x>0 X X X

X X
11 résulte de I’encadrement précédent et du théoréme d’encadrement que :
lim xf(x)e'X =1

X+

EXERCICE 4

1.a. Pour tout i de N", si le mobile est au point d’abscisse i—1 a I’instant i—1, alo
hypothése, en prenant, k=1 , a I’instant (i —1)+1 =1, il sera sur le point d’abscisse i

e, . . R . e .
probabilité L et si le mobile est au point d’abscisse i—1 a I’instant i—1,
i+

hypothése, a I'instant (i—1)+1=1i, il sera surde point d’abscisse'0,avec la p ¢ ——=

donc :
. i 1
| (Ai y l) Tl et Py i (Ai =0)= it
b. Pour tout k de N, I’événemént (U =k) est réalisé si et seulement s n’est pas au
point d’abscisse 0 a tous le§ instants compris ente 1 et k—1 et a I’instant k au d’abscisse

0, donc on a, pour tout k de N* :
(U=k)=(A,=0)n(A,=1)n(A,, =k-1)
c. D’aprés la formule des probabilités composées, on a, pour
P(U=k)=P((A,=0) (A =1)n (A, =k-1)n(A,
=P (AU = 0) P(Ao:o) (Al = 1)' B P(Aozo)n(Alzl)m--(Ak =
XP(AO:O)A(A,:l)nmr\(Ak,l:k—l) B '(Ak — 0)
= P(AO = O)P(A,,=0) (Al = 1)"'P(Ak ,=k-2) (Ak—
On trouve donc, en utilisant la question 1.a :

P(U=k)==1-

Ce produit est un produit télescopique, apres sim|
toutk de N* :

par 2, 3,....,k—1, il reste, pour

1
k(k+1)
d. Pour tout entier naturel non nul k, on obtient, en réduisant au méme dénominateur :

P(U=k)=

z
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11 (k+h)-k 1

k k+l  k(k+l) k(k+1)
Pour tout entier naturel non nul n, on a, d’aprés les deux questions précédentes :

PRLEED I

Cette somme est une somme télescopique ; apres simplification par

1 .
yo.., —, il reste :
n

1
3

>

1
2

ZPU k)= 1—j

On a donc :

CORRIGE

fim ZP (U=Kk)= lim (1—%}—1
n—-+0 n—>+o0 +
Ceci prouve que la série z P(U= k) converge et que sa somme vaut :

k=1
iP(U:k): 1
k=1

e. Il a été admis que U est une variable aléatoire, et puisque U(Q) =

Il en résulte, d’aprés la questi

2. Puisque P vient, pour tout n de N* :

Tn+1

3. Le scri cté Sté fiche la valeur prise par U lors

4.a. f est continue sur ]—00, O[ comme on nulle, et continue sur [O, +oo[ comme fonction
rationnelle de dénominateur non nul.

f, étant continue sur [O,+oo[, admet une limite finie a droite en 0 ; f admet aussi une limite
finie a gauche en 0, car :

lim f(x) = lirg}0=0
t—>

x—0"
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Donc f est continue par morceaux surR .
fest positive sur R car :

——>0 six20
(x+1)

f(x)=

0>0 six <0

0
Puisque f est nulle sur |-o0,0[, Lof (x)dx converge, etona:

Jif(x)dx =0

On a, pour tout réel A positif ou nul :
A A
'[ f(x)dx:J‘ %dx:{—
0 0 (X+1)

fim [ f(x)dx = lim

A+ J0

CORRIGE

11 vient donc :

Donc me (x)dx convergeetona:
IO f(x)dx
Donc J‘Mf (x)dx converge etona:

I_:of(x)dx =I

Donc f est bien une densité de p
b. On a, pour tout réel x :

1l en résulte que, si x <0

Tandis que si x>0, on

En résumé, la fonctio!

]

N=| T |+1, N prend ses valeurs dans N"ct on a, pour tout n de N" :
P(N=n)=P(|T|+I=n)=P(|T]=n-1)=P(n—1<T<n)

b. On a donc, d*aprés les deux questions précédentes, pour tout n de N :

5.a. Puisque T prend ses valeurs dans [O, +oo[ R end ses valeurs dans N ; puisque

https://vertuprepas.com/
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n n-1
Escp P(N=n):P(n—1ST<n):FﬁQ—F(n—0:n+1— -
BS B G ) I i ) I
n(n+1) n(n+1)  n(n+1)
c. D’apres les questions 1.c et 5.b, on constate que U et N suivent la méme loi, donc le script
Scilab de la question 3 donne une simulation de N.

6.a. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 1 et tout réel t de [k, k+ 1] ,ona:
1 1

kStSk+13L37£7
k+1 t k

En utilisant une inégalité de la moyenne, on a :

k+1
lsljj‘ ldtﬁ(k+1—k)
t k)t

On a bien, pour tout k entier supérieur ou égala 1 :

k+1
L
Ltk

b. D’apres les questions 5.a et 5.b, sous réserve de convergence, 1’e:

par :
o = |
= kP(N=k)= k- =
D e ks
k=1 =

On a, d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n

> Zf
D’apreés la relation de Chasles, on a : Q
i k+1
ZI fdt— fdt— [Int], +1)—In2
k=2
Ainsi a-t-on, pour tout entier naturel n superleii:

CORRIGE

1
k

~| =

t définie

—In2
Ona:
=400
D’aprés I'inegalité précédente et u : comparaison de limites, il vient :
Donc la série dlverge donc la variable N ne posséde pas d’espérance.

z
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