CoNCcOURS ESCP 2023, CORRECTION

ECT2 22/23
EXERCICE 1
1) e Ona:
01 1 01 1
A% = 1 0 1 1 0 1
110 110

0+1+1 0+0+1 0+1+0
= 0+0+1 14+0+1 14040
0+14+0 1+0+0 1+1+0

2 11
= 1 21
11 2
0 1 1 2 00
= 101 ]1+10 20
1 10 0 0 2
0 1 1 1 00
= 101 ])]4+21 0 1 0
1 10 0 0 1
= A+2]

On a obtenu :
A% = A+ 2I.

e D’apres le point précédent, on a : A2 — A — 2] = Opty(r)- Donc :

‘le polynéme X? — X — 2 (qui est bien de degré 2) est annulateur de A.

2) a) Le polynéme X2 — X — 2 est de discriminant :
A=(-1)2—4x1x(-2)=1+8=9 >0
donc il admet deux racines, qui sont données par :

—(-1)+v9 1+3 4 ... —(-1)—=v9 1-3 =2

= = — = e = = — =
2 2 2 2 2 2

Comme le polynome X2 — X — 2 est annulateur de A (cf question précédente), on peut

conclure que :

—1.

‘les valeurs propres possibles de A sont —1 et 2. ‘

Remarque : plus rigoureusement, on peut conclure que le spectre de A est inclus dans {—1; 2}.

b) D’apres la question 1), on a :

A2 =A+2 dou A2 —A=2]
dou AA-1I)=2I

dott %A(A =1

dot A (;(A - 1)) = I

Donc :

1
la matrice A est inversible et son inverse est donné par : A~' = i(A = 1I).




3)a) e Ona:

01 1 1 2 0 1 1 1 -1
AU=[1 0 1 1 |=(2|,av=(1 0 1 0 |=| 0 |et
1 10 1 2 110 -1 1
0 1 1 1 -1
AW =11 0 1 -1 | = 1
1 1 0 0 0
2 1 -1 1
e D’apres le point précédent,ona: AU=| 2 | =2| 1 | =2U, AV = 0 = — =(-1)V
2 1 1 -1
-1 1
et AW = 1 =—| -1 | =(-1)W.
0 0
0
Comme de plus les matrices U, V' et W sont toutes distinctes de | 0 |, on peut con-

0
clure que : U est un vecteur propre pour A associé & la valeur propre 2, V' est un vecteur
propre pour A associé a la valeur propre —1 et W est un vecteur propre pour A associé
a la valeur propre —1.
En particulier :

‘les valeurs propres possibles de A trouvées a la question 2)a) sont effectivement valeurs propres de A.

b) On a :

0 1 1 1 1 1 2 -1 -1

AQ = 1 0 1 1 0 -1 = 2 0 1

1 1 0 1 -1 0 2 1 0

et :
1 1 1 2 0 0 2 -1 -1
QD = 1 0 -1 0 -1 0 = 2 0 1
1 -1 0 0 0 -1 2 1

donc on a bien :

c) eOna:

1 1 1 1 1 1 1+1+1 14+1-2 1-2+1
QR = 1 0 -1 1 1 =2 = 1+40—-1 14042 1-2+1 =
1 -1 0 1 -2 1 1-14+40 1-1-0 14+2+0

On a obtenu :

O O W
o w o
w o o

) ar

e Avec le point précédent, on obtient :

donc :

1
la matrice @ est inversible et son inverse est donné par : Q7! = §R'

[\



4)

d) D’apres la question 3)b), on a : AQ = QD. De plus, la matrice D est diagonale et d’apres

la question précédente, la matrice ) est inversible. Donc :

‘la matrice A est diagonalisable.

a) Notons P, la propriété définie par : <A™ = QD"Q !>

Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.

Initialisation :
On a:
QD'Q ' =QIQ ' =QQ T =1=A"
donc P, est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, est
vraie. On a :
Antl = A4

= AQD"Q™! (P, vraie)
= QDD"Q™ ! (cf question 3)b))

QDn+1 Q_ 1 .
Donc P,,4+1 est vraie (lorsque P, lest).

Conclusion :
Pour tout n de N, P, est vraie, c’est-a-dire que :

‘pour tout n de N, on a: A" =QD"Q!

b) Soit n un élémént de N. On a :

A" = QD"Q™! (dapres la question précédente)
2m 0 0
= Q 0o (-1~ 0 1 (car D est diagonale)
0 0 (=)™
2m 0 0 1
= Q 0o (-1~ 0 gR (d’apres la question 3)c))
0 0 (=)™
1 1 1 1 0 1 1 1
= 3 1 0 -1 1 n 0 1 1 =2
1 -1 0 ( 1" 1 -2 1
1 1 1 1 n 2"
= g 1 0 -1 )n _2(_1)n
1 -1 0 " (=™ (=1
R N, AR A
— g 2n ( 1) 271 _|_ 2(_1)n 2n _ (_1)71,
— (=" 2" — (=)™ 2" 4 2(—1)"
1 2" + 2( ™ 2m —(=1)™ 2" —(—1)"
— g ( )n n + 2(_1)n an _ (_1)n

%zw? I I TC A )
\ DM@ +2-DY) Er - (1)
DY L@ - ()Y L@ -

Donc la premiere hgne de A™ est donnée (pour tout n de N) par :

(g@+2(=1)") 3@ =(D") 3" —(-1)") )= %( 2" +2(-1)" 2t — (=)™ 2= (=)™ ).




5) a)

e Comme au départ le jeton se trouve sur le sommet 1 (et que X est la variable aléatoire
égale au numéro du sommet sur lequel se trouve le jeton apres son premier déplacement),
la loi de X; est donnée par le tableau suivant :

P(X1=k)| 0

|
DN |

Remarque : comme 1 n’est pas une valeur prise par X, il aurait été plus rigoureux de
conclure que la loi de X; est donnée par le tableau suivant :

k 2 3
1 1
P(Xy1=k) 3 3
e On a:
P(Xa=1) = P((X1=2n[Xs= 1)U (X =3] X, = 1))
= P(Xi=2n[Xo=1)+P([X1=3]n[Xy=1]) (¥
= P(X1=2) X Px,=9)(X2 =1) + P(X1 = 3) X Px,=3)(X2 = 1)
1 1
= 5 X Prix,—9)(X2 = 1) + 3 X Pix,=3) (X2 =1) (cf point précédent)
= Ll Ll brotocole des dépl ts)
= 3 X351t35x5 (f protocole des déplacements
_ 1,1
44
_ 2
4
_ 1
= 5

Détail de (x) : par incompatibilité de [X1 =2]N[X2 =1] et [X1 =3]N[X2 =1].

On a aussi :

P(X;=2) = P([X1=3]n[X;=2])
= P( 1= )XPX1 3](X2—2)
11
- 273
1
T4

et enfin :
P(X2=3) = P(X1=2n[X;=3])
P( 1= )XPXl 2](X2—3)

_ 1 1
- 273
. 1
T4

N



comme il est clair que X3 ne prend pas d’autres valeurs que 1, 2 et 3, on peut conclure
que la loi de X5 est donnée par le tableau suivant :

k 1 2 3
1 1 1
Pz=k | 5| 111

Remarque : on aurait aussi pu conclure en utilisant la formule des probabilités totales
avec le systéme complet ([X; = 2], [X1 = 3]).

b) Soit » un élément de [2,+oo[. L’ensemble des valeurs prises par X, est {1,2,3} (%), la
famille ([X,, = 1], [X,, = 2], [X,, = 3]) est donc un systeme complet d’événements.
Avec la formule des probabilités totales, on en déduit :

P(Xn+1 - 1)
= P(Xn = 1) X P[anl] (Xn+1 = 1) + P(Xn = 2) X P[ang] (Xn+1 = 1) + P(Xn = 3) X P[X,,,:S] (XnJr] = 1)

1 1
= PX,=1)x0+4+P(X,=2)x 3 + P(X,, =3) x 5 (¢f protocole des déplacements)
1 1

On a bien obtenu :

1 1
P(Xn+1 = 1) = §P(Xn :2)+§P(Xn :3)'

Remarque sur (x) : il est vraisemblablement permis d’affirmer directement que I’ensemble
des valeurs prises par X, est {1,2,3} mais cela n’est pas tout & fait immédiat (le plus
naturel pour le justifier est de distinguer les cas n pair et n impair) et a de I'importance
pour conclure : c’est ce qui nous amene a traiter le cas n = 1 a part.

c) e On obtient de maniére similaire & la question précédente que, pour tout n de [2, +oof,
on a :

1 1 1 1
P(Xnp1=2) = SP(Xy = 1)+ 5 P(X, = 3) ot P(Xpi1 =3) = JP(X, = 1) + 5 P(X, = 2).

11
0 3 3
e Posons B = % 0 % et vérifions que B convient.
11
7 3 0

Déja, la matrice B est bien proportionnelle a A, car :

o 1 1
2 2 1 01 1 1
Lot l=x[101])=:4
2 2
L 1 9 1 1 0
2 2
De plus, pour tout n de [2,4o00[ :
0 3 3
L,B = (PX,=1) PX,=2 PX,=3) )| 4% 0 1
1 1 9
2 2
= ( 3P(X,=2)+3P(X,=3) 3P(X,=1)+3P(X,=3) 3P(X,=1)+3P(X,=2))

1
2
— ( P(Xpt1=1) PXn4+1=2) P(Xnt1 ) (d’apres ce qui précede)

Il
w
=

I
h
3
+
n



Finalement :

la matrice B = est bien proportionnelle & A et telle que : Vn € [2,+00[, Lnt+1 = LnB.

N =N = O
Nl— O N
S NN

d) e Au départ, le jeton est sur le sommet 1, donc :

Lo=( P(Xo=1) P(Xo=2) P(Xo=3))=(1 0 0).

D’ou :
04 4
LB = (1 0 0)| 5 0 %
2 3 0
= (0 3 3)
= ( P(X;=1) P(X;=2) P(X;=3) ) (d’apres la question 5)a))
= Iy
Donc :
‘la relation de la question précédente est valable dans le cas n = O.W
e On a:
0 3 3
ne o= (03 1)l 3o
2 2 0
= (2 1 1)
= ( P(X;=1) P(X2=2) P(X2=3) ) (d’apres la question 5)a))
= Lo
Donc :

‘la relation de la question précédente est valable dans le cas n = 1. ‘

e) Notons P, la propriété définie par : <L,, = LoB™>.
Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N.
Initialisation :
On a :
LoB® = Lol = Ly
donc P, est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P,y est
vraie. On a :
LoB"™" = LyB"B
L,B (P, vraie)
= Lu4+1 (¢f questions 5)c) et 5)d)).

Donc P, est vraie.

Conclusion :
Pour tout n de N, P,, est vraie, c’est-a-dire que :

pour tout n de N, on a : L, = LoB".




f) Soit n un élément de N. D’apres la question précédente, on a :

L, = LyB"
1 n
= (10 0) <2A>
n" ..
= (10 0)(2) A
= 27]’( 1 0 0)5 2" — (=)™ 2”+2( 1)" 2" — (=)™ (d’apres la question 4)b))
2" — (=" - (=" 2"+2( "
11 2" 4+ 2(=1)" 2”—(—1)" — (="
= g (10 0)| 2= (=" 2" 42(-1)" 2"~ (-1)"
on (_l)n 2n_(_1)n 2n+2( )n
- %2% (2 42(=1)" 2" —(=1)" 2" —(-1)")
- %( IPIC | Y iy
1 n 1\" 1
- e G )
= (30+2(3)") s0-(3)) s0-(3)))-

Comme L, = ( P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) ) (et que X,, est a valeurs dans
{1,2,3}), on peut conclure que la loi de X,, est donnée par le tableau suivant :

(+2()") | 50-F)D [50- )

Q| =




EXERCICE 2

1) e Pour tout = de | — 00,0[ et de ]0, 400, on a : f(z) =0 > 0. Pour tout « de [0,1], on a :
0 < 22 < 1, donc, pour tout = de [0,1], on a : f(z) =4_=x (1 — x2) > 0. Donc, pour

>0 3,

tout = de R, f(x) > 0.
e La fonction f est continue sur R éventuellement privé de 0 et 1 (car constante sur | — oo, 0]
et sur ]0, +oo[ et polynomiale sur ]0, 1]).
+o0o

0
e Comme f est nulle sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +o0], les intégrales / f(z)dx et flz)dx
—oo 0

1
convergent et valent 0. De plus, I'intégrale / f(z) dz est bien définie et on a :
0

1 1 1
/ flz)dz = / 4z (1 —2?) da = / dr—42® do = [22% — 2%] ) = 212-1*— (2.0 —0%) =2-1=1.
0 0 0

“+oo
Par conséquent, 'intégrale f(z)dz converge et on a :
o0

4o 0 1 +o0
f(x)dx:[mf(x)dx+/0 f(z)dx + : flx)dz=0+14+0=1.

— 00

Finalement :

‘ f est bien une densité de probabilité. ‘

0

+oo
2) a) Comme f est nulle sur | — oo, 0[ et sur |0, +-00], les intégrales / xf(z)dx et / xf(z)dx
oo 0

convergent et on a :

0 +oo
/ xf(z)de =0 et / zf(x)dx = 0.
oo 0

1
De plus, 'intégrale / xf(x)dx est bien définie et on a :
0

1 1 1 3 511
4 4 4 4 20-12 8
/mf(;v)dx:/ 42? (1 — 2?) dx:/ 4o’ —4xt dx = [x_x} =-——= =—.
0 0 0 3 5 1o

+oo
Par conséquent, 'intégrale / xf(x)dx converge et on a :

— 00

+oo 0 1 400
[ et@ar= [ ap@aes [a@aes [ap@de =0+ S o= 1
—00 —00 0 1

On peut donc conclure que :

la variable aléatoire X admet une espérance, donnée par : E(X) = —.

0 “+00
b) Comme f est nulle sur | —oo, 0[ et sur ]0, +o0], les intégrales / 22 f(x)dx et / 22 f(x)da
0

— 00
convergent et on a :

0 “+oc0o
/ 22 f(x)dz =0 et / 22 f(z)dz = 0.
0

—0o0



1
De plus, 'intégrale / 22 f(x) dz est bien définie et on a :
0

! ! ! 267" 2 1
/fo(;v)da::/ 42® (1 — 2?) dx=/4x3—4x5dx: {x‘*—} =1--==.
0 0 0 3 1o 3 3

+oo
Par conséquent, l'intégrale / 22 f(x) dz converge et on a :

+o0 0 1 +oo
1 1
/ fo(x)dw:/ xzf(x)dx+/x2f(x)dx+/ xzf(x)dx:O—f—g—i—O:g.
—o0 —o00 0 1
On en déduit que X2 admet une espérance, donnée par :
1
E(X?) = .
(x?) = L

Donc X admet une variance, donnée, d’aprées la formule de Huygens, par :

1 /8\* 75 64 11
VIX)=E(X?)—(BEX)P==-(—=) = = - —=——.
(X) (X5) = (B(X)) 3 (15) 225 225 225
Finalement :
. Loy . 2 11
la variable aléatoire X admet une variance, donnée par : V(X) = 225

3) Soit x un réel. Déterminons Fx(x).

e Cas z < 0. Alors, comme f est nulle sur | — oo, z] :

FX(:U)z/ f(t)dt:/ 0dt = 0.
e Cas 0 <z <1. On a alors :

T 0 T x
Fx(z) = / f(t)dt = / Odt+/ 4t (1—=¢%) dt = o+/ At—4t* do = 2% — t*] ) = 2272,
— o —0 0 0

Remarquons que, pour tout z de [0,1] (et méme de R) :
1—(1—a?)?=1—-(1-222+2") = 1—1422> — 2" = 22> — o*
donc, dans le cas 0 < x < 1, on a bien :

Fx(z)=1-(1- x2)2.

1
e Cas 1 < z. On a alors (¢f question 1) pour le calcul de / 4t (1— %) de)
0

x 0 1 x
Fx(l‘)Z/ f(t)dt:/ Odt+/4t(1—t2) dt+/ 0dt=0+1+0=1.
- —o0 0 1

Finalement, on a bien, pour tout = de R :

0 si x<0
Fx(z)=4 1-(1-2?)% si 0<az<1
1 si 1<z




4) a) On a, pour tout z de R :

0 st <0 0 si =<0
Glz)={ %2 si 0<z<1 = si 0<z<1
1 si 1<z 1 st 1<z

b) Soit z un élément de R. On a (¢f énoncé) :
P(M >z)=PU>z)P(V>z)=(1-Gx)(1-G)=1-2G=)+ (Gx))*.
D’ou, pour tout =z de R :
Fu(z)=P(M < 2)=1-P(M > z) = 1—(1 —2G(x) + (G(m))2) = 1-1+2G(X)~(G(2))? = 2G(2)—(G(z))?.

On a obtenu, pour tout z de R :

P(M > z) =1—-2G(z) + (G(x))? et Fy(z) = 2G(z) — (G(z))*.

c¢) Soit z un réel. Explicitons Fis(x).

e Cas x < 0. On a alors d’apres les deux questions précédentes :
Fu(x) = 2G(z) — (G(x))* = 2.0 — 02 = 0.
e Cas 0 < x < 1. On a alors d’apres les deux questions précédentes :
Fu(a) =2G(z) — (G(x))® = 22 — 2>
e Cas 1 < z. On a alors d’apres les deux questions précédentes :
Fu(z) =2G(z) — (G(z))> =21—-12 = 1.

Finalement, pour tout  de R :

0 si x<0
Fy(r)=1¢ 2z—2®> si 0<z<1
1 si 1<z

5) a) Soit  un réel. Dans le cas z < 0, on a :
Fy(z)=P(Z<1z)=P (\/M < x) = P(2) =0.
Traitons désormais le cas 0 < z. On a alors :

Fy(x) = P(Z<ux)
(e
= 2

= Fy (asQ)

Détail de () : étant donnés deux réels positifs a et b, on a I'équivalence : a < b <= a® < b2

Dans le cas 0 <z < 1,on a: 0 < 2? <1 (par croissance de la fonction z — 22 sur [0,1])
et on a alors (¢f question précédente) :

Fy(z) = Fy (2%) = 22° — (:E2)2 =222 — 2%,

10



Dans le cas 1 < z, on a : 1 < 2?2 (par stricte croissance de la fonction @ — 22 sur [1, +00[)
et on a alors (¢f question précédente) :

Fz(x) = FM (1‘2) =1.

Finalement, pour tout x de R :

0 si <0
Fz(z) =4 222 -2 si 0<z2<1
1 si 1<z

0 si <0
1 si 0<z<1 quiestnulle
0 si 1<z
en dehors de [0, 1]. On peut donc supposer que U et V sont a valeurs dans [0, 1] ce qui assure
que M (= min(U,V)) est a valeurs dans [0,1] donc que Z (: v M) est bien définie (et a

valeurs dans [0, 1]).

Remarque : une densité de U et V est la fonction x ——

Avec la question précédente et la question 3) (dans laquelle on a vu que, pour tout z de R,

on a l'égalité : 222 —z* =1— (1 - 1:2)2) on obtient que les variables aléatoires X et Z ont
méme fonction de répartition, donc :

‘X et Z suivent la méme 105

On peut compléter le script Python de la maniere suivante :

L1 U=rd.random()
L2 V=rd.random()
L3 M=np.min(U,V)
L4 X=np.sqrt(M)

Détail : on utilise ici la question précédente qui permet d’affirmer que v M et X suivent la
méme loi.

11



EXERCICE 3

1) a) e Comme X et Y prennent les valeurs 0, 1 et 2, les valeurs prises par S (= X +Y) sont :

0+0 , 0+1
~— =

=0 =1

Donc :

, 042 , 140 , 141 , 142 , 240 , 241 et 2+2.
—— ~—— —— —— —— —— ——
=2 =1 =2 =3 =2 =3 =4

‘1’ensemble des valeurs prises par S est donné par : S(Q2) ={0,1,2,3, ZM

e Ona:

On a aussi :

=0) P(X+Y =0)
= P(X=0n[y=0)
P(X =0) x P(Y =0) (par indépendance de X et Y)

_ 11

474

_

16

PX+Y =1)

P(X=0nY=1)u(X =1n[y =0])
PX=0]n[y = 1)+ P(X=1]n[Y =0)) (x
PX=0)xPY=1)+P(X=1)x P(Y=0) (parindépendance de X et Y)
1 1 1 1

11t 1*a

2

6

Détail de (*) : par incompatibilité des événements [X = 0]N[Y = 1] et [X = 1]N[Y = 0].

On a encore :

Détail de (x)

P(X+Y =2)
P([X=0n[y =2))u(X=1]n[Y =1]

: par incompatibilité deux a deux des événements [X = 0] N[V = 2],

X=1n[Y =1 et [X=2 N[ =0

Détail de (xx)

: par indépendance de X et Y.

12



On a également :

P(8§=3) = P(X+Y=3)

= PX =10 = 2)U(X =20 = 1))

= P(X=1ny=2)+P(X =20 =1) ()

= PX=1)xPY =2)+P(X=2)xP(Y =1) (par indépendance de X et Y)

1 1 1 1

- 13 axg

2

8

4

=
Détail de (*) : par incompatibilité des événements [X = 1]N[Y = 2] et [X =2]N[Y =1].
On a enfin :

P(S =4) (X+Y=4)
— P(x=2n[r =2)
) x P(Y =2) (par indépendance de X et Y)

P Rl e v v
X
Il
O

5

Finalement, la loi de S est donnée par le tableau suivant :

k 0 1 2 3 4
1 2 5 4 4
P(S =k) 16 | 16 | 16 | 16 | 16

b) D’apres la question précédente, S admet une espérance, donnée par :

E(S) 0x P(S=
2
— +2x
0+ 16+

16
40
6

1
R
2

On a en effet obtenu que :

4
%+3x—+4x—

2+10+12+ 16

16

4

16

0)+1xP(S=1)+2x P(S =

2)+3xP(S=3)+4x P(S=4)

5
I’espérance de S est égale a —.

c¢) Les variables aléatoires X et Y ont méme loi finie, donc X et Y ont la méme espérance, qui

est égale a :

1 1
OX -4+1x-4+2%x ==

4 4

13

1
2

1
4

»M»h



On en déduit que S admet une espérance, donnée par :

E(S) = E(X+Y)
(

= E(X)+ E(Y) (par linéarité de I’espérance)
N
44
10
4
_ 2
= 5
On a retrouvé que l'on a :
5
E(S =.
(5)=3

2) a) Comme X et Y prennent les valeurs 0, 1 et 2, les valeurs prises par T (= XY') sont :

O0x0 , Ox1 , O0x2 , 1x0 , 1Ix1 , 1x2 , 2x0 , 2x1 et 2x2.
N~ N N—— N—— N—— N—— N—— N—— N~

=0 =0 =0 =0 =1 =2 =0 =2, =4
Donc :
‘l’ensemble des valeurs prises par T est donné par : T(Q2) = {0, 1,2, 4ﬂ
b) e Ona:
P(T=0) = P(XY =0)
P(([X =0]N[Y = 0) U(IX =0]n[Y = 1) U(IX = 0] N[y = 1))
(X =1n[Y=0)uU([X=2]n[Y =0]))
= P(X=0NnY=0)+P(X=0Nn[Y=1)+P(X=0Nn[Y =2)])
+P([X=1n[Y =0)+P([X=2In[Y =0]) ()
= P(X=0)xP(Y=0)+P(X=0)xPY =1)+P(X=0)x PY =
FP(X =1)x P(Y =0)+ P(X =2) x P(Y =0) (%)
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S itriatiratiiitera
1 1 111
T 16168 1678
141424142
B 16
T
T 16

Détail de () : par incompatibilité deux & deux des événements de 1'union.
Détail de (xx) : par indépendance de X et Y.

On a en effet obtenu :

Remarque : une autre démarche est la suivante :

P(T=0) = P(XY =0)

P(X=01U[y =0])

= P(X=0)+P(Y =0)—P(X=0]n[Y =0))
11

— 1 + 1 P(X — ()) X P(Y = 0) (par indépendance de X et Y)

14



e On a:

On a aussi :

2 11
o117
. 8—1
16
T
© 16
=1) = PXY=1)
— P(X=1n[y =1)
= P(X=1)xP(Y =1) (par indépendance de X et Y)
11
4 4
1
=
P(XY =2)
P(X=1ny =2)u(X=2In[Y =1]))
P(X=1nY=2)+P(X=2InY =1]) (%
P(X=1)xPY =2)+P(X=2)x P(Y =1) (par indépendance de X et Y)
1 1 1 1
1727371
2
8
4
6

Détail de (*) : par incompatibilité des événements [X = 1]N[Y = 2] et [X = 2]N[Y = 1].

On a enfin :

P(XY =4)

P(X =20 [y =2)

P(X =2)x P(Y =2) (par indépendance de X et Y)
1 1

— X p—

22

1

4

4

16

k 0| 1| 2| 4
7001 | 4| 4

P(T = — | ==
T=M17% |1 | 16| 16

15



3)

c) D’apres la question précédente, T admet une espérance, donnée par :

E(T)

O0xP(T=0)+1xP(T=1)+2x P(T=2)+4x P(T =4)

1 4 4
1+8416

16
25
16

On a en effet obtenu que :

25
lespérance de T est égale a 6

d) Comme X et Y admettent une espérance, T' admet une espérance, donnée par :

E(T) = E(XY)

E(X)x E(Y) (par indépendance de X et V)
5 5

= — X —
4 4

25

16

(¢f question 1)c))

On a retrouvé que 'on a :

e On a S(Q) = {0,1,2,3,4} et T(Q) = {0,1,2,4} (¢f questions 1)a) et 2)a)).

2%

B(T) = 32

couple (S, T') est donnée par le tableau suivant :

Détail :

S
T 0 1 2 3 4
1 2 4
0 3% i 16 © O
1
1 0 0 5 0 0
2 0 0 0 4 0
16
4
4 0 0 0 0 6
0) = P(XY=0|N[X+Y=0)=P(X=0n[Y=0)=
P(XY=0n[X4+Y=1)=P([X=0Nn[Y =1)U([X =1]n[Y =0)))
9) = P(XY=0n[X+Y=2)=P([X=0]N
3) = P(XY=0N[X+Y=3)=P(@)=0
4) = P(XY=0N[X+Y =4])=P(2)=0
0)) P(XY =1N[X+Y =0)=P(2)=0

16

La loi du



P(T=1n[S=1) = P(XY=1nNn[X+Y=1])=P(2)=0

P(T=1n[S=2) = P(XY=1Nn[X+Y = }):P([X:l]ﬁ[Y:l]):%

P(T=1n[S=3)) = P(XY=1Nn[X+Y=3])=P(©)=0

P([T=1n[S=4]) = P(XY=1NnX+Y=4])=P(©@)=0

P(T=2In[S=0]) = P(XY=2In[X+Y=0)=P(©@)=0

P(T=2n[S=1]) = P(XY=2INn[X+Y=1])=P(2)=0

P(T=2n[S=2) P(XY=2INn[X4+4Y=2)=P((@)=0

P(T=2In[S=3]) = P(Xy=2nX+Y=3)=P([X=1n[y=2hu([X=2]n[y =1)))=...=

P([T=2In[S=4]) = P(XY=2In[X+Y=4])=P((©@)=0

P(T=4n[S=0)) = P(XY=4Nn[X+Y=0])=P(2)=0

P(T=4n[S=1]) = P(XY=4nNn[X+Y=1])=P(2)=0

P(T=4n[S=2) = P(XY=4Nn[X+Y=2])=P(2)=0

P([T=4n[S=3]) = P(XY=4nNn[X+Y=3])=P©@)=0

P([T=4n[S=4]) = P(XY=4Nn[X+Y = }):P([X:Z]O[Y—ﬂ):%

Comme T'(Q2) = {0,1,2,4}, la famille ([T =0],[T =1],[T = 2],[T = 4]) est un systéme

complet d’événements. Avec la formule des probabilités totales, on en déduit :

P(S=0) = P(S=0Nn[T=0)+P([S=0Nn[T=1)+P([S=0Nn[T=2))+P([S=0N[T=4])
= %6+O+O+O (¢f point précédent)

1
16
On obtient de fagon similaire :

2 2
= 404040=—

P(S=1) =
(5 ) 16 16
4 1 5
P :2 = _— —_ = —
(S=2) 16+16+0+0 T
PS=3) = 0—1—0+4t+0—i
R 16~ 16
PS=4) = 0—1—0—|—O-i-4—4
- 16 16
On retrouve bien que la loi de S est donnée par le tableau suivant :
k 0 1 2 3 4
1 2 5 4 4
PS=W1 1 | 6| 16| 16| 16

Avec le systéme complet d’événements ([S = 0],[S =1],[S =2|,[S = 3],[S = 4]) et la for-
mule des probabilités totales, on obtient de maniere similaire a ce que ’on vient de voir :

P(T =0)
P(T =1)
P(T =2)
P(T = 4)

1,24 T
16 16 ' 16 16
0+0+1i6+0+0:1—16
0+0+0+f‘6+40:11‘6
0+0+0+0+ 1= 1o

17



4)

5)

On retrouve bien que la loi de T" est donnée par le tableau suivant :

PT=k| = | =

D’apres la question précédente, on a :
P(T=0Nn[S=4])=0
et :

X
16 16

P(IT=0)xP(S=4) =

donc :
P(S=0N[T=4)#P(S=0)xP(T=4).

Par conséquent :

‘les variables aléatoires S et T ne sont pas indépendantes.]

e On a:

E(ST) = > stP([S =s]N[T =t])
(s,t)€S(Q)XT(w)

1
= OxOxE+0x1x0+Ox2xO+Ox4xO

2
+1XOXE+1X1XO+1X2XO+1X4XO
4 1
+2XOXE+2X1XE+2X2XO+2X4XO
4
+3><O><0+3><1><0+3><2><1—6+3><4><0

4
+4><O><0+4><1><0+4><2><0+4><4><1—6

2 24 64
616" 16
90

16

45

g.

On a bien obtenu :

e Ona:

45 25
8 16
180 125

32 32
95

’3_2'.

Cov(S,T) = E(ST)—- E(S)x E(T) (dapres la formule de Huygens)
2
2

(d’apres les questions 1)b) et 2)c))

On a obtenu :

Cov(S,T) = %

18



EXERCICE 4

1) a) Notons P, la propriété définie par : <u, est bien défini et strictement positifs.
Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n de N*.
Initialisation :
Le réel uy est bien défini et strictement positif car u; = % Donc P; est vraie.
Hérédité :
Soit n un élément de N*. Supposons que la propriété P, est vraie et montrons que P, est

vraie.

Comme P, est vraie, u, est bien défini et strictement positif, le réel 2(n 4+ 1)u, + 1 est donc
Un

m est bien défini (Car
N— ————

aussi bien défini et strictement positif. Par conséquent

=Un41
de dénominateur non nul) et strictement positif (car le quotient de deux réels strictement
positifs). Donc P41 est vraie.

Conclusion :
Pour tout n de N*, P,, est vraie, c’est-a-dire que, pour tout n de N*, wu,, est bien défini et
strictement positif.

On peut donc conclure que :

‘la suite (uy)nen+ est bien définie et est une suite de réels strictement positifs.

b) On peut compléter la fonction Python de la fagon suivante :

def suite(n):
u=1/2
for k in range(2,n+1):
u=u/ (2*k*u+1)
return u

Remarque : on peut vérifier «qu’en faisant tourner l'algorithme a la main>, on retrouve,
«<dans les premiers tours de boucles, les calculs de la question suivante .

2) On a:
“ L3 2
U2 = U141 = = 1 = £ = — —
21+ 1w +1 2x2xi+1 3 2x3 6
et : f ) .
Uz = Ugy1 = 3 = 6 S C—
224+ Nug+1  2x3xi+1 2 12
On a obtenu :
U = 6 et Uz = E
3) a) Soit n un élément de N*. On a :
1 1
2 Du, +1>2 Du, dot <
(n+ Duy, + (n+1u ol ST et 1 < 2nt D, (%)
d’ott in < tn (un > 0 d’apreés la question 1)a)))
2(n+ Dup +1 ~ 2(n+ 1u,
1
d’ou gl < —0—.
on Ul S o )

1
Détail de (*) : par stricte décroissance de la fonction z — — sur ]0, +oo[ (2(n + 1)u,, est
x

strictement positif (¢f question 1)a)).

19



Comme u,,41 est de plus strictement positif (¢f question 1)a)), on peut conclure que l'on a
(pour tout n de N*) :

1
0 <Upyr < m
b) Vu le résulat de la question précédente, on a, pour tout n de N* :
0 < upsy1 < #
2(n+1)
Autrement écrit, on a, pour tout n de [2, +oo] :
0<u, < i
2n
Or:
lim i:O et lim 0=0
n—-+oo 21 n—-+00
Donc :

la suite (up)nen= converge et on a :  lim wu, = 0.
n—-+4oo

4) a) Soit k un élément de N*. On a :
1 1

Ukl Uk
1 1

Vk+1 — Uk

'U.En
2t D)urtl Uk

2(k 4+ 1)ug + 1 1
T w w
2(k + 1ug

Ug
= 2(k+1).

On a bien obtenu (pour tout k de N*) :

‘Uk:-ﬁ-l —vp =2(k+ 1)‘

b) D’apres la question précédente, on a, pour tout n de N* : v, 1 — v, = 2(n + 1). Par
conséquent :

‘il n’existe pas de réel ¢ (indépendant de n) tel que, pour tout n de N*, v,,11 — v, = ¢, ‘

‘la suite (vp,)nen+ n'est donc par arithmétique. ‘

¢) Soit n un élément de [2,+oo]. On a, d’aprés la question 4)a) :

n—1 n—1
Z”Uk—i—l*vk = Z?(kJrl)
k=1 k=1
n—1
= 2) (k+1)
k=1

=
Il

2
2
2
(n—1n+2n-2
nn—14+2)—2
n(n+1)—2.

(5 x)
(

(n—1n-1+1) )
+n—1

20



d)

Or :

n—1 n—1 n—1
E Vg+1 — UV = g Vk+1 — g Vg
k=1 k=1 k=1

n n—1
= Z Vg — Z vg  (par changement d’indice dans la 17 somme)
k=2 k=1
n—1 n—1
= vn—i—ka — (vl +ka>
k=2 k=2
n—1 n—1
= Un"'zvk_vl_zvk
k=2 k=2
= Up — V1
1
= ’Un _——
Uy
1
= v, — T
2
= v, —2
d’ou :
vp—2=mn(n+1)—2
et donc :
v, =n(n+1).
Cette égalité est encore valable dans le cas n = 1 car :
1 1
n=—=3=2 e 1(1+1)=2.
U7 5

ce qui permet de conclure que, pour tout n de N*, on a :

v, =n(n+1).
Remarques :
n—1 n—1
e Lors du calcul de Z 2(k + 1), on peut aussi constater que 'on a : Z(k +1)=
k=1 k=1

n—1

n

k=2

k

(ou méme encore plus directement, constater que la somme Z 2(k + 1) est une somme

k=1
de terme consécutifs d’une suite arithmétique (de raison 2)).

e Dans le cas particulier n = 2, on utilise ici la convention consistant & supposer qu’une
somme dont la borne du haut est strictement inférieure a la borne du bas est nulle.

n—1

e Il est vraisemblablement permis de justifier I’égalité Z Vg1 — Vg = U, — 01 de la fagon

k=1
sulvante :

Un —Un—1+tUn-1—VUp—2+...+02— V1

n—1
E Vg1 — Vg
k=1

= v, —v; (par téléscopage).

e Soit n un élément de N*. D’apres la question précédente, on a : v, = n(n + 1), ce qui

1
se réécrit : — =n(n+ 1), d’ou :
Un

21



5)

e D’apres le point précédent, on a :

S = ey~

On a bien retrouvé :

lim wu, =0.
n——+o0o

1
a) Soient a et b deux réels. Pour tout n de N*, on a u,, = w1 (¢f question précédente)
n(n
et :
a b a(n+1)—bn an+a—-bn (a—bn+a
n n+l  an+l) ahm+l)  nan+1)
donc, pour que a et b soient deux réels tels que, pour tout n de N*, u,, = Ly e il suffit
n o n
que l'on ait :
a—b = 0 1-b = 0 b = 1
a = 1 a = 1 a = 1
Finalement :
N a b
avec a =1 et b =1, on a, pour tout n de N*, u,, = — — .
n n+1

b) Soit N un élément de N*. On a :

—_

] =

(d’apres la question précédente)

S
+
Ju—y

N
> un =
n=1

3
Il
-

n+1

3
Il
—_

=z

+

—_

I Il
1= 14>
[— 3= 3|~
|
iMz
)

(par changement d’indice dans la 2°™° somme)

1
n=1n n=2n
1 X N oq
St ( Zn)
N N g
= 1+nz::2ﬁ ZE
B 1
= 1- 5

On a obtenu (pour tout N de N*) :

Remarques :

e Dans le cas particulier N = 1, on utilise ici la convention consistant & supposer qu’une
somme dont la borne du haut est strictement inférieure a la borne du bas est nulle.
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e Il est vraisemblablement permis de conclure de la facon suivante :

N N 1 1

n o on
11 11 1 1 1 1
T 1 2 e 3Tt NI T NN TNt
= %— Ni— 1 (par téléscopage)
1
= NI

c) Avec le résultat de la question précédente, on obtient :

N

1
lim Up = lim 1— —- =1.
N—-oo £~ N—+00 N +1
Donc :
—+oo
la série Z u, converge et sa somme est donnée par : Z U, = 1.
n>1 n=1
1 =
6) a) On a, pour tout n de N* w,, = Py} > 0 (¢f question 4)d)) et nzlun =1 (c¢f question

précédente), donc :

‘il existe une variable aléatoire X telle que X (2) = N* et, pour tout n de N*, P(X =n) = u,. ‘

b) Pour tout t de [n+1,n+2],ona: n+1 <t < n+2. Donc, par décroissance de la fonction
LI
n+1-"t " n+t+2
(par croissance de l'intégrale avec des bornes triées dans 'ordre croissant) :

/ dt > / —dt > / dt.
nt1 T +1 n+1 t nt1 T +2

. On en déduit

1
t— 7 sur 10, +o0[, on a, pour tout ¢ de [n+ 1,7+ 2] :

Or :

1
n+1

/Hz L dt ! /n+21dt L [t]t2 ! (n+2—(n+1)) ! (n+2 1)
= = = n+2—(n = n+2—n—1) =
nt1 A1 n+1 /1 n4+1-" T 41 n+1

et :

/Mz L dt L /n+21dt L [t]t2 ! (n+2—(n+1)) ! (n+2 1) L
= = = n+2—(n = n+2—n—1) =
i1 M2 n+2 ) n42- T 42 n+2 n+2

d’ou :

En particulier :
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c) Soit N un élément de N*. D’apres la question précédente, on a, pour tout n de [1, N],

1 n+2
> / —dt. On en déduit :
n—+ 1 n+1

V

31 4 N+24
Z/fdtJr/*dtJr...Jr/ —dt
L=yt 3t Nt1 t

(1=
S
+ |-

N N n+21
Zn Z/ ;dt - don

n=1 n=1
N 1 N+21
d > ~dt
ol ;nﬂ—/g cdt (%)
N
5 N+2
d’ott ;n+12[ln(t)]2
N
Bk >In(N +2)—1
oil ;n+1_n( +2) —In(2)

Détail de () : d’apres la relation de Chasles.
On a bien obtenu (pour tout N de N*) :

n(N +2) —In(2).

>t

d) Comme X () = N*, la variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, la série

Z nP(X = n) converge (auquel cas : F(X) = Z nP(X =
n>1
Remarquons que, pour tout N de N* :

N N N

et, comme lim In(N +2)—In(2) = 400, on a, d’apres la question précédente :

N—+o0
LU
1\/1—133[-10071;1 n+l oo
N
Par conséquent, NEI_I:OO Z nP(X =n) = 400, donc la série Z nP(X = n) ne converge pas

n>1
et donc :

’ X ne possede pas d’espérance. ‘
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